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Prefacio

El contenido de la asignatura de Calculo IIT que se imparte en la Facultad de Ciencias y Tecnologia de la
Universidad Mayor de San Simén, esta orientado al estudio y solucién de problemas diferenciales. La impor-
tancia de esta materia radica en el hecho en que las ecuaciones diferenciales constituyen un lenguaje natural
para describir la mayor parte de los fendmenos, asimismo constituye un medio para predecir comportamientos
de los diferentes procesos que deberd analizar el estudiante en su desempeno profesional ulterior.

El presente texto es el resultado del curso de Calculo IIT impartido durante varios semestres a los
estudiantes de la Carrera de Ingenieria Civil y las Carreras de Fisica, como también en su momento la Carrera
de Matematicas. Contemplando el cumplimiento de los objetivos generales y especificos de la asignatura, el
texto cuenta con tres capitulos.

El primer capitulo presenta las ecuacioenes diferenciales ordinarias, dando el vocabulario béasico y las
técnicas elementales de solucién para las ecuaciones diferenciales mas usuales.

El segundo capitulo pretende mostrar que las ecuaciones diferenciales constituyen una herramienta
poderosa para resolver otro tipos de problemas, que no son diferenciales propiamente. Asimismo se introduce
el estudio de los sistemas diferenciales bajo una 6ptica moderna orientada a la implementacién de métodos
numéricos.

El tercer capitulo es un complemento del curso donde se abordan temas a un nivel introductorio.

Para un buen asimilacién de los conocimientos y razonamientos de este texto; las definiciones y conceptos
mas significativos estdn escritos en negrillas, estos deberan ser memorizados y manipulados fluidamente.
Los resultados mas importantes estan expresados en los teoremas, corolarios y proposiciones, estos deberan
también ser memorizados para manejarlos de manera fluida. Las demostraciones de este texto deberdn ser
trabajadas, con la finalidad de adquirir las diferentes técnicas de demostracién y resolucién de problemas
que se emplean en Ecuaciones Diferenciales. Con fines peddgogicos, en algunos paragrafos se presentan los
resultados fundamentales que seran tratados en el paragrafo en cuestién, estos estan escritos en caracteres
itdlicos.

La practica del curso, es una fuente para practicar los conocimientos adquiridos y asi mismo como un
medio de adquirir conocimientos adicionales. Por lo tanto, una resolucién en gran niimero de estos ejercicios,
podré medir el grado de asimilacién del estudiante.



Capitulo I

Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

En este primer capitulo, se estudiard las ecuaciones diferenciales usuales que uno encuentra en la mayoria de
los problemas, donde intervienen ecuaciones diferenciales. Para tal efecto, se describird el vocabulario basico,
los métodos de solucion de las ecuaciones mas utilizadas y algunos métodos para aproximar soluciones de
algunos problemas diferenciales.

1.1 Vocabulario Basico

Para definir lo que es una ecuacién diferencial, introduzcamos la siguiente notaciéon para representar las
derivadas (parciales) de una funcién. Sea f: U C R — R una funcién, consideremos el conjunto de

a=(a,an,...,q,), conag >0yar€Z, k=1,...,n.
Definimos ol
ol f
D*f(x) = x
/(@) 0x{0xy? - dwpn
donde x = (z1,72,...,2,) ER" y || = a1 + s + -+ + ap.
Remarcas

1.- Sin =1, convenimos que « € Z, « > 0y
D f(z) = [ (a),

la derivada (ordinaria) de orden « de f.
2.- El entero |a| es el orden de la derivada (parcial) de f.
Ejemplo

1- Sin=2y a1 =ny ay =m, se tiene

6"+mf

D% f(z) = W($)~

Definicién I.1.1.- Una ecuacion diferencial es una ecuacién donde aparecen una funcién incognita y y
algunas de sus derivadas; es decir, es una expresién

F(z,y, D%, D%,...,D"y) =0 (L1.1)

donde F' es una funcién continua conocida, x € R™, y(z) la funcién incognita.
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Ejemplo
2.- Paran =1, la ecuacién y = f(z), donde f(x) es una funcién conocida es una ecuacién diferencial; que

por cierto, ya resuelta en Calculo I. La solucién se la conoce con el nombre de primitiva o integral
indefinida. Por consiguiente,

) = [ fia)da,

El estudio de las ecuaciones diferenciales pasa por lo tanto, por:
1.- Encontrar una o todas las y con esta propiedad. Es decir, busqueda de una “primitiva’”.
2.- {Existe soluciones?
3.- ;Se las puede explicitar?
Definicién I.1.2.- Si la funcién incognita y es funcién de una sola variable, n = 1, la ecuacion diferencial
es una ecuacion diferencial ordinaria. Si y es funcién de varias variables, n > 1, la ecuacién diferencial es
una ecuacion diferencial a derivadas parciales.
En lo que sigue este capitulo, solo trataremos ecuaciones diferenciales ordinarias, de donde convenimos
que por ecuacién diferencial entenderemos ecuacién diferencial ordinaria.
El Orden de una ecuacién diferencial
Definicién 1.1.3.- El orden de una ecuacién diferencial es el orden de derivacion mas alto de la funciéon
incognita que aparece en la ecuacién diferencial.
Ejemplos
3.- Las ecuaciones algebraicas f(x,y) = 0 son ecuaciones diferenciales de orden 0.
4- y’ +y =0, es de orden 2.
5.- (y')® = y? es de orden 1 o primer orden.

6.- v +vy'y =1 es de orden 2.

Definicién I.1.4.- Una ecuacién explicita de orden n, es una ecuacién diferencial de orden n de la forma

y(n) :f(x’y)y/)""y(nil))7 (1'1'2)

donde f es una funcién continua.

Soluciones de una Ecuacidén Diferencial Ordinaria

Consideramos la ecuacién diferencial (ordinaria y explicita)

y ™ = fla, gy, y"TY), (1.1.2)

donde f: A C R"*! — R es continua.
Una solucién o solucién particular de esta ecuacién diferencial es una funcién ¢ : I — R, con I C R
intervalo, n veces derivable, tal que

" (2) = f(z,0(z),¢ (@),...,0" V(2) € A, V€L

La solucién general de una ecuacion diferencial es el conjunto de sus soluciones particulares.

Remarcas
1.- Si bien, la solucién general de una ecuacion diferencial es un conjunto de funciones, es costumbre denotar
la solucién general bajo la forma de una funcién que depende de un parametro o constante.

2.- La ecuacion diferencial puede ser dada en forma explicita, sin que se pueda hacer lo mismo para sus
soluciones. Por ejemplo
r _2(y + 2)2

YT v — @10
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cuyas soluciones estan dadas por

2
y+1+c, CeR,

In(y + 2) = 2arctan

y no puede ser expresado como composicion de funciones elementales; es decir, las funciones estudiadas
en Célculo 1.

Problemas Diferenciales

En general, las ecuaciones diferenciales estan ligadas a ciertas condiciones impuestas en el planteo del modelo
matematico que describira el fenémeno o la accion analizada. Para ilustrar, la necesidad de contar con ciertas
condiciones adicionales a la ecuacién diferencial, consideremos como ejemplo la caida libre de un objeto.
Supongamos que la gravedad es la unica fuerza que interviene sobre el objeto, despreciando otras fuerzas.
Por consiguiente, el movimiento del objeto verifica

a=—g,

donde a es la aceleracién y g es la constante de gravedad sobre la superficie de la Tierra. Traducido en forma
de ecuacién diferencial, se tiene
d*y

w =

de donde, por dos integraciones sucesivas, obtenemos
L o
y(t) = —§gt +ct+d, (1.1.3)

con ¢,d € R constantes.

Ahora bien, (I1.1.3) no describe el movimiento del objeto en cuestién; es decir, con solamente la ecuacién
diferencial no podemos saber la posicion del objeto en cualquier instante. Requerimos informacién adicional,
aparte de la ecuacién diferencial. En el curso de Fisica I, este problema fue tratado cuando se conocia, la
posicion inicial y la velocidad inicial del objeto. Este es un ejemplo de un:

Definicién 1.1.5.- Un problema diferencial a valor inicial o problema diferencial de Cauchy es darse una

ecuacién diferencial de orden n
y™ = flayy, .y

y los valores iniciales (o, 4o, ¥1,---,Yn—1) € R""L:; buscando una solucién ¢ de la ecuacién diferencial
propuesta, tal que

¢(xo) = Yo,

¢'(x0) = 1,

Sp(n_l) (il?()) = Yn—1-

Remarca.- Los problemas diferenciales a valores iniciales son muy importantes, pues una vasta cantidad de
problemas en mécanica, quimica y otras ciencias son problemas a valores iniciales. Por otro lado, en Anélisis
Numérico, los métodos de solucién de ecuaciones diferenciales comtemplan este tipo de problema. Por lo
tanto, es importante responder a: jDada una ecuacion diferencial, se puede resolver un problema de Cauchy
para esta ecuacion?, ;la solucién de este problema de Cauchy es unica?

Los problemas diferenciales a valor inicial no son los tinicos problemas diferenciales, existen problemas
diferenciales mas generales, conocidos como problemas diferenciales con valores en la frontera o valoresn en
los bordes. Como ilustracién estudiemos el siguiente ejemplo.
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Ejemplo
7.- Consideremos una viga de longitud L en posicién horizontal, sometida a una carga vertical ¢(z). Por
efecto de esta carga, la viga sufre una deformacion transversal u(z). Suponiendo la deformacién pequena,
u(z) es solucién de la ecuacién diferencial

u® (@) = q(x).

Ahora bien, dependiendo lo que sucede en las extremidades de la viga, se tiene diferentes problemas
diferenciales con condiciones en los bordes. En la figura 1.1, se tiene las tres variantes mas usuales.

u(x) u(X)

u(0)=u""(0)=0

u(0)=u'(0)=0 W (0)=u" (1)=0. u(0)=u'(0)=0

u/(0)=u'(1)=0. u”’ (1)=u""(1)=0.

Figura I.1.- Problemas Diferenciales de Vigas

1.2 Ecuaciones Diferenciales de Primer Orden

Estudiaremos los métodos de resolucién de las ecuaciones de primer orden bajo la forma explicita, més
usuales.
Ecuaciones Lineales

Definicién 1.2.1.- Una ecuacion diferencial de primer orden lineal es una ecuacién del tipo

y' = a(z)y + b(), (L)
donde a,b: I — R continua e I C R intervalo.

Convencidén.- Para no rescribir cada vez, utilizaremos (L) para referirnos a una ecuacién diferencial lineal
(de primer orden).

Definicién 1.2.2.- Se dira que una ecuacién diferencial lineal de primer orden es homogénea, si b(z) = 0
Vz € I en (L). Es decir
y = a(z)y. (LH)

Solucién de una ecuacién lineal homogénea

Teorema 1.2.3.- La solucién general de la ecuacion lineal homogénea de primer orden

y = a(2)y, (LH)

con a : I — R es continua, estd dada por
y(z) = CeA@® (1.2.1)

donde A(x) es una primitiva de a; es decir, A'(x) = a(x).

A(z)

Demostracion.- Primero mostremos que, toda funcién de la forma Ce es solucion; en efecto, derivando

obtenemos
(CeA(gj))/ =C (eA(“;))/ = Ce@ A (z) = Ce@a(z) = a(x) (C’eA(””)) )
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A(z)

Ahora mostremos que toda solucién ¢(x) de (LH) es de la forma Ce”(®)| donde A es una primitiva de a. En

efecto, si ¢ es solucién, consideremos

derivemos 1, lo cual conduce a

, "(2)edA®) — o(x)(eA®))  a(x)p(x)ed® — p(z)eA @ A (z
W (z) = ' (z) (eA(j;)( ) a(@)e(x) (eA(j)(z) @) _ .

Como v’ (xz) = 0 para todo x € I, se deduce que ¥(z) = C.
O
Remarcas

1.- La hipdtesis del teorema precedente que a(x) es continua, asegura la existencia de una primitiva A(x).
En efecto, el primer teorema fundamental del cédlculo lo asegura.

2.- Por el primer teorema fundamental del célculo, la existencia de A(x) estd asegurada, lo que no significa
que A(zx) pueda expresarse como la composicién de funciones elementales. Por ejemplo,

es primitiva de e* , pero es imposible expresar A(x) como la composicién de funciones elementales.
Corolario 1.2.4.- Las soluciones particulares de una ecuacion diferencial ordinaria lineal homogénea de
primer orden forman un espacio vectorial real de dimension 1.

Demostracion.- En el curso de Algebra Lineal, se vio que el conjunto de las funciones f : I — R, denotado
por IR es un espacio vectorial para:

(f +9)(@) = f(x) + g(2),
(Af)(x) = Af(z), AeR

Para mostrar que la solucién general de (LH) es un subespacio vectorial, se debe verificar que existe al menos

una solucién de (LH), lo que es cierto porque ¢(x) = 0, Va € I es solucién. Luego, dadas dos soluciones ¢ y
1 de (LH), entonces cualquier combinacién lineal de las dos soluciones es solucién de (LH); es decir

p, 1 soluciones = ayp + B solucién, Vo, 3 € R.

En efecto,
(v + BY)'(2) = o' (x) + B’ (x)
= a(a(z)p(x)) + Bla(x)(z))
= a(z)(ap(z) + B(z)) = a(z)(ap + Bip(z)).

Por el teorema precedente e(®) genera la solucién general o subespacio vectorial de soluciones particulares

de (LH), lo que muestra que la dimensién es 1.
[l

Corolario 1.2.5.- Un problema de Cauchy, para una ecuacién lineal de primer orden homogénea, y = a(x)y
v (20,%0) € R?, admite siempre una solucién tinica.

Demostracion.- Mostraremos que el problema diferencial

Y = a(x)y,
y(®0) = vo
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tiene solucién tnica. En efecto, sea A(x) una primitiva de a(z). (1.2.1) indica que toda solucién de (LH) es

de la forma
y(z) = Cer@,

En particular, para el problema a valor inicial se tiene

Yo = OGA(IO)v
obteniendo de manera tunica
_ Y%
C= T
O
Ejemplos
1.- La solucién general de y' = cos(z)y, es _
y(m) — Cesmx,
porque sin’ x = cos z.
2.- La solucién general de 3y’ = ay, con a € R, es
y(x) = Ce.
3.- La solucién del problema 3’ = a(x)y, y(xg) = 0; es
y(z) = 0.
Solucién de una ecuacién lineal (no homogénea)
Consideremos la ecuacién lineal de primer orden
y' = a(z)y +b(x) (L)

donde a(x) y b(x) son funciones continuas definidas sobre un intervalo I. Como ya hemos visto el caso (LH),
supongamos que b(x) no es identicamente nula. A la ecuacién (L), le asociamos

y = alz)y. (LH)

Proposicién 1.2.6.- Sea v una solucién particular de (L) y ¢ cualquier solucién de (LH), entonces

v+
es una solucion de (L).
Demostracién.- En efecto
(p+9) (2) = ¢'(2) +¢'(2)
= a(z)p(z) + (a(z)Y(z) + b(x))
= a(@)(p +¥)(z) + b(z)

O

Proposicién 1.2.7.- Sea ¢ una solucion particular de (L), entonces cualquier solucién de (L) es de la forma

b+,
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donde ¢ es solucién de (LH).

Demostracion.- Sea ¢ una solucién de (L), suficiente ver que 1) — ¢ es solucién de (LH). En efecto

(¥ —¢)(z) =¢'

= (a

+0(x)) = (a(z)p(x) + b(x))

|
2
B R
= &
s =
8 B
N
|
<
]
N—

O

Por lo tanto, para conocer la solucién general de (L), es suficiente conocer una solucién particular de (L) y
la solucién general de (LH), algo que ya sabemos hacer. Este resultado lo expresamos, mediante la siguiente
regla memotécnica.

Solucién general de (L) ‘ = ’ Solucién general de (LH)‘ + ‘ Una solucién particular de (L) ‘

Proposicién 1.2.8.- EI problema a valor inicial

y' = a(@)y + bla),
y(wo) = o

tiene solucion unica.

Demostracion.- Ejercicio.

Determinacién de una solucién particular de (L)

La determinacién de la solucién general de una ecuacién linea de primer orden pasa: por la determinacién de
la solucién general de la ecuacidén lineal homogenea asociada a la ecuacién en cuesti’on (algo que ya sabemos
hacer) y por la determinacién de una solucién particular.

Ahora bien, podemos determinar una solucién particular mediante:

i.- Al tanteo. Este procedimiento es producto de la experiencia y la genialidad de la persona que lo
utiliza; sin embargo, en algunos casos se puede encontrar la solucién, sobre todo, cuando b(x) la parte
no homogénea de (L) es un polinomio, una funcién sin o cos y cuando es exponencial.

Ejemplos

4.- Consideremos la ecuacién y' = y + 22. En este ejemplo b(z) = x? y planteamos como solucién
particular y(z) = a + Bz + yx? un polinomio del mismo grado que b(x). Remplazando en la
ecuacion obtenemos

2

B+ 2y = a+ fr + ya? + 22,
de donde, planteando las respectivas ecuaciones, obtenemos v = —1, § = —2 y a« = —2. Por lo

tanto

y(z) = =2 — 2z — 2?

es la solucién particular buscada.
5.- Consideremos la ecuacién y’ = y + cos 2z. Podemos intentar con una solucién de la forma y(z) =
acos 2z + (sin 2z. Remplazando obtenemos

—2asin 2z + 20 cos 2x = a.cos 2x + [sin 2z + cos 2z,

resolviendo las ecuaciones algebraicas que se deducen, se obtiene
1 2 .
y(x) = — cos 2z + g sin 2x

como solucién particular.
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6.- Consideremos la ecuacién 3’ = 2y + €%, la solucién particular que estamos buscando, puede ser de
la forma y(z) = ae®. Remplazando obtenemos

ae” = 2ae” + €”,
de donde a = —1 y la solucién particular es

y(w) = —e"

ii) Variacién de Constantes. Cuando no es posible adivinar las soluciones particulares, se tiene el
método de variacién de constantes. Sabiendo que la solucién general de (LH) es y(z) = Ce®) donde
A(x) es una primitiva de a(z), la idea del método es plantear como solucién particular de (L)

y(z) = c(x)e® (1.2.2)
donde ¢(z) depende de z. Remplazando en la ecuacién (L), se obtiene
d(2)e?@® 4+ c(z)e@a(z) = a(z)c(x)e™ + b(z),

de donde
d(z) = b(z)e 4@, (1.2.3)

c¢(x) se obtiene de ¢/(z) por integracién.
Ejemplo
7.- Consideremos la ecuacion diferencial
Y =y+e’,

la solucién general de la ecuacion lineal homogénea asociada es
y(x) = Ce”.
Planteando la solucién particular buscada como y(x) = ¢(x)e”, variacién de constantes da
d(x)=e"e " =1,
de donde ¢(x) = z y la solucién particular serd y(x) = xe®. La solucién general

y(x) = Ce® + xe®.

Remarca Variacién de constantes es un método que nunca falla,

Ecuaciones de Tipo Bernouilli

Son ecuaciones diferenciales de primer orden de la forma

/

Y = a(z)y + b(zx)y” (B)

con a # 0y a,b funciones continuas.

Remarcas

1.- La expresién y, con a € R, estd definida por
y* = e, (1.2.4)

por consiguiente, tendréd sentido cuando y > 0. Cuando « es entero o racional y* puede tener un dominio
de definiciéon mayor, por lo que debe tratarse de acuerdo al caso.
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2.- En la ecuacién de tipo Bernouilli, deberd suponerse b(z) es no identicamente nulas, porque sino es-
tarfamos en el caso de las ecuaciones lineales de primer orden ya vistas.

3.- En la ecuacién de tipo Bernouilli, debera también suponerse que o # 0y o # 1, caso contrario estariamos
en el caso linal ya visto.

Con las remarcas hechas, supongamos que t(z) es una solucién de (B), planteamos

p(x) = (P(z))' (1.2.5)

Derivando ¢, se obtiene

Hemos mostrado el:

Teorema 1.2.9.- Sean ¢ y ¥ dos funciones, si

p(x) = (@)% aeR, a#0,1;

entonces ¥ es solucién de la ecuacion de tipo Bernouilli

Y = a(z)y + b(z)y?, (B)

con a,b continuas y no identicamente nulas, si y solamente si o es solucion de la ecuacién lineal de primer
orden
2= (1-a)a(z)z + (1 — a)b(x). (L)

Regla Memotécnica.- Cada vez que se encuentre una ecuacion de tipo Bernouilli, introducir la variable
y = ylfa

Ejemplo

8.- Determinemos la solucién general de la ecuacion diferencial

v =y+y°

2

Planteamos z = y'~2 = 1/y, de donde zy = 1. Derivando, so obtiene z'y+1%’z, multiplicando la ecuacién

por z, se tiene
2y = zy + 297,

remplazando, se obtiene
2y =1+y,

dividiendo por y, obtenemos la ecuacion lineal para z

2 =—z-1,

la solucién general para esta tltima ecuacién es

z(x) =Ce™® -1,
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y por consiguiente la solucién general para la ecuacion de Bernouilli es

1

)= —"——,

v = G
teniendo cuidado que el denominador no se anule.

Corolario 1.2.10.- Un problema diferencial a valor inicial para una ecuacion de tipo Bernouilli

Y = a(x)y + b(z)y®,
y(wo) = Yo

tiene solucion unica, si esta existe.

Demostracién.- Ejercicio.

Ecuaciones Separables

Las ecuaciones diferenciales separables, son ecuaciones diferenciales de primer orden, que pueden escribirse
como
_ @) ($)
9(y)

con f y g funciones continuas y g(y) # 0.

Antes de determinar y estudiar las soluciones de la ecuacién (S), analizemos f y sobre todo g. Como
f v g son funciones continuas, por el primer teorema fundamental del Calculo Integral, ambas admiten
primitivas, que las denotamos por F(x) y G(y) respectivamente. Por la definicién de primitiva, se tiene

Fl(x) = f(x), G'(y)=g(y).

Por otro lado, como g es continua y por hipdtesis g(y) # 0, se tiene, sea g(y) > 0, o sea g(y) < 0. Por
consiguiente, si g(y) > 0, se tiene que G(y) es estrictamente creciente, y por lo tanto G(y) es inyectiva y
continua. En el otro caso, si g(y) < 0, se tiene que G(y) es estrictamente decreciente, y por lo tanto G(y) es
inyectiva y continua.

Ahora bien, una funcién que es continua e inyectiva, admite una inversa que es continua; en nuestro
andlisis la inversa de G, la denotaremos por G~ ', de donde

G GWw) =y, W

Supongamos que ¢(z) sea una solucién de (S), se tiene por consiguiente
con g(p(z)) # 0. La regla de la cadena, da
de donde

Acabamos de mostrar el:

Teorema 1.2.11.- Sea la ecuacion de primer orden separable

,_ f@)
Y 9wy )

con f,g continuas y g(y) # 0 para todo y; entonces la solucién general de (S) estd dada por

y(x) = G H(F(x) + ), (1.2.6)
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donde F y G son primitivas de f y g respectivamente y G~ denota la funcién inversa de G.

Regla Memotécnica.- Cuando se tiene que resolver una ecuacion separable colocar en un lado de la
ecuacién todo lo que depende de y e 3/, en el otro lado lo que depende de x. Luego integrar.

Ejemplo
9.- Resolvamos la ecuacién
y =a(1+y%)
Esta ecuacion es separable y tenemos /
Y
1+ y2 -

integrando, se obtiene

1
arctany = §x2 +C,
1
Y= tan(§x2 +C).

Corolario 1.2.12.- Un problema diferencial de Cauchy para una ecuacién diferencial de tipo separable, con
las misma hipétesis del teorema precedente, admite una sola solucion.

Demostracion.- Ejercicio.

Remarcas

1.- Es posible en las ecuaciones separables (S), debilitar la hipétesis sobre g(y) # 0. El procedimiento de
resolucién sera el mismo, pero puede suceder que la solucién que se encuentre no contemple toda la
solucion general de la ecuacién en cuestion, ni tampoco que los problemas a valores iniciales tengan
solucién unica. Este aspecto lo veremos en la siguiente seccién.

2.- En general, la funcién G~! no puede ser expresada como la composicién de funciones elementales, por
lo que resulta mas conveniente expresar la soluciéon general implicitamente; es decir, dejar la solucién
general como

G(y) = F(z) + C.

Ecuaciones de tipo Homogéneo

A no confundir con las ecuaciones lineales homogéneas. Una ecuacién diferencial de tipo homogénea, es una
ecuacion diferencial de primer orden que puede escribirse como

y = (%, (H)

donde f es una funcién continua y x # 0.
Para resolver este tipo de ecuaciones, la substitucién que salta a la vista consiste en plantear

De donde zz = y y derivando obtenemos
v =72x+ 2= f(2).
Hemos obtenido por consiguiente una nueva ecuacién diferencial dada por

Z/if(Z)—Z
S

que es una ecuacion de tipo separable.

Ejemplo
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10.- Resolvamos la ecuacién diferencial )
y =
yz T 22

Esta ecuacion es de tipo homogéneo, si la escribimos de la manera siguiente

o —2(y/$)2

YT /)

planteando z = y/z, obtenemos la ecuacién diferencial separable

, —222 1422+ 22

Ty = ——5 —2=—2
1+ 22 1+ 22

de donde
1422, 1

R A
2(1 4+ 2)? x

)

descomponiendo en fracciones simples o parciales obtenemos
1 2 , 1
S )=
z  (z+41) T

2
Inz4+——=—-Inz+C.
1+ 2

integrando, se tiene

Remplazamos z = y/x y efectuamos operaciones algebraicas, obteniendo

T
y+x

Iny —Inx +2 =—Ilnz+C,

de donde la solucién general, esta dada por

Iny+2— =C.
y+a

Otras Ecuaciones Diferenciales de Primer Orden

Una forma de resolver ecuaciones diferenciales de primer orden, consiste en excluir los diferentes tipos de
ecuaciones; mas precisamente lo que se hace es:
i) Verificar si es una ecuacién diferencial lineal, si lo es resolverla, sino.
ii) Verificar si es una ecuacién diferencial de tipo Bernouilli, si lo es resolverla, sino.
iii) Verificar si es una ecuacién separable, si lo es resolverla, sino.
iv) Verificar si es una ecuacién de tipo homogéneo, si lo es resolverla.

Cuando se han excluido los cuatro casos anteriores, lo que se podria hacer es: intentar una substitucién
o cambio de variable que sea lo suficientemente evidente para que la nueva ecuaciéon sea mas simple. La
eleccién de la substitucion correcta es fruto de la experiencia, la madurés y la genialidad de la persona que
estd resolviendo. Esto se consigue con la préctica.

En el caso en que no se pudiese encontrar una substitucién o cambio de variable que permita resolver
la ecuacién se puede intentar aproximar la solucién mediante algin método numérico. Los rudimentos los
veremos en la siguiente seccién.

A manera de ilustracién consideremos los siguientes ejemplos.

Ejemplos
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11.- La ecuacidn diferencial
y' = sin(z +)

no pertenece a ninguno de los tipos de ecuaciones estudiadas mas arriba, sin embargo, la substitucién
que se ve facilmente es
z=x+Yy,

con lo que la ecuacion diferencial se convierte en
7 =sinz+1

que es una ecuacion de tipo separable.

12.- En general las ecuaciones que se escriben bajo la forma
y' = flaz +by + o),

con a,b,c € Ry a,b+# 0, con la substituciéon z = ax + by + ¢, se convierte en una ecuacién de tipo
separable. ;Cual es la nueva ecuacién?

13.- Ecuaciones diferenciales de primer orden, de la forma

, ar +by+r
vy =M
cx+dy+s

con ad—be # 0y (r,s) # 0. Este tipo de ecuaciones pueden convertirse en ecuaciones de tipo homogéneo,

mediante las substituciones
u=2x— g

V=YY

donde (xo,yo0) es la interseccién de las rectas:

ar+by+r=0
cx+dy+s=0.

Ejercicio.- Determinar la ecuacién de tipo homogéneo que resulta de estas substituciones.

1.3 Problemas de Existencia y Unicidad

La resolucién de ecuaciones diferenciales no tienen mayor utilidad, si no van acompanadas con la solucién
de un problema diferencial. En esta secciéon veremos la importancia de las condiciones o hipétesis que van
con los problemas diferenciales para evitar de cometer errores absurdos.

Comenzemos ilustrando con el siguiente ejemplo, consideremos el problema diferencial a valor inicial

v =y

o0 (1.3.1)

donde a € R. Para hacer un uso més eficiente de exponentes, escribamos 32/% en lugar de {/y2.

Recordemos en la secciéon precedente, con las hipétesis dadas para cada problema diferencial a valor
inicial, la solucién era unica. Para el problema planteado deberiamos esperar que la soluciéon también sea
Unica.
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Resolvamos (7.3.1), la clasificacién de ecuaciones diferenciales, nos muestra de manera evidente, que
ésta es una ecuacion de tipo separable, la resolvemos ingenuamente, sin fijarnos en las hipétesis que debe
cumplir dicha ecuacién. Se tiene por lo tanto

/

vy _ _
i
3y =z +C,
1
= )3,
y= @+ 0%
ahora introduzcamos la condicién inicial, lo que da C' = —a, por lo que la solucién encontrada es
1
y(z) = ﬁ(x —a). (1.3.2)

La grafica de esta soluciéon puede apreciarse en la figura I1.2.
Por otro lado, si no hubieramos resuelto ingenuamente, una verificacién sencilla muestra que

y(z) =0, (1.3.3)

es también solucién del problema (1.3.1), con lo que evidenciamos que el problema no tiene solucién unica.
Mostraremos a continuacién que dicho problema tiene una infinidad de soluciones, en efecto, para b > a

=0siz<b
ulo) = %(az— b3 sixz>b
es también solucién de (1.3.1). Para ¢ < a,
1 .
y(x) _ 2—7 six<c
Osiz>c

es también solucién de (1.3.1). Por tltimo, para ¢ < a < b,
1 .
o7 six<c
ylx)=¢ 0sic<z<b
%(az—b)?’ siz>b
es también solucién del problema (1.3.1). Estas soluciones pueden apreciarse en la figura 1.2.

/Tx a a b
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Figura I.2.- Soluciones del problema (I.3.1)

El problema (I.3.1) a primera vista era un problema completamente sencillo, sin embargo acabamos de
mostrar que tiene una infinidad de soluciones, sin poder elegir aquella que pueda convenirnos para satisfacer
nuestros requerimientos de solucién del problema.

Condiciones suficientes para la existencia y unicidad de soluciones

Definicién 1.3.1.- Se dice que una funcién f : I x U — R continua, con I,U intervalos satisface una
condicién de Lipschitz si para todo subintervalo cerrado y acotado J de I, existe una constante C'y > 0 tal
que Vz € J y Yy, z € U, se tiene

[f(@,2) = f(z,y)| < Cylz =yl (1.3.4)

Ejemplos
1.- Consideremos
f(z,y) = a(z)y + b(z),

donde a, b son funciones continuas. f satisface una condicién de Lipschitz por que

|f(2,2) = f(z,y)| = |a(z)]|z —y| < max |a(z)| |y — z|.

2.- Consideremos
f(z,y) =siny

satisface una condicién de Lipschtiz; en efecto, aplicando el teorema del valor medio, se tiene

|siny — sin z| = |cos&| |y — 2| < 1|y — z|.

Teorema 1.3.2.- Supongamos que f : I x U — R continua satisface una condicién de Lipschtiz y xq € I,
yo € U, entonces el problema a valor inicial

y/ = f(x7y)a
y(zo) = Yo

admite una unica solucion.

Demostracion.- Aunque no haremos una demostracién formal y rigurosa del teorema, daremos un bosquejo
de lo que corresponde a la existencia de la solucién. Para tal efecto, definiremos de manera recursiva la

sucesién de funciones
vo(*) = Yo,

Ont1(T) =yo + /93 f(s,0n(s)) ds.

Se muestra que esta sucesién de funciones es convergente y su limite es una funcién ¢(z) que es solucién
del problema a valores iniciales planteado. Lo importante de esta demostracién y lo que hay que retener es
la sucesién de funciones definidas més arriba. Esta demostraciéon y la construccion de la sucesion se debe a

Piccard, matematico francés del siglo XIX.
|

Ejemplo
3.- La funcién f: R x R — R definida por f(z,y) = y*/? si bien es continua, no satisface una condicién de
Lipschtiz, porque sino el problema a valor inicial (I.3.1) tendria solucién tnica.

Verificar que una funcién satisface una condicién de Lipschtiz, puede resultar a menudo una tarea
complicada. Tenemos un resultado mas manipulable para determinar cuando un problema a valor inicial
tiene solucién unica.
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Corolario 1.8.3.- Si f(z,y) es una funcién continua y continuamente derivable respecto a y, entonces el
problema a valor inicial
y/ = f(xa y)
y(IO) = Yo
admite solucién tnica.

Corolario 1.3.4.- Si f(x,y) es una funcién continua y continuamente derivable respecto a y, entonces la
solucion general de
y' = f(z,y)
forma una familia uniparamétrica de curvas, es decir la solucién general puede escribirse como
F(z,y,c) =0,
donde c hace el papel de constante.

Ejercicio.- Verificar que las soluciones generales de las ecuaciones diferenciales de primer orden de tipo
lineal, tipo Bernouilli, de tipo separable y de tipo homogéneo pueden expresarse como

F(z,y,c)=0.

Soluciones Aproximadas de una Ecuacién Diferencial

En general, es imposible expresar una solucién particular o la solucién general de una ecuacién diferencial
como composicién de funciones elementales.

Por otro lado, en la préactica solo se resuelven problemas diferenciales, y la solucién que acompana el
problema da informaciones cualitativas y en algunos casos cuantitativas.

Las ecuaciones diferenciales son parte de los modelos matematicos que describen un fenémeno, por lo
que la descripcién de cierta manera es parcial, sujeta a errores de aproximacién, debido a las simplificaciones
que se hace con el modelo. En consecuencia es inutil tratar de determinar una solucién de manera exacta y
es justificable por la misma razén tratar con aproximaciones de las soluciones.

Iteraciones de Piccard
Ya nos referimos a las iteraciones de Piccard en el bosquejo de demostracién del teorema 1.3.2. Este método
estd formulado para resolver problemas a valores iniciales y no encontrar la solucién general de una ecuacién
diferencial.

Consideremos el problema a valor inicial

y' = f(z.y),
y(xo) = o
donde f es una funcién continua que satisface una condiciéon de Lipschtiz. Las iteraciones de Piccard estan
dadas por:
®o(z) = Yo,

<pn+1(x):yo—|—/ f(s,0n(s))ds, k=0,1,....
zo

Cuando f satisface una condicién de Lipschitz, la sucesién de funciones ¢,,, tiende a una funcién limite p(x).
Por lo tanto, se tiene

Sy =+ | " (s, 0s)) ds,

se ve inmediatamente que p(xo) = yo y derivando se verifica que ¢ es solucién de la ecuacién diferencial.

Es obvio que utilizando el métod de Piccard, no se llegara a la solucién exacta, porque es humanamente
imposible determinar la totalidad de las funciones de la sucesion. Por consiguiente, nos contentamos con
determinar un nimero finito de estas funciones.

Por otro lado debemos remarcar que si estamos utilizando un método para aproximar la solucién del
problema planteado, es porque encontrar la solucién de éste es sumamente complicada, por no decir imposible.
Ahora bien, el calculo de las integrales puede ser también tan complicado como la resolucién de la ecuacién
por lo que este método tiene méas un caracter teérico que practico.
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Ejemplo

4.- Encontremos una aproximacién de la solucién del problema a valor inicial

cpl(x):l—l—/ lds=1+uz,
0
¥ 1
cpg(x):l—i—/(1+s)ds:1+x+§x2,
0

* 1 1 1
gpg(x):1—|—/(1—|—s—|——52)ds:1—|—:17+—:172+—333
. 2 2 T3l

1 1 1
@n(l'):1+I+§I2+§x3+--~+mxn.
Poligonos de Euler

La utilizacién del método de Piccard para resolver problemas a valor inicial en general solo tiene un interés
tedrico, por lo que para encontrar aproximaciones de las soluciones de los problemas a valor inicial se prefiere
otras alternativas.

Consideremos la ecuacién diferencial de primer orden

y = f(z,y),

donde f es continua. Si ¢(z) es una solucién de esta ecuacidn, se tiene

Por otro lado, se tiene

escrito de otra manera, se tiene

p(x+h) = p(x) + he'(x) + r(z, h),

donde (2. h)
. r(x,h)
RN
Si despreciamos r(z, h), la expresién
g9(h) = o(x) + he' (x)

representa la ecuacion paramétrica de la recta tangente al grafo de ¢ en el punto z.
Por otro lado, ¢'(x) = f(x, p(x)), por lo que la ecuacién paramétrica de la recta tangente se convierte
en

g(h) = o(x) + hf(z, p(x)).

Ahora bien, la recta tangente de una curva en punto dado es la recta que mejor aproxima el comportamiento
de la curva. Por consiguiente si h es bastante pequeio es razonable aproximar ¢(x + h) pro g(h).
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De esta manera, podemos definir un método de aproximacién para resolver el problema diferencial
siguiente
y' = f(z,y),
y(z0) = ¥o
y queremos determinar y(z¢). Para simplificar el problema suponemos que x > xo. Dividimos el intervalo
[0, ] en
To <T1 <T2 << Tp =2y,

planteamos hy = x; — x,_1 para k = 1,...,n. Definimos

Uk = Yh—1 + hf(xp—1,y6-1), k=1,...,n;

y tomamos como aproximacién de y(z,,) yn.
Ejemplo
5.- Consideremos el problema diferencial
v =y—y’+u,
y(0) = 0;
y determinemos y(1). Dividiendo el intervalo [0,1] de manera equidistante con h = 1/10, (n=10), se

obtiene el resultado que puede observarse en la figura 1.3, al igual que la solucién exacta. La solucién
obtenida por el método de Euler se la remarca por la forma poligonal de su grafo.

Figura I.3.- Ilustraciéon del método de Euler
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El método de Euler debe utilizarse para obtener aproximaciones de soluciones que nos den mas infor-
macién cualitativa que cuantitativa. Para obtener aproximaciones de mayor precisiéon, no es aconsejable
utilizar el método de Euler.

Isoclinas

El lado derecho de la ecuacion diferencial
Y = f(z,y)

induce un campo de pendientes sobre R?. Remarcamos que en el punto (z,y), f(z,y) es la pendiente de la
recta tangente a la o las soluciones que pasan por (z,y).
Una isoclina es una curva de igual pendiente; es decir es una curva de ecuacion

f(x,y) =m.

donde m es la pendiente.
La idea del método de las isoclinas consiste en trazar isoclinas para diferentes valores de pendientes y
luego dibujar las soluciones utilizando las pendientes de cada una de las isoclinas.

Ejemplo

6.- Determinemos algunas de las soluciones utilizando isoclinas de la ecuacién diferencial
Yy =y—y®+u
Las isoclinas estdan dadas por las ecuaciones
r=(y—1/2)*+m—1/4

En la figura 1.4 se tiene las isoclinas, con el respectiva pendiente que representan, en lineas segmentadas.
Los grafos de las soluciones son las lineas continuas.



20 I ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

Isoclinas

Figura I.4.- Tlustracién del método de las Isoclinas

I.4 Ecuaciones de Orden Superior

En las dos secciones precedentes vimos ecuaciones diferenciales y problemas diferenciales relacionados a
ecuaciones de primer orden. En esta seccion estudiaremos las ecuaciones de orden superior mas corrientes.

Reduccién del Orden

Consideremos la ecuacién diferencial de orden n, en forma explicita,

y(n) = f('r’ y’ y/’ R y(nil))7

con f continua.

Partimos del supuesto que mientras el orden de la ecuacion diferencial es mayor, la resolucién es mas
dificil. Por consiguiente, si se puede convertir la ecuacién a resolver en una de orden mds pequeno, la
resolucién se habrd “simplificado”.
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1.-

La reduccién de orden es posible en los siguientes dos casos:

La ecuacién diferencial de orden n es de la forma
Y™ = fay Yy Y, (14.1)
es decir, en la ecuacién no interviene la variable y de manera explicita. Planteando
z(z) =y (),
la ecuacién (1.4.1), se convierte en la ecuacién
2D = f(z, 2,7, ..., 207) (1.4.2)

que es una ecuacioén de orden n — 1.

La ecuacién diferencial de orden n es de la forma
v = flyys ey ) (1.4.3)
es decir, en la ecuacién diferencial no interviene explicitamente la variable z. Planteamos
y' = u(y).

A diferencia del primer caso, en el segundo 3’ se expresa en funcién de y. El siguiente paso es expresar
las otras derivadas de y, en funcién de y, para lo que derivamos utilizando la regla de la cadena.

_dudy  du

"o (I ou —ur
y' =) =y Yy

Pasamos a la siguiente derivada.

d  du du du d?u du
"no__(onN- —_ )3

Observamos que tanto y”, 3" han bajado de un orden cuando se expresa en funcién de y. Continuando
con el mismo procedimiento se llega a obtener la ecuacion

W =gy, u, .. u,

donde las derivadas de u son respecto a y.



22 I ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

Ejemplos

1.- Resolvamos la ecuacién

y" = cos .

Mediante la substitucién z = g/, se obtiene la ecuacién diferencial de primer orden
!/
Zz' =cos,

cuya solucién general es
z=sinx + C.

Por consiguiente y satisface la ecuacion diferencial
y =sinz + C,

de donde
y(x) = —cosz + Cx + D.

2.- Resolvamos la ecuacién diferencial de segundo orden

y'+y=0,
en esta ecuacién x no interviene explicitamente, por lo que planteando 3y’ = u(y), da la ecuacién
diferencial de primer orden

wu+y =0,

que es una ecuacién de tipo separable, la soluciéon de esta ecuacién es
u?+y?=C.

Suponiendo y > 0y C > 0, se tiene

ecuacién de tipo separable, cuya solucién es
arcsin(y/C) =z + D,
es decir
y = Csin(z + D),
que se convierte en

y(x) = Cycosx + Cysinx.

Ecuaciones Diferenciales Lineales de Orden Superior

Una ecuacién diferencial lineal de orden n es una ecuacién que puede escribirse de la forma
Y™ an 1 (2)y™ Y 4 ar(2)y 4 ao(x)y = b(x) (L),

con ay,...,a,—1 y b funciones continuas sobre un intervalo.

Ecuaciones Lineales Homogeneas

Se dira que la ecuacién (L) de orden n, es homogénea si b(z) es identicamente nula, es decir si la ecuacién
puede expresarse como
v+ an 1 (2)y™ Y 4+ g (2)y 4 ao(x)y = 0. (LH)

El estudio de las ecuaciones lineales homogéneas de orden n sigue el mismo camino que el seguido para las
ecuaciones lineales de primer orden.
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Proposiciéon I.4.1.- La solucion general de una ecuacion lineal homogénea de orden n, es un subespacio
vectorial de dimensién n.

Demostracién.-Al igual que en caso de primer orden, puede verificarse que la solucién general de (LH) es

un subespacio vectorial. Probar que la dimensién es n, escapa de los objetivos del presente curso.
O

Al ser la solucién general de (LH) un espacio vectorial real de dimensién n, para determinar cualquier
solucién de (LH) es suficiente conocer n soluciones linealmente independientes.

Definicién I.4.2.- Se llama sistema fundamental (SF) de la ecuacién diferencial lineal homogénea de
orden n

v ™ +a, 1 (2)y™ Y+ (2)y + ao(x)y =0 (LH)
a un conjunto {®1, Y, ..., ¢y} de soluciones de (LH) que sean linealmente independientes.

Proposicién 1.4.3.- El problema a valor inicial

Y+ a1 @)y Y 4 an(z)y + ag(a)y =0,
y(xo) = Yo,
y’(:ro) =Y,

y "D (@) = yna

con xq en el intervalo de definicion de las a;, tiene solucion tnica.

Demostracién.- Sea ¢1,. .., @, un sistema fundamental de la ecuacién diferencial (LH). Por consiguiente,
cualquier solucién de (LH) se escribe de manera nica como

y(x) = c1p1(x) + capa(@) + -+ 4 cnpn(2). (1.4.4)

Por consiguiente los ¢; satisfacen el sistema de ecuaciones

caei(zo)  +  cepa(xo)  + -+ cnn (o) = Y
cavi(zo)  +  caps(zo) A+ oo+ cnhn (o) =
" V(@) + el Vo) + o + cncled V(@o) = Yoo

que escrito de manera matricial

¢1(xo) p2(z0) en (o) c1 Yo
¢ (o) ¥ (o) ¢ (o) | [w|
A" Vo) ¢ Vo) o o V@) Ned o Ay
W(IQ) C Yo
es decir
Ahora bien W (zg) es inversible, sino {¢1,...,¢,} no serfa un sistema fundamental de la ecuacién. Por lo
tanto

C= (W(xo))_lyb

da la existencia y la unicidad.
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Definicién I.4.4.- Se llama a

ot —1 )
I S BRI A ©)
la matriz wronskiana del sistema {¢1,...,p,} vy det W(x) el wronskiano del sistema {¢1,...,¢n}.

Corolario 1.4.5.- Sea {¢1,...,n} n soluciones de la ecuacién (LH) de orden n

Y+ an-a @)y Y 4 an(2)y’ + ao(a)y = 0;

entonces {¢1, ..., pn} es un sistema fundamental de (LH), si y solamente si W (x) es inversible para todo «,
si y solamente si det W (x) # 0 para todo x.

Demostracién.- Consecuencia directa del Algebra Lineal. 0.
Ejemplo

3.- Consideremos la ecuacion diferencial lineal homogenea de segundo orden
y'+y=0,

por ejemplo 2, se tiene que cosx y sinx son soluciones de la ecuacion en cuestion. El wronskiano esta
dado por
cosr sinx
det W(x) = det ( ) =1,

SINT COST

de donde cosx y sinx es un sistema fundamental, por lo que la solucién general estd dada por

y(z) = cpcosx + cosinx.

Determinacion de Sistemas Fundamentales

Habiendo visto que para determinar la soluciéon general de una ecuacién diferencial lineal homogénea es
suficiente conocer un sistema fundamental de soluciones, de la misma manera sabiendo reconocer si un
conjunto de soluciones particulares de una ecuacién (LH) es un sistema fundamental, el siguiente paso es
conocer los métodos que permitan encontrar tales sistemas.

Lastimosamente no existe un método general para poder determinar sistemas fundamentales de una
ecuacion lineal homogénea. Sin embargo podemos resaltar las siguientes situaciones en las que se puede
determinar un sistema fundamental:

1.- Si la ecuacién es de segundo orden y se conoce una solucién no nula.

Sea

y" +p()y +q(z)y =0,

y ¢(x) una solucién no nula. Suponemos que la otra solucién del sistema fundamental a determinar es
de la forma

y(a) = c(z)p (@),
donde ¢(z) es una funcién no constante, caso contrario tendriamos dos soluciones linealmente dependi-
entes. Derivando, se obtiene
y' () = (x)p(z) + c(z)¢'(2),
y'(x) = " (@)p(x) + 2¢ (2)¢' (z) + c(z)¢" (2);
remplazando en la ecuacién diferencial, se tiene

p(@)c" () + (2¢'(x) + p(2)p(2))d () + c(2)(¢” (z) + p(2)¢'(x) + ¢(x)p(x)) =0,
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de donde ¢/(z) es solucién de la ecuacién de primer orden lineal homogénea, que ya sabemos resolver,

/ 2¢'(z) + p(x)p(x)
2'(x) + ) z(x)

por consiguiente
d(z) =A@,

2¢'(z) + p(z)p(x)

donde A(z) es una primitiva de — , por lo tanto

c(x) :/ e ds.

Ejemplo
4.- Consideremos la ecuacién de segundo orden

w?y" —xy' -3y =0,

se verifica que y(z) = 2 es una solucién particular no nula de la ecuacién diferencial de segundo

orden en cuestion. Determinemos otra solucién linealmente independiente. Planteamos

derivando y remplazando en lae cuacién diferencial, se obtiene
25" + (62 — 1) (z) = 0,

es decir ¢/(x) es solucién de la ecuacion diferencial

por lo que ¢/(z) = 1/2°, de donde

La solucién de la ecuacién diferencial, estd dada por

c
y(z) = c1a® + =.
x

2.- La ecuacién diferencial lineal es a coeficientes constantes.
Es decir, la ecuacién (LH), tiene la forma

y(n) + anfly(n_l) + 4 aly/ —+ apy = 0.

Para poder encontrar un sistema fundamental para este tipo de ecuaciones, hagamos un pequeno repaso
de variable compleja.

Un poco de Variable Compleja
Recordemos que C el plano complejo es R? provisto de una adicién y una multiplicacién que hacen de
C un cuerpo conmutativo. Un elemento z € C puede escribirse de la manera siguiente

z=x+1iy con z,y € R.

Una funcién f: I C R — C admite la representacién siguiente

f(z) = u(z) + iv(z),
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donde u,v : I — R.
Ahora bien, si u y v son derivables, f es derivable y

fl@) =/ (z) + ' ().

Proposicién 1.4.6.- Sean f,g: I C R — C, a € C, entonces, se tiene:

i) (f+9)(2) = f'(z) +4'(z). (1.4.6)
i) (af) (z) = af'(x). (1.4.7)
iii) (f(x)g(x)) = f'(x)g(z) + f(x)g'(x). (1.4.8)

Demostracion.- Ejercicio.
Remarca.-Las reglas de calculo para derivadas son las mismas que para las funciones reales.
Definicién 1.4.7.- Sea a = a+ i € C, z € R, se define

e = e**(cos Bz + isin Bz). (1.4.9)
Proposicion 1.4.8.- Se tiene:
i) Dados a,b € C, se verifica
elath)z — gazoba, (1.4.10)
ii) Para a € C, se verifica
(€)' = ae*. (L4.11)

Demostracion.- El punto i) ejercicio. Demostremos el punto ii). Se tiene

(€**) = e**(cos Bx + isin Bz)’
= ae*(cos Sz + isin fz) + e (—Fsin Bz + i cos fx)
= ae®¥(cos Bz + isin fz) + ife*” (cos fx + i sin Bx)
= (o +i3)e*(cos fx + isin fx) = ae®.
]

Reconsideremos nuevamente la ecuacién diferencial lineal homogénea de orden n a coeficientes constantes
(n) (n—1) ! -
Yy an—1y +- -+ a1y +apy =0.

y planteamos

L(y) = y(n) + anfly(n_l) + e _|_ aly/ _|_ aoy. (LH)
Remarcamos que L es una aplicacién lineal y resolver la ecuaciéon (LH), es encontrar y(z) tal que
L(y) = 0.
Ahora bien, en lugar de considerar solamente soluciones reales, podemos prolongar nuestras soluciones

a soluciones y : R — C.
Utilizando las reglas de cédlculo para derivadas, se tiene para r € C

L(erm) _ (erm)(n) + anil(em:)(nfl) N +a1(erz)/ +a06rx
— pne’® 4 anilrnflerz et alrerz + aoerx
=" (" 4 a1 o arr +ag)

=e"(r).

Definicién 1.4.9.- El polinomio I(r) = 7" +a, 17" "1 +---+a;r +ag es el polinomio caracteristico
(PC) de la ecuacién diferencial lineal homogénea a coeficientes constantes de orden n

y(n) + an_ly(”*l) NI a1y' + agy = 0. (LHC)
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Acabamos de demostrar el:
Teorema 1.4.10.- y(z) = €"* es solucién de la ecuacion (LHC) si y solamente si r es una raiz de [(X).
Remarca.-La ecuacién (LHC) admite al menos una solucién de la forma y(z) = e"* debido al Teorema
Fundamental del Algebra que asegura de al menos una raiz r € C del polinomio caracteristico de (LHC).
El siguiente paso es estudiar las soluciones de la forma e™®, teniendo en cuenta que nuestro objetivo es
determinar un sistema fundamental de soluciones “reales” de (LHC). Sea r € R, se tiene dos casos:
1) r € R. En este caso " es una funcién real, por lo que y(z) = €"® es una solucién “real” de (LHC).
2) r=a+if con #0. Como el (PC) es a coeficientes reales ¥ = o — i3 es también raiz del (PC),
por lo que obtenemos las siguientes soluciones “complejas”

o(x) = e*(cos fx + isin fx)
() = e*(

cos Bx — isin Bx).
Como la solucion general es un subespacio vectorial, se tiene que

(x) = 3 (p(x) + () = 7 cos
-(pla) — ¥(@) = " sin

y2(7) = %

son soluciones de (LHC), pero y1(x) y y2(z) son soluciones “reales” de (LHC).

Ejercicio.- Mostrar que y;(z) y y2(x) son linealmente independientes. (Utilizar el wronskiano).

En resumen, para cada raiz r € R obtenemos un par de soluciones linealmente independientes.
Con lo desarrollado més arriba estamos en la posibilidad de enunciar nuestro primer resultado.

Teorema 1.4.11.- Si el polinomio caracteristico de la ecuacién diferencial (LHC) de orden n, tiene sus
n raices diferentes, entonces se tiene un sistema fundamental para (LHC). Ademds si r € R es raiz del
(PC), €™ hace parte del sistema fundamental; si ¥ = a + i3 con 3 # 0 e** cos Sz y e** sin Sz hacen
parte del sistema fundamental.

Demostracién.- Efectivamente cada raiz aporta con una o dos soluciones para conformar el sistema
fundamental, si la raiz es real se tiene una solucidn; si la raiz no es real, ésta y su conjugada aportan con
dos soluciones. En resumen se tiene n soluciones no nulas. Utilizando el wronskiano se puede verificar

que son linealmente independientes.
O

Ejemplo
5.- Consideremos la ecuacion diferencial de orden 4.
y@ —y=0.
El polinomio caracteristico esta dado por
IN=X=-1=N+1)A+1)(A\-1).
Se deduce a partir de la factorizaciéon que las raices son:
1, =1, i, —1;
todas diferentes, por lo que el sistema fundamental estard dado por

T e ", cosx, sinzx.

e
La solucién general de esta ecuacion es

y(x) = c1e” + coe™ ¥ 4 c3cos T + ¢y sin z.
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Polinomio caracteristico con raices miiltiples

El teorema precedente no es aplicable cuando el polinomio caracteristico de la ecuacién (LHC) tiene
raices multiples o multiplicidad mayor a 1, ya que faltan soluciones para completar un sistema funda-
mental.

Introduciendo los operadores o aplicaciones lineales

D(y) =y
I(y) =y
y utilizando la convencién D*(y) = D(D*~(y)) = y*), el operador L dado més arriba, se puede escribir

como

L=D"+4a, D" '+ -+ a;D+apl.

Como [()) el polinomio caracteristico de la ecuacién (LHC), puede factorizarse en C, sin importar el
orden de los factores como

l()\) = ()\ — rl)m ()\ — 7‘2)”2 .. ()\ _ Tm)nk,

donde 71,...,7y, son las raices diferentes de [(\) y los n; son las multiplicidades de cada una de las
raices 7j. Observamos que n; > 1y ny +ng + -+ ny, = n el orden de la ecuacién (LHC).
La factorizacién de [, permite factorizar por lo tanto L de la manera siguiente

L= (D—T1I)n1(D—r2])n2 "'(D—Tm)n’”,

Proposicién 1.4.12.- Si p(x) es solucién de (D—r;I)", donde r; es una raiz del polinomio caracteristico
de (LHC) y n; es la multiplicidad de la raiz, entonces ¢ también es solucién de (LHC).
Demostracién.- Como el orden de los factores no importa, L puede escribirse como

L= ([ =ry")(D—=r;0),

i#j
de donde
L(p(z)) = (] [(D = )" )((D = 7;1)" (p(x)))
i#]
= ([ =rin™)(0)
i#]
=0

O

Ahora veamos las soluciones con las que aporta (D — r;I)™ al sistema fundamental.
Proposicién 1.4.13.- Son soluciones linealmente independientes de (D — r;I)™ (y) = 0 las funciones

e, xe™, ... xM e,

Demostracién.- Por inducccién sobre n;. Para n; =1, e™% es solucién de la ecuacién, la verificacién
es trivial. Suponemos cierto para n; — 1 con n; > 1. Por hipétesis de induccién, son soluciones
e, ...,z 2e"iT porque
n; __ . .\ —1
(D—r;I)" = (D —r;I)(D—r;I)" .

Solo debemos verificar que z™ ~!e™i® es solucién, en efecto

(D —ryI)" (a1 1e"5®) = (D — )”771(D—7‘j)($”j716w)
(D—r] )" *1(D—Tj)((nj —1)z™ —Zeriw +ra" i—leri® —ra" imleri®)
= (D =g (= )
=0
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Remarca.- Si r; es una raiz no real de multiplicidad n;, entonces 7; es una raiz de multiplicidad n; y
contribuyen ambas raices con 2n; soluciones al (SF), las cuales son

’ﬂj—l

e*® cos Bx, re*cosfx,..., T e** cos Bx

’I’Lj*l

e*® ¢in fx, xe*sinfx, ..., x e ¢in Bx

Finalmente enunciamos:
Teorema 1.4.14.- Sean ry,...,r, las raices diferentes de una ecuacién (LHC) de orden n y la factor-
izacion del (PC) esta dada por

IN=A=r)"A=12)" - (A =1p)™;

entonces las contribuciones de soluciones para el sistema fundamental de (LHC) estd dada de la manera
siguiente, si r; € R, r; contribuye con

e, we™, ... i lem,

sir; =oa+1i8 con B8 #0, r; y T; contribuyen con

njfl

e*® cos Bz, xe*cosfBx,..., x e** cos Bx

n;—1

e sin Bz, re**sinfx,..., v e*" sin Bx.

Demostracion.- Un pequeno ejercicio de conteo mostrard que hay exactamente n soluciones. El wron-
skiano verificara la independencia lineal.
|
Ejemplo
6.- Consideremos la ecuacion diferencial (LHC)

Y@ — 2y 43y — 4y 4 3y" — 2y +y =0,
el polinomio caracteristico de la ecuacién esta dado por
IA) =A% =205 430 —4X3 £ 302 20+ 1= (A —1)’)(\? +1)2

Deducimos que 1, i y —i son raices del polinomio caracteristico, las tres de multiplicidad 2, por lo
que el sistema fundamental buscado esta dado por las soluciones:

e’, xe®, cosw, sinx, rcosx, rsinz.

La solucién general, serd por consiguiente

y(x) = c1e” + coxe” + cgcosx + ¢y sinx + c5x cosx + cgrsin .

3.- Si laa ecuacion lineal homogénea es de la forma
xwyn + anilxn—lyn—l Lt alfL'y/ + agy = O7

la substitucién z = e, convierte esta ecuaciéon en una (LHC). Ver ejercicios.

4.- Utilizacién de Series Enteras.- Recomendable para determinar la solucién que satisfage un problema
a valor inicial. Recordemos los conceptos necesarios para desarrollar este procedimiento.
Definicién 1.4.15.- Sea f : I C R una funcién indefinidamente derivable, se dice que f es andlitica en

el punto zg, si
o0

f@) = cale —20)", o — ol < p.

n=0
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con 0 < p < 4o0.
Damos algunas de las propiedades, sin demostracién de las funciones analiticas.
Proposicién 1.4.16.- Supongamos que f, g son analiticas en el punto x(, entonces

i) (af +Bg) (@) =Y (acy + Bdn)( — w)",
n=0
11) f/(x) = Z ﬂC,L(I - IO)n717
n=1
iii) F™(z0) = nley,
iv) f(x)g(z) = Z (Z den—k> ( — 20)",
n=0 \k=0
donde - -
f@)=> en(x—x0)", g(x) = dnlx—z)"
n=0 n=0

Consideremos la ecuacién lineal homogénea de orden n
v+ ap @)y 4+ an(2)y + ao(w) = 0. (LH)

Zo es un punto ordinario, si cada una de las funciones ay(z) es andlitica en © = xg, caso contrario se
dird que xg es un punto singular. Enunciamos sin demostracién el:

Teorema 1.4.17.- Si xy es un punto ordinario de la ecuacién (LH), entonces cualquier solucién es
analitica en x = xg.

La determinacién de un sistema fundamental para la ecuacién (LH), se la hace eligiendo un punto xg
que sea ordinario y se considera los n problemas a valor inicial

y(”) 4+ an,1(l‘)y(n_1) + -+ a (:L')y/ + ao(x) = 07
y(k)(aco) =0k, k=1,....,n—1; (j=1,...,n)

donde 0;; =0si k # jy dr; = 1si j = k. Luego se resuelve cada uno de los problemas planteando

o0

yl@) =) eule —zo)",

n=0
desarrollando en series de potencias cada una de las a;(z) y utilizando las reglas de célculo dadas en la
proposicién (1.4.16).
Ejemplo
7.- Determinemos la solucién general de
y" +zy=0.

Observamos que la ecuacién es (LH) y los coeficientes de las derivadas de y son anéliticas, (a;(z) = 0,
ap(z) = x), para cualquier punto de la recta real. Elegimos por comodidad z¢ = 0 ya que x ya estd
desarrollada en serie de potencias. Planteando

o0
y(l‘) = Z cnxn)
n=0

se tiene Y, = y(™(0)/n! y en particular y”(0) = 0y(0) da cy = 20.
Por otro lado para n > 3, se tiene

n—2

y' (@) = (—ay(@) "D = =37 (" F) Py (@) = 2y D (@) = (n - 2y (@),
k=0
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de donde 5 31
Cp = _Mcn_& (1.4.12)
n!
Se observa inmediatamente que c3g42 = 0.
Planteando ¢y = yo y ¢1 = y1, donde yo y y1 son los valores iniciales y utilizando la férmula (1.4.12),

se obtiene los valores de los restantes coeficientes.

Puntos Singulares Regulares
Definicién 1.4.18.- Se dice que el punto z singular de la ecuacién (LH) de orden n es un punto
singular regular si las funciones

n_p(z—z0)*, k=1,...,n

son funciones anadliticas.

Lo ideal es trabajar en puntos ordinariso, sin embargo la descripcién de algunos fenémenos pasa por la
solucién de problemas diferenciales a valor inicial, en el que x es un punto singular regular.

Para resolver utilizando series enteras, se plantea

y(x) = (xr — o) chl‘—wo z:cnﬂc—aso"M

donde v € R, (se debera determinar su valor) y se desarrolla en serie de potencias las funciones
an—x(7)(z — 20)* para obtener una ecuacién para v y relaciones recursivas para los c.

Ejemplo
8.- Resolvamos la ecuacion diferencial

2y// +xy/ _m2y =0.

Para que el problema tenga sentido, cualquier problema a valor inicial en z = 0, debe satisfacer la
condicion que yg = 0, dejando libre y;. Rescribiendo la ecuacién en la forma requerida, se tiene

Se observa inmediatamente que 1 y m? constantes son anéliticas.

Planteando -
y(z) = Z CninJr’Yv
n=0
se obtiene
o0
y(@) = 30+ y)ena™ 1Y,
n=0
oo
y'(2) = S (n+ ) (n+ 7 — Dea™ 772,
n=0

Remplazando en la ecuacion diferencial, se tiene

S (4 Nty 1)+ (n+7) —m?) e,a™ 2 =0,
n=0

o0

Z (n+7)?—=m?) c,a™™ 2 =0

n=0

de donde obtenemos las ecuaciones
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De estas ecuaciones deducimos que ¢, = 0 para todo n excepto para solamente uno de los ¢,. Si
suponemos ¢y # 0, se tiene
A2 _m? =0,

por lo que v =m o v = —m. De aqui obtenemos dos solucioens diferentes:

5.- Realizando una substitucién conveniente para x. Ver ejercicios.

Solucién de Ecuaciones Lineales (no Homogeneas)

Consideremos la ecuacién diferencial lineal de orden n
Y™ 4 a1 (@)Y g (2)y + ao(z)y = b(x). (L)

donde las a;(z) y b(z) son funciones continuas definidas sobre un intervalo. Suponemos que b no es identi-
camente nula, el caso cuando b es la funcién nula ya ha sido estudiado. A la ecuacién (L) le asociamos la
ecuacion

Y™ +a,q(2)y™ Y+ ag(2)y + ag(z)y = 0. (LH)

Proposicién 1.4.19.- Sea 1) una solucién particular de (L) y ¢ cualquier solucién de (LH), entonces

o+

también es solucién de (L).

Demostracion.- Similar al caso de primer orden.

Proposicién 1.4.20.- Sea ) una solucién particular de (L), entonces cualquier solucién de (L) es de la forma

v+,

donde ¢ es solucién de (LH).
Demostracion.- Similar al caso de primer orden.

Por lo tanto, para conocer la solucién general de (L), es suficiente conocer una solucién particular de (L)
y la solucién general de (LH), algo que ya sabemos saber en un gran nimero de situaciones. Este resultado
lo expresamos, mediante la regla memotécnica

Solucién general de (L) ‘ = ’ Solucién general de (LH)‘ +‘ Una solucién particular de (L) ’

Proposicion 1.4.21.- EIl problema a valor inicial

v+ ana(@)y" Y 4+ aa(@)y’ + ao(2)y = b(x)
y(z0) = Yo,
y'(x0) = 1,

n—1 _
y" D (20) = Yo
tiene solucion unica.
Demostracion.-Ejercicio.

Determinacién de una solucién particular de (L)

Podemos determinar una solucién particular mediante:
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i) Al tanteo Es posible adivinar una solucién en algunos casos, por ejemplo cuando b(x) es un polinomio,
se puede intentar la solucién particular con otro polinomio; si b(z) es sin o cos se puede intentar con
una expresién que contenga sin y cos; si b(x) es una funcién exponencial, la solucién particular deberia
ser otra funcién exponencial. En todo caso el procedimiento es el mismo que en el caso de primer orden.

ii) Variacién de Constantes. Sea {¢1,p2,...,p,} un sistema fundamental de soluciones de (LH). Al
igual que en el caso de primer orden se supone que la solucién particular es de la forma

z) = ch(w)% x
k=1

Derivando 1, se obtiene

k=1 k=1
suponiendo
n
> en(@)gp(x) =0,
k=1
se tiene

k=1
Derivemos v’ y obtenemos
n n
V(@) = cu(@)h(@) + D en(@)¢ll(x)
k=1 k=1
suponiendo
n
Y dul@)gi(a) =0,
k=1
se tiene

Repetimos el proceso de derivacién hasta determinar /"~ suponiendo por lo tanto

n

Zc;g(ac)np,(cj)(a:) =0, j=0,1,...,n—2.

k=1
y obteniendo por consiguiente

n

(@) =Y en@)e (@), j=01,...,n-1
k=1

Finalmente introducimos los valores de () en la respectiva ecuacién diferencial, obteniendo

n—

S @)l V(@) + D erl@)py” (2) + Z (ch o >=b<x>.

k=1 k=1 3=0
Reagrupando los terminos, se obtiene

n n—1

Z () tp,(cn D +ch —&-Zaj (j) = b(x)

k=1

=0 solucién de (LH)
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Resumiendo hemos obtenido n ecuaciones lineales para ¢}, ch, ..., ¢},
Adl@ei()  +  d@eAz)  + -+ g@)en(z) = 0
Al@ei(z) +  G@ey(r)  + +  q@)en) = 0
@ @)+ Gy @)+ d@en @) = o)
que escrito de manera matricial
e1(w) P2 () ©n () ¢t () 0
¢ () Py () o () o) | | 0 |
(n—1) (n—1) (n—1) / bl
o1 (z) ¢y (z) en (x)/ \cp(2) (z)
W (z) C'(x) B(z)
es decir
W(z)C'(z) = B(x).
Ahora bien, como {1, 2, ..., p,} es un sistema fundamental de (LH), W (x) es inversible, por lo que

C'(z) = (W(x)) ™" B(x),

obtenemos las funciones ¢ (z) integrando las respectivas ¢} ().
Ejemplo

9.- Hallemos la solucién general de

y//+y: i )
ST

La ecuacién (LH) asociada, admite como sistema fundamental {cosz,sinz}. La aplicacién de
variacién de constantes conduce a considerar el sistema de ecuaciones

cosz sinz Alz) _ 0
—sinz  cosz ch(z) ) \ 1/oversinz ) °

Resolviendo el sistema, por ejemplo por determinantes obtenemos:

cos
=1 / =
¢y () o ey(w) snz’
de donde
c1(x) = -z, co(z) =In(sinz).

La solucién general estda dada por consiguiente

y(x) = c1cos + casinz — zcosz + In(sinz) sin .

1.5 Ejercicios

1.- Encontrar una solucién particular, luego la solucién general, de cada una de las ecuaciones diferenciales
siguientes:
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2.-

9.-

10.-

11.-

Resolver la ecuacién diferencial de Bernouilli
(1—2%)y —zy = axy®

donde a es un parametro real.

Encontrar la solucién general de cada una de las ecuaciones diferenciales siguientes:

a) y/ = (l’ + y)za
b) (1+a?)y +ay —zy® =0,
c) y +y+ (e” +sinx)y® = 0.

Dar la soluciéon general de la ecuacién

y @ — 2y 42y 9y 4y = 0.

Encontrar la solucién general de
y/// —y = 2:E3 + 7.

Resolver
(1—2?)y" —ay +n’y=0
sobre el intervalo [—1, 1] haciendo la substitucién = = cost.

Se considera la ecuacién diferencial
3,1 2.1 / _
Yy 4+ 227y —xy +y=0.

a) Mostrar que la substitucién
t=Inz

la transforma en una ecuacién a coeficientes constantes.
b) Resolver de esta manera la ecuacién propuesta.

35

a) Mostrar que si G(x) es una funcién integrable sobre [a, b], entonces Vo, § € R existe una tnica solucién

fdey” =G(z) tal que f(a) =ay f(b) =0.

27
b) Supongamos que (b — a) = —n, n un entero; entonces existe una infinidad de soluciones f de la
w

ecuacién y” = —w?y tales que f(a) = f(b) = 3.

c) Va, 3, existe una tinica solucién f de y” = A%y tal que f(a) = ay f(b) = 3.

Resolver la ecuacién diferencial )

sin x

Yty =

Resolver el problema a valor inicial

sy =1
y(5) =2,

Resolver la ecuaciéon diferencial
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12.-

13.-

14.-

15.-

16.-

17.-

18.-
19.-
20.-

I ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

buscando una solucién de la forma
o0
g(x) = E anz™.
n=0

(Cual es la solucién mas general de esta forma?
i Cual es la solucién de esta forma con g(0) =0y ¢'(0) = 1?

Comprobar que cada una de las siguientes ecuaciones es homogénea y resolverla:

(a) 2y = 3(z* +y?) arctan Y4y, (b) 2%y —3xy — 24> =0
x
(c) xsin%y' :ysin% +z, (d) xy =22 +y?

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales

Y =(z+y)?* Y =sin’(a+y-1)

Resolver las siguientes ecuaciones

2) ,_x+y+4
yiix—y—ﬁ ;
z+y—1
b e B
) 4 x+ 4y +2’
c) ,_x+y+4
Y r+y—=6

Haciendo el cambio de variable z = y/z™ y escogiendo un valor adecuado de n, mostrar que las ecuaciones

diferenciales siguientes pueden transformarse en ecuaciones separadas y resolverlas:

a) I — 1- xy2.
222y
b) r_ 2+ 3a:y2_
4z2y
2
;Y —xy
C ==
) 4 x + x2y
Resolver la ecuacién diferencial
, 2y 2t y

Yy =—+—tatan .
T Y T

Determinar la solucién general de cada una de las siguientes ecuaciones diferenciales:

a) zy' +y = z'y?;
b) 2y +y° = zcosa;

Una solucién de y’ sin 22 = 2y + 2 cos z permanece acotada cuando z — 7/2. Hallarla.
Resolver la ecuacién diferencial zy’ = 222y + yIny, utilizando la substitucién z = Iny.
Resolver las siguientes ecuaciones:

(a) vy +@)?=0 (b) @y =y +(y)*%
(C) y// _ kyQ — O, (d) .132?// — 21‘]]/ + (y/)Q.
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21.-

22.-

23.-

24.-

25.-

Hallar la solucién particular especificada para cada caso:

a) (2? +2¢)y" + 22y =0, y(0)=1, y'(0)=0;
1

b) v =y + ()2 y(0) = —5 ¥(0) =1

c) y' =y'e, y(0)=0, y'(0)=2.

Una extension natural a las ecuaciones de tipo lineal y tipo Bernouilli es la ecuacién de Riccati
y' = a(z) + b(x)y +r(z)y*.

En general esta ecuacién no se puede resolver por métodos elementales. No obstante si se conoce una
solucién particular y; (z), la solucién general tiene la forma

y(e) = z(2) + y1(2),
donde z(z) es la solucién general de la ecuacién de Bernouilli
7 = (q(@) + 2r(2)y1 ()2 = r(z)2*.
Demostrar esto y calcular la solucién general de la ecuacion

y
T

y/: —|—I3y2—$5,

que tiene como solucién particular evidente y;(x) = x.
b) Mostrar que la solucién general tiene la forma de una familia uniparamétrica de curvas

_ cf(@) +9()
cF(z)+ G(z)’

Aprovechando que y = z es solucién de cada una de las ecuaciones que se indican a continuacién, hallar
su solucién general.

T

" / — 0
a) Y-y oy =0
b) 22y’ 4+ 22y — 2y =0
c) 22y’ — x(x+2)y + (z +2)y = 0.

Comprobar que y(x) = e” es solucién de
2y — e +1)y +(x+1)y=0

y hallar la solucién general.

Hallar la solucién general de las siguientes ecuaciones diferenciales lineales homogéneas a coeficientes
constantes

y" =3y + 2/ =0;

y"'—y=0

Yy +y=0

y @ +y" =3y =5y —2y = 0;

y® — 6y — 8y +48y" + 16y’ — 96y = 0.

el s
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26.-

27.-

28.-

29.-

I ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

Determinar la solucién general de cada una de las siguientes ecuaciones diferenciales lineales:

(a) y" 44y = tan 2z; (b) 4’ +y=secxtanz;
() (@ =1y —2ay +2y=(a>=1)" (d) 2’y— 2wy 42y =we™™;
() ¥ =3y +2y=(1+e ")} (f) 3@ —y=2z'0.

La ecuacion de Chebichef es
(1—2*)y" —xy +n’y =0,

con n entero. Verificar que utilizando desarrollos en series de potencia, se puede encontrar una solucién
polinomial.

Resolver la ecuacion utilizando series alrededor de z = 0,

4oy — 8z*y + (42® + 1)y = 0.

Determine aproximadamente las soluciones, utilizando poligonos de Euler e Isoclinas de

a) y =siny +x
c) y =—y+a’

o
Nawz

y = tany.



Capitulo II

Sistemas Diferenciales y Aplicaciones

II.1 Conceptos Basicos

Suponemos que el estudiante estd familiarizado con los espacios vectoriales R™ y los fundamentos elementos
del célculo de funciones de varias variables.

Definicién I1.1.1.- Un sistema diferencial de talla n y orden m es una expresiéon de la forma

F(t,z,z,... ,x(m)) =0,

donde
F:RxR"xR"x--- xR" - R".
m~+1 veces
continua, z¥) e R k=0,1,...,m
Ejemplo

1.- El movimiento balistico se rige por el sistema de ecuaciones diferenciales de orden 2.
y=y

donde x denota la componente horizontal y y la componente vertical. La variable independiente “t” no
aparece de manera explicita.
Remarcas

1.- Como la imagen de la funcion F es R™, el sistema se lo expresa como

Fi(t,z,i,...,o™) =
Fy(t,z, &, . .. ,x(m)) =

?

)

Fo(t,x i,...,z™) =0,

donde cada F; : R x Rm+1)n _ R eg continua.

2.- Para evitarse andlisis complicados en la resolucién de dichas ecuaciones, se prefiere trabajar con sistemas
explicitados, es decir, sistemas de la forma

(M = F(t,z, ..., m(m_l)).

Ms4s todavia con sistemas de orden 1.
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Proposiciéon I1.1.2.- Todo sistema de ecuaciones diferenciales de orden m > 1, es equivalente a un sistema
de primer orden.

Demostracion.-Sea
(M == (t,z, &, ... ,x(mfl)),

con x € R™ un sistema de orden m y talla n. Introduciendo las variables

Y1 =
Yo =T

Ym = x(m—l)

se obtiene el sistema equivalente

U1 = Y2,
y2 = Ys,
Ym—1 = Ym,
ym = F(t7y1ay27 LR 7ym)7
y denotando y = (y1,...,Ym) € R™ se tiene lo que se quiere.

O

Convencion.-En lo que sigue el capitulo, solo se considerara sistemas de primer orden, a menos que se diga
lo contrario.

Definicién II.1.3.- Se dira que una funcién ¢ : I C R — R” continuamente derivable es una solucién del
sistema de primer orden, de talla n,

&= f(t,z),
si p(t) = f(t,@(t)), Vt € I.
Sistemas Auténomos

Definicién I1.1.4.- Se dira que un sistema diferencial de talla n es auténomo si se puede escribir de la
forma

i = f(2); (SDA)
es decir, la variable independiente ¢ no aparece explicitamente en el sistema diferencial.

Proposiciéon I1.1.5.- Todo sistema diferencial de primer orden, es equivalente a un sistema diferencial
auténomo.

Demostracion.- Sea
&= F(t, x),

un sistema diferencial no auténomo, planteando
Tpy1 =1,
obtenemos esl sistema diferencial auténomo
&= f(Tny1,7)
in-i—l =1

x

y definiendo el vector X = < > € R™*!, el sistema precedente lo escribimos como

X =F(X)= (f(:”"fl’:”)) .

anrl
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Definicién I1.1.6.- Cuando se trabaja con sistemas diferenciales auténomos (SDA), es costumbre llamar a
R™ espacio fase y las coordnedas de x, x; fase.

Definicién I1.1.7.- Si ¢ : I — R"™ es una solucién del (SDA), la imagen de ¢, ¢(I), se llama trayectoria
y en algunos casos linea de flujo.

Remarca.- Se designa t la variable independiente haciendo en general referencia al tiempo. Una solucion
describira por consiguiente la ley de movimiento de un objeto, mientras que la trayectoria es la traza dejada
por el movimiento del objeto. La tunica informaciéon que puede proporcionar una trayectoria, es las posi-
ciones por donde ha estado el objeto y no el momento exacto. Sin embargo, a pesar de esta limitacién se
puede obtener informaciones respecto a las soluciones conociendo las trayectorias. En la graficacion de las
trayectorias, es corriente indicar el sentido del movimiento colocando una flecha para indicar. Ver figura II.1.

Xn

Figura II.1.- Trayectoria de una solucién
Consideremos el sistema diferencial auténomo
&= f(z),

y una solucién ¢ : I — R™. El vector tangente, (en fisica vector velocidad), en t =ty es ¢'(tg) € R™. Ahora
bien

©'(to) = f(p(to)),

de donde a la trayectoria en el punto z* = ¢(t() se le puede asociar el vector tangente f(z*). Ver figura I1.2

X*

Figura II.2.- Vector Tangente

Remarcamos inmediatamente que el lado derecho del (SDA) induce un campo de vectores tangentes (a las
trayectorias) del Sistema Diferencial Auténomo, que lo denotamos

v:R" — R"
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Es costumbre representar un campo de vectores en una grafica, asociando a cada x € R™ del espacio de fases
una flecha que corresponde el vector de la imagen. Ver figura I1.3.

Campo de Vectores Tangentes
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Figura II.3.- Representacién de un Campo de Vectores

Tipos de Soluciones

Consideremos el sistema diferencial auténomo de talla n
i = F(x),

y ¢ : I C R — R"” una solucién del sistema.

Definicién I1.1.8.- Se dird que ¢ es una solucién estacionaria si p(t) = 2* € R™ para todo t € I.

Definicién I1.1.9.- Se dird que ¢ es una solucién periddica si existe T > 0 tal que p(¢t + T) = ¢(t) para
todo T, si es el caso T se llama periodo.

Proposicién I1.1.10.- Sea & = F'(z) un sistema auténomo, entonces:
a) ¢ es una solucidn estacionaria, si y solamente si la trayectoria de ¢ se reduce a un punto en el espacio
de fases, si y solamente si F(p(t)) = 0.
b) ¢ es una solucién periodica no estacionaria si y solamente si la trayectoria de ¢ es una curva cerrada y
F' no se anula nunca sobre la trayectoria.

Remarca.- La proposicién precedente para encontrar soluciones estacionarias nos da un medio algebraico,
resolver F'(z) = 0 y un medio gréfico viendo las trayectorias que se reducen a un punto. En las soluciones
estacionarias, tenemos un medio grafico que el estudio de las trayectorias cerradas.

Ahora bien, poder decidir si una curva es cerrada o no, es en general bastante complicado si n > 2. En
el plano es posible en general.

Por otro lado, un gran numero de las aplicaciones de los sistemas diferenciales auténomos es de talla 2.
Por lo que vale la pena estudiarlos.

Sistemas Auténomos de Talla 2
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Aparte de los sistemas auténomos de talla 2

()=r(G)
Yy Yy
es frecuente estudiar las ecuaciones diferenciales de segundo orden de la forma

i= f(z, @),
donde x depende de ¢t como un sistema auténomo de talla 2. Con tal motivo se plantea

rK =,

T2 =:$;

el sistema diferencial auténomo equivalente estd dado por

1:1 _ T
T2 f(x1,22) )7
y las componentes del plano de fases son 1 = z (la posicién) y z2 = & (la velocidad).

Volvamos al sistema
&= F(x),

donde z € R?. F(z) induce un campo de vectores tangentes a las trayectorias. Aprovechando la relacién

dxg ig

dxl il,

vista en Célculo I, y si F(x1,22) = (Fi(z1, 22), Fa(z1,22)), las trayectorias son los grafos de las soluciones

de la ecuacién diferencial
dry  Fy(xy,12)

dry  Fi(z1,72)

o bien los grafos de las soluciones de la ecuacién diferencial

day _ Fi(x1,72)
dxy Fz(xl,fz)7

Acabamos de formular un método que nos determina las trayectorias, sin necesidad de conocer las soluciones
del sistema diferencial auténomo.

Remarca.-Una familia de curvas en R? pueden ser las trayectorias de muchos sistemas diferenciales, pero
el campo de pendientes de las curvas es tinico.

Ejemplos
2.- (Predador-Presa). El comportamiento de dos poblaciones de animales en un ambiente aislado en el
que una de las poblaciones son por ejemplo conejos y la otra poblacién son lobos se puede modelar por
el sistema diferencial .
& = x(a = fBy),
y=ylyz—9)

donde z(t) represanta la poblacién de conejos en el instante ¢ e y(t) representa la poblacién de lobos en
el instante ¢. Las trayectorias satisfacen la ecuacion diferencial

,_ ylhr =9

Y7 w(a = By)
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que es una ecuacién diferencial separable. Resolviendo la ecuacién obtemos como solucién general (en
forma implicita)
vyr—dlnx =alny — By + C. (I1.1.1)

Las trayectorias del sistema diferencial son las curvas de nivel de (II.1.1). En la figura 1.4 estdn
graficadas las curvas de nivel de (II.1.1) paraa =1, =1, v = 2 y § = 3. Observamos que las curvas
de nivel son curvas cerradas, por lo que deducimos que el comportamiento de estas poblaciones es ciclico.

Trayectorias

I1.2 Aplicaciones

Aplicaciones Geométricas

Veremos, cémo la utilizacion de conceptos relacionados a las ecuaciones y sistemas diferenciales permite la
resolucién de problemas relacionados a familias de curvas, en particular curvas uniparamétricas, del plano.

Definicién I1.2.1.- Una familia de curvas uniparamétricas, es una familia de curvas si existe una funcién
F :R? x R — R, de manera que cada curva es el lugar geométrico de los puntos (z,y) que satisfacen la

ecuacion
F(x,y,¢c) =0,

dejando ¢ € R fijo. La ecuacién se llama ecuacién general de la familia de curvas y c es el paramétro.

Damos el siguiente resultado sin demostracion.

Proposiciéon I1.2.2.- Una familia de curvas es uniparamétrica, si y solamente si existe una funcién continua
f:R xR — R?, de manera que las funciones ¢, : R — R? definidas por

@a(t) = f(tva)a

sean parametrizaciones de cada una de las curvas de la familia.



11.2 APLICACIONES 45

Ejemplo

1.- Las circunferencias centradas en el origen forman una familia uniparamétrica. En efecto, la ecuacién
general es
2?24y —r? =0,

las parametrizaciones de las circunferencias centradas en el origen estdn dadas por

x(t) =rcost

y(t) = rsint.

Remarca.- La solucién general de una ecuacién diferencial de primer orden que satisface una condicién
de Lipschtiz es una familia uniparamétrica de curvas. Asimismo, las trayectorias pueden de un sistema
diferencial auténomo forman una familia uniparamétrica, si el sistema satisface una condicién de Lipschtiz;
las soluciones del sistema vienen a ser las parametrizaciones de las curvas.

Proposicién I1.2.3.- Para toda familia uniparamétrica existe una ecuacion diferencial y' = f(z,y) cuya
soluci’on general son las curvas de la familia uniparamétrica. Ademads también existe un sistema diferencial
auténomo cuyas trayectorias son las curvas de la familia uniparamétrica.

Demostracion.- Sea F(z,y,c) = la ecuacién general de la familia de curvas uniparamétrica. Derivando

respecto a x, se obtiene,

OF OF ,
8—1_(1‘7?/76) + a—y(x7yac)y =0.

Por consiguiente, y', ¢ dejando z, y fijos, satisfacen el sistema de ecuaciones (algebraicas)

F(z,y,¢) =0

OF

OF ,
8_x(x7yvc) + 8_y(x7y7c)y - 07

de donde es posible obtener 3’ en funcién de z e y, es decir
y' = fz,y).

Para el sistema, es suficiente considerar g1 (z,y) y g2(z,y) de manera que
92(z,y)
flz,y) = 4;;

por lo que las curvas son trayectorias del sistema

Remarca.-Para la existencia de f(x,y) se debera considerar hipétesis suplementarias de F(z,y, ¢).
Ejemplo

2.- La familia de pardbolas de vértice el origen y eje de simetria el eje y, satisface la ecuacién general

_ 2
y=cr,

derivando, se obtiene
/
Yy = 2cz,
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despejando ¢ de la ecuacién general obtenemos la ecuacién diferencial

Condiciones para que una familia de curvas sea uniparamétrica

Hemos visto que para que una familia de curvas sea uniparamétrica es necesario la existencia de una ecuacién
general. Sin embargo encontrar dicha ecuacién es en general una tarea complicada.

Ahora bien, utilizando resultados sobre las trayectorias y soluciones de ecuaciones y sistemas diferen-
ciales, uno se puede dar cuenta si una familia es uniparamétrica o no. En efecto, supongamos que tenemos
una familia de curvas uniparamétrica y sea

X _ _ Fl (ZL’, y)
(y) =Flzy) = (Fz(:my))
un sistema auténomo cuyas trayectorias son las curvas de la familia en cuestion. En general las funciones
F(z,y) tienen a lo més un ndmero finito de soluciones del sistema F'(x,y) = (0,0) en cada regién acotada,
para efectos practicos consideramos regiones rectangulares de la forma [a,b] X [c, d].
Por otro lado observamos que si en el punto (z,y), F(z,y) # 0, solo pasa por este punto una trayectoria.
Si F(z,y) = 0, (z,y) es un punto estacionario en que enventualmente pueden confluir y o emerger varias

trayectorias. En consecuencia, si en una region rectangular existen una infinidad de puntos en los cuales
pasan diferentes curvas, esta familia no es uniparamétrica.

Ejemplos
3.- La familia de circunferencias del plano, no es una familia uniparmétrica porque por cada punto del plano
pasa una infinidad de circunferencias.

4.- La familia de circunferencias de centro en el eje x y que pasan por el origen, ver figura I1.5, puede ser una
familia uniparmétrica, solo existe un punto, el origen, por el cual pasa una infinidad de circunferencias,
por los otros, pasa exactamente una circunferencia.

Circunferencias

()

Figura II.5.- Familia de Circunferencias
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Ahora bien, esta es una familia uniparamétrica, cuya ecuacién general es facilmente deducible y es
(x—7)2+¢y> =12 =0,

o bien
22 +y2 —2rz = 0.

Determinemos la ecuacién diferencial y es sistema diferencial. Se tiene

:v2+y2
r=—>""

)
T

derivando obtenemos

222 + 2yy'x — 2% — 92
0= 5 ,
x
despejamos y', se obtiene
y/ _ y2 —a?
2zy
de donde el sistema estara dado por
T =22y
y=y* -

Remarca.- Es importante encontrar un sistema diferencial auténomo cuyas trayectorias sean las curvas de
una familia de curvas uniparamétrica, porque nos permite determinar un campo de vectores tangentes. Y
manipular vectores (tangentes) es mucho mds sencillo que manipular las curvas.

Familias de curvas que forman un angulo dado con una familia de curvas dada

Consideremos el siguiente problema: “Dada una familia de curvas uniparamétrica, encontrar una familia de
curvas que forme un angulo #”. Interpretemos lo que significa este problema. El concepto de dngulo es un
concepto para rectas, que se generaliza a las curvas, definiendo el angulo entre dos curvas, como el angulo
de los vectores tangentes, ver figura I1.6.

Figura II.6.- Angulo entre dos curvas

Por consiguiente, determinamos primero el campo de vectores tangentes a la familia de curvas dada, ya

sabemos como, sea
U1 (LL', y)
v(x,y) =
( y) ( V2 (.13, y) )

el campo de vectores dados. Obtenemos el campo u(z,y) de la familia de curvas que forman el dngulo dado,
rotando por un dngulo 6, el campo v(z,y), es decir

()= () ()

El siguiente paso es considerar el sistema auténomo
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y determinar las trayectorias, que ya sabemos hacer.
Ejemplo

5.- Consideremos nuevamente la familia de circunferencias de centro en el eje  y que pasan por el origen y
encontremos la familia de curvas ortogonales a esta familia de circunferencias. En el ejemplo 4, hemos
encontrado un campo de vectores tangentes, dado por

v(@,y) = ( yffny) :

Aplicando una rotacién de 90 grados obtenemos
(0 -1 2zy (2% =P
de donde, las curvas ortogonales, son trayectorias del sistema diferencial
r (2t
y) \ 2azy )’

Determinamos las trayectorias, resolviendo la ecuacién diferencial

cuya solucion general es
2 2
z°+y —cy=0,

que es la ecuacion general de una familia de circunferencias de centro el eje y y que pasan por el origen.

Circunferencias Ortogonales
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Figura I1.7.- Curvas ortogonales
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Problemas de Persecucion

Los problemas de persecucién, son interesantes porque constituyen un buen ejercicio mental, desde la com-
prensién del fenémeno, la formulacién matematica del modelo y la misma solucién.

Un ejemplo trabajado

En un momento dado, un perro se encuentra a una distancia a a la derecha de un gato, al que comienza
a perseguirlo. El gato se escapa a un arbol que se encuentra a una distancia h en direcciéon de su frente.
Suponiendo que el gato corre con una rapidez u inferior a la rapidez v del perro, se tiene las siguientes
preguntas.

a) ¢Cual debe ser la distancia mixima para que el gato no sea atrapado por el perro?

En caso que el perro atrape al gato,
b) (Cual serd el tiempo que transcurre para que el gato sea atrapado?
¢) ;Qué longitud habra recorrido el perro para atrapar al gato?

Para resolver el problema, hacemos una representacién de las posiciones del perro y el gato en el plano
cartesiano. Por consiguiente, la posicién del gato y el perro respctivamente en el momento inicial, estan
dadas por (0,0) y (a,0) respectivamente. Las coordenadas del drbol son (0, h).

El siguiente paso es modelar la persecucién, para eso, denotamos por g : [0, +00) — R? y p : [0, +00) —
R? las leyes de movimiento del gato y el perro respectivamente. Puesto que el gato se dirige al arbol, la ley

de moviento para el gato sera
0
o= (1)

La parte maés interesante del problema, es la formulaciéon matemaética de la ley de movimiento del perro. Para
tal efecto, debemos determinar la manera como persigue el perro al gato. Institivamente en cada instante el
perro buscara el camino mas corto que le permita atrapar al gato. Intuitavemente sabemos que el camino més
corto que une dos puntos es el segmento que une estos dos puntos. Por consiguiente la velocidad del perro,
en el instante ¢ tendrd la misma direccién del vector cuyo origen es la posicion del perro y su extremidad es
la posicion del gato en el instante ¢. Ver figura I1.8. Por lo tanto, la velocidad del perro sera

S oo

—_

p(t)g(t).

gty

p(t)

Figura I1.8.- Movimiento del perro

Expresando en coordenadas, obtenemos el sistema diferencial de primer orden, que describe el movimiento

del perro, .
( ) r< + Ull — ( )
Yy 2 ( t y)2 ut y ’

Para responder las interrogantes planteadas, podemos resolver el sistema, lo que por el momento no sabemos
todavia hacer, o bien determinar la trayectoria del perro.
Observamos que el sistema obtenido no es auténomo, porque aparece explicitamente la variable ¢; sin
embargo podemos suponer que t depende de z, lo que da
, _ut—y

)
—X
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obteniendo asi, la ecuaciéon de primer orden

zy =y — ut.
Esta ecuaciéon no la podemos resolver tal como estd planteada, por que tenemos 2 funciones incognitas.

Derivamos para obtener

pero t' =1/, de donde
zy” = —ut'

v x

planteando r = u/v y viendo la figura I1.8 es razonable suponer que = > 0, por lo que la trayectoria es la
solucién de la ecuacion diferencial de segundo orden

ay” =rV1+y2,
que satisface los valores iniciales
y(a) =0, y'(a) =0.
Planteando z = g/, obtenemos la ecuacién diferencial de tipo separable

, V14 22

= )
x

que al resolverla, se obtiene
2+ V1+22=Cx".

Ahora bien, z(a) = y'(a) = 0, de donde C' = a~". Despejando z de la expresién precedente, se tiene

1 —T,.T T,.—T
2= (a " —a"z")
Integrando, se obtiene
7 1 a*TxTJrl arxlf'r +D
O (S R s
Utilizando el hecho que y(a) = 0, se tiene
p__ar
1—r?

En la figura I1.9, se tiene graficada la trayectoria para a =100, u =1y v = 2.
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Trayectaoria del Perro

100

80
T
|

(x)
Figura II.9.- Trayectoria del Perro

Obseervamos que para x = 0, se tiene
auv
v? —u?

y:D:

Por lo tanto, para que el gato no sea atrapado, la distancia maxima a la que se debe encontrar el drbol debe

ser
auv

v2—u2

Si el gato es atrapado, lo serd en el punto (0, auv/(v? — u?)), de donde el tiempo de persecusién serd

av
2 27

T =

v la longitud que habra recorrido el perro sera

I1.3 Sistemas Diferenciales Lineales

Un sistema diferencial lineal de talla n, es un sistema diferencial que puede expresarse como
&1 = a1 (t)r1 + ar2(t)ze + - + a1 (t)zn + bi(t)
Ty = a1 (t)x1 + aza(t)xe + - - - + agn(t) T, + ba(t)

Ty = anl(t)xl + a"ILQ(t)IQ +- ann(t)xn + bn(t)
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donde a;j,b; : I — R continuas.
Por cuestiones de comodidad en el manejo de simbolos, el mismo sistema se puede expresar de manera
matricial, como

&= A(t)x + b(t) (L)
donde " o .
x 311 312 Zln bi(0)
- L aw = 21:(25) 22(t) zf(t) b = :
Tn anl.(t) ana(t) -+ am;(t) by (t)

Se dira que un sistema diferencial lineal es homogéneo si b(t) = 0; es decir si el sistema es de la forma

& = A(t)z. (LH)

Sistemas Diferenciales Homogéneos

Teorema I1.3.1.- La solucion general del sistema diferencial linal homogéneo de talla n
= A(l)z,

donde A(t) es una matriz cuyos cooeficientes son funciones continuas, es un subespacio vectorial de dimension
n.

Demostracion.- Ejercicio para la parte de subespacio vectorial, aceptamos que la dimension es n.

Por consiguiente, para conocer la solucién general de un sistema diferencial lineal homogéneo, es sufi-
ciente conocer n soluciones linealmente independientes. A una tal familia {¢1, ..., ¢, } de soluciones lineal-
mente independientes, se llama sistema fundamental de soluciones.

Consecuencia del Algebra Lineal, se tiene la siguiente proposicién que da criterios para decidir si un
sistema de soluciones es un sistema fundamental.

Proposicién I1.3.2.- Sea {©1,¢2,..., ¢, un sistema de soluciones del sistema diferencial lineal

z = A(t)x,
entonces {1, pa,...,v,} es un sistema fundamental, si y solamente si

R(t) = (p1(t) @2(t) -+ onlt))
es una matriz inversible, si y solamente si
det R(t) # 0.

Definicién I1.3.3.- Cuando {¢1, 2, ..., pn} es un sistema fundamental del sistema

z=A(t)x,

la matriz R(t) se llama matriz resolvente del sistema diferencial lineal homogéneo.

Proposicién I1.3.4.- Si R(t) es una matriz resolvente del sistema diferencial lineal de talla n
T = A(t)x,
entonces R(t) verifica:

i) R(t) es inversible.
ii) Toda solucién ¢(t) del sistema se escribe de manera tinica como
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donde C' € R™.
iii) R(t) verifica

Demostracién.- El punto i) es consecuencia de su definicién.

ii) Las columnas de R(¢) forman un sistema fundamental de soluciones, del sistema diferencial lineal. De-
notemos por @1, s, ..., P, las columnas de R(t). Por lo tanto, toda solucién ¢ se escribe de manera tinica
como

@(t) = crp1(t) + copa(t) + - - 4 capn(t),

introduciendo la multiplicacién matricial, se obtiene

C1
C2
o) = (1)) ot) - @) |
R(t) e
——
c
iii) Se tiene
R(t) = (¢1(t) ¢a(t) -+ wal2))
= (At)p1(t) At)p2(t) -+ Alt)en(t))
=At) (e1(t) @2(t) - onl?))
= A(t)R(t).
O
Corolario I1.3.5.- El problema a valor inicial
= A(t)x
x(tg) = z*
tiene solucion tnica.
Demostracion.- Sea R(t) la resolvente del sistema, se tiene
T = R(tO)Cv
y como R(tg) es inversible, C' existe y es dnico.
O
Sistemas Diferenciales no Homogeneos
Consideremos nuevamente el sistema lineal
&= A(t)x + b(t), (L)
donde x € R™, A y b continuas. A este sistema le asociamos el sistema linal homogeneo
T=A()x (LH).

Al igual que las ecuaciones diferenciales lineales del capitulo I, se tiene:

Proposicién I1.3.6.- Sea v una solucién particular de (L) y ¢ cualquier solucién de (LH), entonces

v+
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es una solucion de (L).

Demostracion.- Ejercicio.

Proposicién I1.8.7.- Sea ¢ una solucién particular de (L), entonces cualquier solucién de (L) es de la forma

Y+,

donde ¢ es solucién de (LH).
Demostracién.- Ejercicio.

Por lo tanto, para conocer la solucién general de (L), es suficiente conocer una solucién particular de (L) y
la solucién general de (LH). Este resultado lo expresamos, mediante la siguiente regla memotécnica.

Solucién general de (L) ‘ = ’ Solucién general de (LH)‘ "" Una solucién particular de (L) ‘

Proposicion I1.3.8.- El problema a valor inicial

y' =a(t)y +b(t),
y(to) = yo
tiene solucién tinica.
Demostracion.- Ejercicio.

Determinacién de una solucién particular de (L)

Aligual que en el capitulo precedente, se puede determinar una solucién particular al tanteo, o bien utilizando
el método de variaciéon de constantes.
Sea R(t) la resolvente del sistema (LH), y suponemos que la solucién particular buscada es de la forma

derivando, se tiene

b(t) = RIC() + ROC(t) = AWREC() + ROC() = AW)w(t) + b(b),

de donde )
R(t)C(t) = b(t),
por lo que
t
Ct)= [ R7'(s)b(s)ds
to
Ejemplo

1.- Consideremos el sistema diferencial de talla 2

T =1y +sint

Y= —.

Expresando de manera matricial, se tiene
x 0 1 x sint
()= (5 0 G)=(8)

R(t):( cost sint)

Se puede verificar que

—sint cost
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es una matriz resolvente del sistema lineal homogéneo asociado. Aplicando variacién de constantes, se

obtiene
cost sint ¢1\ _ [sint
—sint cost ¢o ) 0o /-
Resolviendo el sistema lineal para ¢; y ¢é2, se tiene

¢ =sintcost, ¢ = —sin?t,

lo que da

1 1, 1
ci(t) = 5 sin?t, co(t) = —5t+ g sin2t.

Por lo tanto, la solucién general serd

. 1.5 1 1. ,
x(t):clcost+0251nt+§s1n tcost—(gt—zsm%)smt,

1 1 1
y(t) = crsint — cosint + 5 sin® ¢ + (§t ~1 sin 2t) cost.

Remarca.- Para poder realizar el método de variacién de constantes hemos supuesto la existencia de la
matriz resolvente, por consiguiente la existencia de un sistema fundamental de soluciones. Sin embargo,
cuando la matriz A(t) continua es arbitraria, no existe un método que permita determinar la resolvente.
Sistemas Lineales a Coeficientes Constantes

Consideremos el sistema lineal de talla n

T = Ax,
donde
aip  Giz2 - Qin
A= a:21 y Qi € R.
apl Ap2 -+ Qpp

El caso no homogéneo ha sido ya visto més arriba.
Cuando n = 1, se tiene la ecuacion lineal de primer orden & = ax, cuya solucién general es

z(t) = ce' = e'c,

por lo que R(t) = et®. Por otro lado, recordemos que

2 3
x x

T 1 o4 o4

e tot gt

La definicién mediante una serie de la funcién e®, permite generalizar la funciéon exponencial para matrices
de la siguiente manera.

Definicién I1.3.9.- Sea A una matriz n X n a coeficientes reales, se define
eA:I+A+lA2+lA3+---=§:iA’f
2 3! kU
k=0
Atinque el célculo de e? parezca muy complicado, existen tipos de matrices en las que el célculo es

inmediato y sencillo.

Ejemplos
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2.- Sea D una matriz diagonal

A1 O
0 X
D =
0 0 M\,
la utilizacién de la definicién de la exponencial de una matriz, permite llegar a

e 0
0 €
el = 0

0o 0 e

que es una matriz diagonal, cuyos coeficientes de la diagonal son las exponenciales de los coeficientes de
la matriz diagonal D.

3.- Si A es una matriz diagonalizable; es decir que existe una matriz T inversible tal que
A=TDT™ !,
donde D es una matriz diagonal. Se tiene
eA:I—FA—i—%AQ—Fm
=I1+TDT "+ %TDT;}_CQDT—1 + cdots
=1

=TIT '+ TDT™ "+ %TD2T_1 + -

_T(I+D+;D2+-~> 7!

=TePT 1.

Por el ejemplo 3, observamos que el célculo de la exponencial de una matriz diagonalizable es sencillo a
condicién de conocer la matriz diagonal a la que es semejante.

Repaso de Algebra Lineal

Sea A una matriz de n X n, supongamos que sea diagonalizable, es decir que existen D diagonal y T
inversibles tales que

A=TDT™ 1,
denotando T'= (77 T --- T, ) por sus columnas, se tiene
M0
0 X
Ay Ty - To,)=(Ty To --- T,) . )
0o 0 M,
(ATl AT2 s AT,L ) = (>\1T1 )\QTQ cee )‘n) .

Como las T es inversible, las columnas T}, son vectores no nulos, de donde los T} son vectores propios respecto
a A valor propio de A. Mas todavia los T} forman una base de R™. Hemos mostrado:

Proposiciéon I1.3.10.- Una matriz A es diagonalizable, si y solamente si de los vectores propios de A se
puede formar una base de R".

Remarca.- La determinacién de valores propios de una matriz A pasa por la determinaciéon de las raices
del polinomio caracteristico de A
Py(z) = det(xI — A).
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La Resolvente de un Sistema Lineal a Coeficientes Constantes

Teorema I1.3.11.- Consideremos el sistema lineal homogéneo a coeficientes constantes
& = Ax.

Entonces
R(t) = et

es una resolvente del sistema; es decir la solucién general es

x(t) = A

Demostracion.- Es suficiente ver que

tA og inversible. En efecto

= 1 k Ak .
k=0

y que R(t) =e

(1) AF

Il
NE
??“)—A

>
Il
=)

Il
M8
| =

tk—lAk

=~
Il
—

oo

1 k—1 pk—1
D oot A

k=1

_ - 1 k gk __ tA
7AZHtA = Ae4.
k=0

|
hS

Si AB = BA se tiene eAt8 = ¢8| demostracién que dejamos como ejercicio. Por lo tanto

T =0 = glA—tA — A —tA
de donde e es inversible.

Ejemplo

4.- Consideremos el sistema lineal a coeficientes constantes

T=x+2y
y=—x+ 4y.

()= D6)

Determinemos los valores propios de la matriz, el polinomio caracteristico es

Escrito de manera matricial, se tiene

p(A) =A% =5A+6=(\—2)(\—3),

Por lo tanto, 2 y 3 son valores propios de la matriz asociada al sistema. Determinemos los vectores
propios. Para A = 2, se tiene la ecuacion
—x+2y=0
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planteando y = 1, se tiene x = 2. Para A\ = 3, se tiene la ecuacion
—2z 4+ 2y =0,

que da facilmente x = 1, y = 1. Por lo tanto

Ga) =G ) (0 &) (B3 E)

x(t) = 2(c1 — ca)et + (2¢2 — c1)e’t,

= (c1 — c2)e* + (2co — ¢1)et.

<
—~
~
=
|
—

Variante del Método de la Exponencial

Hemos visto que la determinacién de la exponencial de una matriz (diagonalizable) pasa por la determinacién
de los valores propios y la determinacién de la matriz inversible T'. Ahora bien, calcular vectores propios no
es una tarea sencilla y simple, lo mismo que invertir una matriz. Por otro lado, las matrices no siempre son
diagonalizables, sin que eso no signifique no exista la exponencial.

A continuacién formularemos un procedimiento que nos permita calcular la solucién general de un
sistema lineal homogéneo a coeficientes constantes. Consideremos el sistema

T = Ax,

Por el momento supondremos que A es diagonalizable en los reales y que los valores propios son diferentes.
Por consiguiente

MO
0 A
A=T ° T
0 0 A

La solucién general del sistema estarda dada por

erit 0
0 et
x(t) =T . T-C
0 0 et

Ahora bien, T~'C sigue siendo un vector constante, que lo denotamos una vez més C; por consiguiente

At
Aot

cie
x(t)y=T | ¢2¢€

epetnt
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por otro lado, los coeficientes de T pueden ser vistos como constantes, de donde la solucién puede escribirse
como

cuie! cppe?! cinen’

( ) 0216k1t 0226)\215 CQnGA”t
x(t) = .

CnleAlt Cn26)\2t Tt CrmeA"t

Remarcamos que la solucién estd expresada en funcién de n? constantes, como la solucién general es de
dimensién n, solo se requiere n constantes, por lo que n2 —n deben ser expresadas en funcién de n constantes.
Esto se obtiene remplazando en el sistema y obteniendo ecuaciones lineales que deberan ser resueltas.

Como la determinacién de los \; pasa por la solucién del polinomio caracteristico de la matriz A y las
raices no siempre son diferentes y no siempre son reales, podemos afinar nuestro resultado sobre la solucién
de la siguiente manera.

Teorema I1.3.12.- Consideremos el sistema diferencial lineal a coeficientes constantes

T = Ax.
Sean ry,...,ry las raices diferentes del polinomio caracteristico de la matriz A y cuya factorizacion esta
dada por
Pa(A) = (A =r)" (A= 712)™ - (A =)™
y consideremos la familia de funciones & : R — R, i =1,...,n conformada por:

sir; € R, r; contribuye a la familia con

e, we™, ... e,
sirj =oa+1i8 con B #0, r; y T; contribuye con
e cos Bx, xe®® cos B, ..., £ e cos B
e sin fz, xe®® sin Bz, ..., 2™ 1e* sin .

Entonces la solucién general puede ser expresada como

c1iéi(t)  c2éa(t) - cinnl(t)
ca11(t)  ca2a(t) -+ candn(l)

Cnlfl (t) cn2§2 (t) e cnngn (t)
donde n? —n de las ¢;; dependen de n c;;.

Ejemplo

5.- Consideremos el sistema

T=—x+2y

y=—2x—y.

La matriz asociada al sistema es por consiguiente

cuyo polinomio caracteristico es
PaA) = A2 420+ 1+4=(A+1)% +22
por lo tanto, los valores propios son:

M=—1+42i, Ao=—1-2i
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por el teorema precedente, la solucién general tendra la forma

z(t) = cr1e” Fcos(2t) + crze Fsin(2t)
y(t) = core” " cos(2t) + cane ' sin(2t).

Planteando, por ejemplo, c11 = ¢1 ¥ ¢12 = ¢z, remplazando en la primera ecuacién se obtiene
(—c1 + 2¢2)e” Feos(2t) + (—2¢1 — cz)e” Fsin(2t) = (—cy + 2¢21)e P cos(2t) + (—ca + 2c90)e” sin(2t).
De donde, co1 = c3 y c22 = —c1 y la solucion general sera
x(t) = cre” " cos(2t) + cae” ! sin(2t)

y(t) = cae™ " cos(2t) — cre”*sin(2t).

Un Método Alternativo

También podemos determinar la solucién general de un sistema diferencial lineal a coeficientes sin tener que
utilizar la exponencial de una matriz, convirtiendo el sistema en una ecuacién diferencial ordinaria lineal
respecto a una de las variables del sistema. Recordemos la notacién operacional del primer capitulo

Dx; =2, Ix;=uwx;

por lo tanto un sistema lineal a coeficientes puede expresarse como

(allD — b11])x1 + (algD — b12I)$2 =+ e =+ (alnD — blnI)(En = 0
(ang — b21])$1 + (aggD - bggI).’ﬂQ + -+ (agnD - bgnI)(En =0
(a1 D —bpil)xy 4+ (anaD —bpal)ze + -+ 4+ (appD — bppl)z, = 0.

Luego se aplica el procedimiento de eliminacién de Gauss, para obtener una ecuacién diferencial para cada
una de las variables.

Ejemplo

6.- Consideremos el sistema diferencial de talla 3
y=x+z
i=z+y,

que la escribimos en la notaciéon operacional como

Dx - Iy — Iz =0
—Ix + Dy — Iz =
—Iz — Iy + Dz =0.

Hagamos desaparecer la variable x de las dos ultimas ecuaciones, para eso se debe realizar

Primera ecuacién + D(Segunda ecuacion)

Primera ecuacién + D(Tercera ecuacion)

obteniendo de estd manera
(D*-I)y — (D+D)z =0
—-(D+Dy + (D*-Dz =0

eliminamos ahora la variable y, multiplicando por (D — I) la dltima ecuacién. De esta manera

(D+1)(D —2I)Dz =0,
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por lo que
2(t) = c31e” ! 4 c30e® + c331.
Por simetria del problema, se obtiene las mismas ecuaciones para z e y, de donde

x(t) = clleft —+ C1262t —+ 0131,

y(t) = 0216% —+ C2262t —+ 0231.
Remplazando en las ecuaciones del sistema, se obtiene:

—crre” !+ 2¢12€* = (ca1 + ca1)e” " + (can + c32)e* + (ca3 + c33),
—core” !+ 2e20€* = (c11 + cz1)e” ! + (12 + c32)e* + (c13 + c33),

—cz1e”! + 2c30€*" = (11 + ca1)e ™! + (c12 + ea2)e® + (c13 + c13),
Resolviendo las ecuaciones lineales que resultan, se tiene
c13=c3 =c33 =0, c31=—(c11+c21), €32 =cCa = Cra.
Planteando c¢11 = ¢1, c21 = ¢ ¥ ¢12 = c3, la solucién general del sistema estd dada por
z(t) = cre” ! + cze*,

y(t) = coe™" + cze?,

2(t) = —(c1 + co)e ™t + et

I1.4 Estabilidad y Estudio de Puntos Criticos

En esta seccién estudiaremos los conceptos de estabilidad, para tal efecto, consideremos el sistema diferencial
de primer orden y talla n

z = f(t, x).
Introducimos la notacién
.’L'(t, t07 370),

que indica que es la solucién al problema a valor inicial

i = f(t7 :I;),
l’(to) = Zg.
Con la notacion introducida podemos plantear las situaciones con las que se puede confrontar en la solucién
de ecuaciones y o sistemas diferenciales, ademaés de los problemas diferenciales a valor inicial.
Usualmente los sistemas diferenciales, al igual que las ecuaciones diferenciales son el lenguaje matemético

para describir fenémenos, pero también en la mayoria de los casos son simplificaciones de la realidad. Por
consiguiente, la formulacién diferencial (simplista), la podemos escribir

T = f(t,:ﬂ),

y la situacién real
&= f(t,x) +eg(t, ).

En general no se puede expresar g(t, x).
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La otra situacion, es que se debe resolver a problemas a valor inicial

= f(t,x)

I(to) = Xo-
Sin embargo, por la precision de las medidas y otros factores, uno resuelve

&= f(t,.’[f)
l’(to) = 2o+ A.’ﬂo.

Proposicion I1.4.1.- La solucién del problema
J?Zf(t,.’lf)-i-Eg(t,J)), .’Il‘(to):.’Eo,

esta, para |e| pequeno, dada por
ze(ta) = xo(t) + ex1(t) + - - -,

donde

Zo(t) = f(t,20(1), wo(t) =0

#1(0) = S (1 mof) - 21 (0) + gt 20(1)), 1(10) =0,
Ejemplo

1.- Consideremos el problema a valor inicial para la ecuacién de Bernouilli
t=x+e® 2(0)=1

El teorema precedente nos permite descomponer la solucién de este problema en dos problemas a valor
inicial:
j?o = Xy, 130(0) = 1,

cuya solucién es zo(t) = e! y el problema
iy = 1oy +e(e®t), 21(0) =0,
la solucién de este problema, serd
z1(t) = —ee! 4 ee?,

por lo que
z(t) = et + e(—ee’ +ee®) 4 - -
Resolviendo la ecuacion de Bernouilli, se tiene
1 et

2(t) = (14+ee b —¢ - (14¢) —ee'’

se deduce que la primera solucién es més simple de calcularla.

Definicién I1.4.2.- Una solucién z(¢, tg, zg) del sistema
&= f(t, x),
se dird que es estable en el sentido de Liapunov, si Ve > 0, 36 > 0, tal que

|Azo|| <6yt >to = |ly(t,to, w0 + Azo) — y(t, to, z0)|| < €.
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Se dird que es asintoticamente, si es estable y ademads existe §y tal que

|Azol| < b0 = tlifrﬂoo lly(t, to, xo + Azo) — y(t, to, xo)|| = 0.

La solucién es inestable si no es estable.

Ejemplos
2.- Consideremos el problema a valor inicial
y' =Xy
y(0) = wo.

La solucién de esta ecuacién es y(z) = yoe*. Ahora bien, si A < 0, se tiene e** — 0 cuando z — 400

ysi A > 0, e’ — 400 cuando # — +oo. Por lo tanto, si A < 0 toda solucién y(z,0,y0) es estable y
asintéticamente estable. Si A > 0, toda solucién serd inestable. Ver figura I1.10.

o

Figura I1.10.- Estabilidad de Soluciones

3.- Consideremos la ecuacion diferencial
y =yly—1).

Esta ecuacion tiene dos soluciones estacionarias:

Figura II.11.- Estabilidad de Soluciones

Estabilidad de las Soluciones Estacionarias

La resolucién de sistemas diferenciales por medio de métodos anéliticos es posible para un nimero reducido
de tipos de sistemas diferenciales. Para contrarestar estd limitacién, hemos introducido métodos que nos
permiten estudiar las trayectorias de dichos sistemas y en consecuencia obtener informacién respecto a las
soluciones. Un tipo importante de solucién son las soluciones estacionarias, porque en muchas aplicaciones
se buscan soluciones estacionarias.

Nuestro objetivo sera estudiar las soluciones de sistemas auténomos de talla 2 en las proximidades de
las soluciones estacionarias y clasificar los tipos de soluciones.

Consideremos el sistema auténomo de talla 2

()= ()
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Sea (z*,y* un punto en que la solucién es estacionaria y suponiendo que f y g sean lo suficientemente

derivables, se tiene, ver curso Célculo II,
af * ok af * ok

<f(x,y))w(f(x*,y*)>+ %(x,y) a_y(wyil/) (x—x*)

9(x,y) 99 (2% y*) %(m*,y*) y—y* )’

cuando (z,y) es lo bastante préximo a (x*,y*).
Por consiguiente, cuando se esté cerca del punto critico (z*,y*), planteando u = z — z*, v = y — y*,
* *
yr)

)

obtenemos el sistema que aproxima en las proximidades de (z

. af z*, y* af T, y* "
(Z) N (%Ex*,i*; %Ex*j*i) (v)’

que no es nada mas que un sistema lineal a coefecientes constantes.
En consecuencia, estudiar las soluciones alrededor de las soluciones estacionarias, es estudiar los sistemas

de la forma )
u) _ [a b U
v) \c d v)’
———
A

La solucién del sistema esta relacionada a los valores propios de la matriz A. Sean A1 y A los valores propios

de A. Se tiene los siguientes casos:
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Figura II.12.- Clasificaciéon de puntos criticos

A1 < A2 < 0. En un sistema adecuado de coordenadas &, (, se tiene

§(t) = ereMt,
C(t) = cpe?t.

65
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Se observa que cuando t — 400, tanto £(t) y (¢) tienden a (0,0). En este caso, se dird que (z*,y*) es
un punto de equilibrio estable. Ver figura I1.12.

0 < A1 < A2. En un sistema adecuado de coordenadas &, (, se tiene

E(t) = creM,
C(t) = cpeM2t,

Se observa que cuando ¢ — +o00, tanto e*1*, como e*2* divergen. En este caso, se dird que (z*,y*) es un
punto de equilibrio inestable. Ver figura I1.12.

0A; < 0 < A2. En un sistema adecuado de coordenadas &, (, se tiene

g(t) = Cle)\lt;
C(t) = cae?t.

Se observa que cuando t — 400, e*!

punto silla o cumbre. Ver figura 11.12.

tiende a 0, mientras que e*2! diverge. Se dira que (*,y*) es un

Supongamos que A\; = a + i con § # 0, si a < 0, la solucién en un sistema adecuado de coordenadas
&y (, sera

€ = c1e® cos(ft)

¢ = cpe®t sin(Bt)
cuando t — +o00, £(t) v ((t) tienden a 0. La trayectoria de este tipo de soluciones son espirales que
convergen al centro de la espiral. (z*,y*) se llama foco absorvente. Ver figura I1.12.

Supongamos que A\; = a + i con B # 0, si a > 0, la solucién en un sistema adecuado de coordenadas
&y (, serd

& = c1e® cos(Bt)

¢ = coe™ sin(pt)

cuando t — +00, £(t) y ((¢) divergen. La trayectoria de este tipo de soluciones son espirales que divergen
del centro de la espiral. (z*,y*) se llama foco repelente. Ver figura I1.12

Si Ay =40 con 8 # 0, las soluciones en un sistema adecuado de coordenadas seran

& = c1 cos(ft)
¢ = cosin(Bt)

En este caso, todas las trayectorias son cerradas. Por lo que (z*,y*), se llama foco ciclico. Ver figura
11.12.

Remarca.- Si A\; = Ay = A, tenemos los siguientes escenario:

i)
ii)

A < 0y la solucién es un caso limite de 1) y 4), en ambos casos la solucién tiende al punto de equilibrio,
por lo que (z*,y*) es un punto de equilibrio degenerado Ver figura I1.12.

A > 0, la solucién es un caso limite de 2) y 5), se dira que (z*,y*) es un punto de equilibrio inestable.
Ver figura I1.12.

Ejemplos

4.-

Consideremos el sistema diferencial
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Son puntos criticos de este sistema (0, 0), (1,1), (0,3) (2,1). En la figura I1.13 se observan las trayectorias
en el rectdngulo [—1,4] x [—1,4]

Puntos Criticos

i , “
o [ //
ﬁ?ﬂj\ﬂo v/

()
Figura I1.13.-Puntos Criticos

Se observa que los puntos (0,0), (0,3) y (2, 1) son puntos sillas y que el punto (1, 1) es un foco repelente.

I1.5 Ejercicios

1.- Dados los sistemas diferenciales, determinar que soluciones son estacionarias, cuales son peridédicas y
cuales no son periédicas

&= a2 — >
a)

y=a"+y%

t=x+y—1
b)

y=x—y+1

2.- Graficar el campo de vectores dado por los sistemas de la pregunta 1.

3.- Consideremos la ecuacion del péndulo simple
6+ w?sinf = 0.

a) Convertir en un sistema diferencial de orden 1. Cuales son las componentes del espacio de faces.

b) Determinar las trayectorias de este sistema diferencial.
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c)

4.-

10.-

11.-

12.-

13.-
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Suponiendo que el péndulo en el instante 0 satisface § = 0, clasifique las soluciones (estacionarias,
periddicas y no periédicas), de acuerdo al valor que toma la velocidad angular inicial.

Determine un campo de vectores tangentes, siempre que sea posible y encuentre las familias de curvas
que forman un dngulo recto con la familia de:
a) Rectas que pasan por el origen.

b) Circunferencias del plano.

¢) Circunferencias de centro la recta y = = y que pasan por el punto (1, 1).

d) Las hipérbolas de centro el origen y asintotas las rectas y =z y y = —x.

e) Las pardbolas de eje de simetria la recta y = 2z + 1 y vertice (3,1).

f) Las pardbolas de directriz la recta y + x = 0 y foco sobre la recta © — y = 0.

g) Las circunfererencias de centro el origen.

Determine la familia de curvas que forman un angulo de 45°, siempre y cuando sea posible, de las
familias del ejercicio 4.

La vida media del Carbono 14 es de 5568 anos. En un gramo de carbén de madera recientemente
producido hay en promedio 6.08 desintegraciones debidas al Carbono 14 por minuto. En un trozo
encontrado en unas grutas en Francia, se midié 0.97 desintegraciones por minuto y por gramo de carbon.
Estimar la fecha probable de esta muestra.

(Para que valores de A, existe una solucién (no nula) al problema

&4+ Nz =0,
z(0) =0, #(1)=0?

Encontrar las soluciones generales de las ecuaciones siguientes:
ci+x=0, i4+e=0, €i+x=07+ex=0.

Discutir el caso en que € tiende hacia cero.

Resolver las ecuaciones:

t4x—tx> =0, yi=ax—bzx?dondea,b>0.

a) Mostrar que toda solucién de & + z + 2% = 0 es periddica.

=0.

b) Lo mismo para & + 2% =0y & + x 5
x

Estudiar la periocidad de las soluciones de & + = — 22 = 0, suponiendo que

#(0)* + 2(0)* — x(0)* #

NG

Dar la solucién general de la ecuacién & = Az, donde

A:

= N
N
N~

Dar la solucién general de la ecuacién

z® + 222 +x=0.
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14.- Un punto P es arrastrado por el plano zy mediante una cuerda PT de longitud a. Si T arranca del
origne y se mueve a lo largo del eje y positivo, y si P arranca del punto (a,0). ;Cudl es la trayectoria
de P? Esta curva se llama tractriz

15.- Un rio bastante ancho, sigue su cause siguiendo la direcciéon norte sur con una velocidad a. Un bote en
el rio se hunde, el ocupante de la barca divisa un islote siguiendo la direccién este a una distancia b;
en la direccién oeste a una distancia ¢ > b se encuentra una de las orillas. Si la persona nada con una
velocidad d, indique a donde debe dirigirse para estar a salvo. Discuta las diferentes posibilidades

16.- ;Qué curva situada por encima del eje z tiene la propiedad de que la longitud del arco que une cua-
lesquiera dos puntos sobre ella es proporcional al area bajo dicho arco?

17.- Determinar las soluciones generales de los sistemas:
T=x+ 3y T=x+2y
y=3r+y’ y=3r+2y
18.- Determinar la solucién general del sistema

T=z+2y+t—-1
y=3r4+2y—5t—2.

19.- Hallar los puntos criticos de:

a) P4 — (2% +a?—22)=0
3 2
T =9y —bdxr+6,

b) { .
y=z—-y

20.- Para cada uno de los siguientes sistemas no lineales:
i) Hallar sus puntos criticos;
ii) Graficar algunas trayectorias;

) {¢=y@2+U

§ = 2ay”;
T = y(a:2 +1)
b)
y = —x(z® 4+ 1).

21.- Dibujar el diagrama de fases de la ecuacién & = 223 y verificar que tiene en el origen un punto critico
en el origen.

22.- Mostrar que (0,0) es un punto critico asintéticamente estable para cada uno de estos sistemas:

=32 —y i — 2x 4 xy?
g=ab— 2B §= a2y — 3

23.- La ecuacion de Van der Pol es
F+p(@® -1+ z=0.

Investigar las propiedades de estabilidad del punto critico z = 0y © = 0 en el espacio de fases para los
casos 4 >0y pu <O0.
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24.-

25.-

26.-

27.-
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La mayoria de los muelles en la realidad son no lineales. Un muelle no lineal se dice que es duro o blando
segun que la magnitud de la fuerza de recuperacion crezca mas o menos rapidamente que una funcién
lineal del desplazamiento. La ecuacion

E4+kr+az® =0, k>0,

describe el movimiento de un muelle duro si a > 0 y de uno blando si a < 0. Dibujar las trayectorias en
el plano de fases y estudiar el punto critico.

Sea f: R — R continuamente derivable y sea la ecuacion diferencial

v =fy.y).
Si f(0,0) = 0, mostrar que toda solucién no nula de esta ecuacién tiene ceros simples, si es que los tiene.
Ejemplos ¢y’ +y =0, " +siny = 0.
Mostrar que si A(z) es una matriz antisymetrica, entonces, se puede encontrar un sistema fundamental,
respecto a la cual la resolvente es una matriz ortogonal.
Sea

y' = A(x)y

donde A(z) es una matriz de talla n. Mostrar que si se conoce una solucién no trivial ¢(z) del sistema,
se puede reducir el sistema a un problema analogo pero donde la matriz es de talla n — 1.

Si se supone que ¢ # 0, buscar una solucidn y(x) = up(x) + z donde u : R — R y donde

28.-

29.-

30.-

31.-

32.-

0
Z2

Zn

Utilizando el ejercicio 27, determinar un sistema fundamental de soluciones del sistema

() = (3 ) ()

sabiendo que

es una solucion.

En base al ejercicio precedente, resolver el problema a valor inicial

v =[5 o) rea), = (7))
Consideremos la ecuacién del péndulo
y'+siny =0, y(0)=¢ 3(0)=0,
donde la amplitud € se supone pequena. Mostrar que la solucién puede ser escrita bajo la forma
y(x) = eyr(z) + yo(x) + - - -.

Calcular y;(x) y ya(z).
Calcular las soluciones estacionarias de

Y1 = —y1y5 — 22

Y2 =Yy1 — y%yz
y mostrar que la solucién nula es estable.

Estudiar la estabilidad de los 4 puntos criticos del ejemplo 4 de la seccién 11.4.



Capitulo III

Complementos

I11.1 Ecuaciones Diferenciales Exactas

A menudo se encuentran expresiones de la forma

a(z,y) dx + bz, y) dy =0, (DE)
o
0 mas generalmente
ay(z) dxy + az(x) dry + -+ - + an(x) dz, =0, (DE)

con x € R™.

Limitaremos el estudio de este tipo de ecuaciones al caso en que n < 3, por comodidad supondremos
n = 3. El primer paso para determinar el significado de este tipo de ecuaciones es saber lo que es el simbolo
dx;. Por lo hecho hasta ahora, las soluciones de los problemas diferenciales provenientes de ecuaciones y o
sistemas pueden representarse mediante curvas. Por consiguiente, si v: R — R, con

z1(t)
()= | ==
Lz (t)
es una parametrizacién de una curva, se tiene por definicién
dl‘l(t) = j?i (t) dt,
donde dt : R — R es la aplicacién lineal dada por

dt :R—R
At — At.

Geometricamente dz;, llamada diferencial de dx; mide la variacién de z;(t) cuando se modifica ¢.
Regresando a la ecuacién (DE), si z(t) es una parametrizacién que satisface la ecuacién (DE), se tiene

(a1 (z(8))21(t) + - + an(2(t))@n(t)) dt = 0.
De donde, cualquier solucién z(t) de (DE) satisface

ay(z()in(t) + -+ + an(@(t))in(t) = 0. (IIL.1.1)
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Remarca.- En el caso n = 2, utilizando el hecho que

dﬂ?g l"g
diL’l i’l ’

la ecuacién (DE), es equivalente a la ecuacién diferencial ordinaria de primer orden

dzy a1z, 22)

El QQ(I1;I2)'

Por otro lado, las soluciones de (DE) forman subconjuntos de R™, para n = 2, se tiene curvas y para
n = 3 seran superficies. Estos conjuntos se representan en forma de ecuaciones algebraicas como

donde ¢ es una constante.
Ahora bien, si (x(t),y(t),z(t)) es la parametrizacién de una curva que estd dentro una superficie de
ecuacion g(z,y, z) = ¢, se tiene

f(t) =g(z(),y(t), 2(t)) = ¢

lo que significa que f (t) = 0, para todo t, aplicando la regla de la cadena se tiene

; Jg . Jg . Jg .
t) = —=x(t) + =—y(t) + z==2(t) = 0. I1.1.2
(6 = g2(0) + 51i0) + 52440 (Im.1.2)

Deducimos que g(z,y, z) = C es solucién de la ecuacién
99 99 99 , _
%daH—afydyﬁ-%dz—O.
Por consiguiente, si la ecuacién diferencial (DE)

a(z,y, z) dr +b(z,y, 2) dy + c(x, y,2) dz = 0, (DE)

es tal que existe una funcién g : R® — R diferenciable es tal que

se dira que es exacta, g se llamard primitiva y la solucién general del problema serd g(x,y, z) = c.

Ejemplos
1.- Consideremos la ecuacién diferencial
ydx +xdy =0,
Observamos que g(z,y) = zy es una primitiva de la ecuacién y por consiguiente la solucién general es
zy=C.

2.- Consideremos la ecuacion diferencial
zdr+ydy+ zdz = 0.

La funcion 1 1 1
9(z,y,2) = 5372 + 592 + 522
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es una primitiva de la ecuacién y por consiguiente la solucién general es

12 12 12
S S =C
gt T ¥ g

3.- Consideremos
ydr —xdy =0,

y queremos encontrar una funcién g(z,y) tal que

9 _, 99 _ _
8x7y7 ayi Y

deducimos que tal g deberfa ser de la forma g(z,y) = yz + c(y) si tomamos en cuenta la derivada
respecto a x. Derivando g respecto a y obtenemos

dg ’
— =T+c = —u,
dy ()
lo que es imposible, porque se tendria ¢/ (y) = —2z y ¢ depende solamente de y no de z. Por consiguiente

esta ecuacién no admite primitiva, lo que no significa que no tenga solucion.

Condiciones necesarias y suficientes para la existencia de primitivas

Si g : R® — R es dos veces continuamente diferenciable, se tiene
rot(grad g(z,y, 2)) =0,

la verificacion es sencilla y dejamos como ejercicio. A continuacién enunciamos el siguiente teorema sin
demostracién.

Teorema II1.1.1.- La ecuacién diferencial
a(z,y, z) de + b(z,y, 2) dy + c(z,y, 2) dz
admite primitiva, si y solamente si

rot(a('r’ y’ Z)’ b(':l:5 y? Z)’ C(x7 y’ Z)) = O

Corolario III1.1.2.- La ecuacién diferencial
a(z,y)dz + (z,y)dy =0
admite primitiva, si y solamente si

da(x,y)  0b(z,y)
oy  Ox

Demostracion.- Ejercicio.
Utilizando el criterio del teorema y o corolario se puede determinar si una ecuacién (DE) admite o no
primitiva.
Ejemplo
4.- La ecuacion
ydr —xdy =0,
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no admite primitiva por que
oy 0—=x

3_y:17£_1: Ox

Determinacién de primitiva

Una vez que se ha determinado que la ecuacién diferencial
a(@,y, z) dz + bz, y, 2) dy + c(x,y, 2) dz

admite primitiva, el problema consiste en determinar la primitiva, en algunos casos la primitiva salta a la
vista, en otros no es tan evidente. Por consiguiente es importante conocer un método que nos permita
determinarla.

Repasando Célculo 1II y el curso de Andlisis Vectorial, la integral de linea

[ a2y do+ by, 2) dy + el )
c
donde C es un arco de curva orientado, en el caso en que

rot(a(x,y, 2)i + b(z,y,c)j + c(z,y,2)k) = 0,

solo depende de las extremidades de C y no de la misma curva C. Ver figura II1.1

B

Figura III.1.- Integrales de Linea

Por consiguiente es consistente introducir la notacién

B
/ oy, 2) dz + b(z, y, =) dy + clx, g, 2) dz = / ale,y, =) de + b(a,y, 2) dy + cla, y, =) d=
A C

en el caso en que rot(a(z,y, z)i + b(z,y,c)j + c(x,y, 2)k) = 0.
Eligiendo un punto A € R? y dejandolo fijo, planteamos

(%,y,2)
g(x,y,2) = / a(u, v, w) du + b(u, v, w) dv + c(u, v, w) dw.
A

Se muestra que grad g(z,y, z) = a(x,y, 2)i + b(z, y, 2)j + c(x, y, 2)k.

Una vez que sabemos, como determinar una primitiva para una ecuacién diferencial exacta, por medio
de una integral de linea, el problema se resume a encontrar un buen punto origen de las curvas y sobre todo
las buenas curvas.

Ejemplo.-
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5.- Resolvamos la ecuaciéon
(22 +y*) de + 22y dy =0

Verifiquemos que la ecuacién admite primitiva:

0?42 02zxy
=2y, =
dy ox

2y.

Ahora elegimos como origen de integracién el punto (0, 0), luego integramos siguiendo la trayectoria que
une (0,0) con (0,y) y (0,y) con (z,y), lo que da

ole.y) = / (5 +4%) ds = Lo 1y,
0

Por lo tanto, la solucién general sera

Cuando la ecuacién diferencia (DE) admite primitiva, la resolucién se convierte en un problema de resolver
una integral de linea. Cuando la ecuacién no admite primitiva, se tiene varias opciones para encontrar la
solucién general de la ecuacién diferencial (DE):

1.- Convertir en una ecuacién diferencial ordinaria, esto es posible cuando la ecuacién depende solamente
de 2 variables:
a(z,y) dx +b(x,y)dy = 0,

se convierte en

y = )
b(z,y)
Ejemplo
6.- Resolvamos
ydr —xdy = 0.
Es equivalente a resolver
1

Y =—y

cuya solucién general es y(x) = Ce*® = Cx.

2.- Factores Integrantes
Si la ecuacién

no admite primitiva, se puede multiplicar dicha ecuacién por una funcién p(z,y, z) no identicamente
nula de manera que

w(x,y, z)a(x,y, z) de + p(x,y, 2)b(z, y, 2) dy + p(x,y, 2)c(x,y, z) dz = 0

admita una primitiva. La funcién p se llama factor integrante. En general determinar un p adecuado
puede resultar una tarea mucho mas dificil que resolver la misma ecuacién, pues el factor integrante es
solucién de una ecuacién a derivadas parciales, que en principio es mas dificil resolverla que una ecuacién
diferencial ordinaria.

Ejercicio.- Determinar la ecuacién a derivadas parciales en que el factor integrante es solucién.

Sin embargo, existen algunos casos en que determinar el factor integrante salta a la vista, por ejemplo
si se puede separar la ecuacion, es decir convirtiendola en una ecuacién de la forma

p(z)dx + q(y) dy +r(z)dz = 0.
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Por otro lado, en el caso bidimensional
a(z,y) dx + b(z,y) dy =0,

el factor intgrante p satisface la ecuacion a derivadas parciales

Opa — Oub
Ay ox
que desarrollandola se tiene
(o By
oy Ox Oz oy’

Ahora bien, si por ejemplo
L
oy or) "V

dependo solamente de = y b lo mismo, se puede suponer que p dependerd solamente de z, lo que da la
siguiente ecuacion diferencial de primer orden lineal homogénea

b(x)p' = m(z)p
que la sabemos resolver muy bien.
7.- Consideremos
ya?dr —xdy =0
Verificamos que esta ecuacién no admite primitiva, por lo que u es solucién de la ecuacion diferencial
(@ + V)p = —ap,

por lo tanto, resolviendo la ecuacién, obtenemos

La nueva ecuacién estard dada por
yxe*””{z/2 dx — e /2 dy =0,
obteniendo como primitiva
gla,y) = —e"" 12y,
lo que da como solucién general
—e=="/ y=2C.

Utilizando reglas de cdlculo de los diferenciales, la idea es luego de manipular la ecuacién diferencial
original, llegar a una expresién de la forma
dg =0,

lo que implica que g(x,y, z) = c¢. A manera de ilustracién recordemos que
d(u+v) = du+ dv,
d(uv) = vdu+ udv,
vdu — udv
d(u/v) = G —
v
d(cosu) = —sinu du,

Todas las reglas y férmulas de derivacion aprendidas en cédlculo I, son vélidas para los diferenciales.
8.- Consideremos nuevamente la ecuacion

ydr —xdy =0,

dividiendola por y?, se obtiene

ydxr —xdy
—F d(z/y) =0,

lo que da z/y = ¢, es decir y = cx.
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II1.2 Ecuaciones a Derivadas Parciales

Ecuaciones A Derivadas Parciales de Primer Orden y Lineales

Son ecuaciones de la forma

ou ou
a(xv y)% + b(x7y)a_y = c(m,y,u), (EDP)

donde a, b, ¢ son funciones continuas y u es la funcién incognita.
Suponemos que conocemos u y sea r : R — R? una curva parametrizada, es decir r(t) = (z(t), y(t)).
Planteamos f = uwor. La derivada de f esta dada por

. ou . Ou.

Comparando el lado izquierdo de la ecuacién (EDP) con esta iltima identidad obtenemos

Pty w0
Yy= b(l‘, y)

que las llamamos ecuaciones caracteristicas de la ecuacion diferencial a derivadas parciales de primer orden
lineal. Por otro lado, el lado derecho de las ecuaciones caracteristicas dan un campo vectorial de vectores tan-
gentes llamado vectores caracteristicos o direcciones caracteristicas. Las soluciones de las ecuaciones
caracteristicas son curvas llamadas curvas caracteristicas.

Ahora bien, para proseguir con la solucién del problema, necesitamos una curva C de condiciones iniciales.
Para asegurar existencia y unicidad de las curvas caracteristicas las direcciones caracteristicas no deben ser
tangentes a la curva de condiciones iniciales. Ver figura II1.2.

C

Figura III.2.- Curvas, Direcciones Caracteristicas y Curva de Condicién Inicial

Consideremos la curva caracterfsitca que pasa por (xg,yo) € C, es decir la solucién del problema a valor
inicial

& = a(z,y)

y=0b(z,y)

z(0) = xo, y(0) = yo;
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Supongamos que conocemos también u sobre la curva de condiciones iniciales, entonce el lado derecho de la
ecuacién (EDP) se convierte en

f = C(:L‘(t), y(t)7 f) = g(t> f)
f(0) = u(wo,y0)

que es un problema a valor inicial asociado a una ecuacién diferencial de primer orden.

Por consiguiente hemos mostrado como determinar la soluciéon de un problema a valores iniciales aso-
ciado a una ecuacion diferencial a derivadas parciales de primer orden y lineal, utilizando el método de las
caracteristicas. Remarcamos que u se determina conociendo a que curva caracteristica pertenece cada punto

(z,y).

Ejemplos
1.- Consideremos el problema
ou ou 9
y% + x8—y =—-u+tu
u(x,0) =

Los vectores caracteristicos estan dados por el campo

(+)

y la curva de condicién inicial es el eje . Observamos que las direcciones caracteristicas no son tangentes
a la curva de condiciones iniciales, por lo que podemos continuar. Ahora consideremos el problema a

valor inicial
T =1y
y=z
z(0) = zo, y(0)=0.

Resolviendo este problema obtenemos la curva caracteristica que pasa por (zg,0)

1 1
x(t) = xo(iet + 564) = xgcosht
1, 1., _
y(t) = xo(ie — 3¢ ) = xgsinht

El lado derecho de la ecuacién a derivadas parciales se convierte en

f=-f+f
f(0)=2

que es un problema a valor inicial asociado a una ecuacién de tipo de Bernouilli, cuya solucién es

El siguiente paso es determinar u(z,y). Sea (x,y). Tenemos

x = xqgcosht

Yy = xgsinht

despejando x( y t obtenemos
t = tanh ™' (y/z).
Lo que da como solucién
2

u(x,y) = m
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La verificacién de que u(z,y) dado una linea mas arriba, la dejamos como ejercicio.

Ecuaciones a Derivadas Parciales de Segundo Orden

Las ecuaciones a derivadas parciales de segundo orden lineales describen fenémenos fisicos de diferente
naturaleza como la propagacion de ondas, las vibraciones, preoblemas de difusién y problemas de indole
estacionario. A diferencia del método de las caracteristicas empleado para resolver ecuaciones a derivadas
parciales de primer orden, las ecuaciones

La ecuacion de la Cuerda Vibrante.

Consideremos una cuerda de longitud L sometida a una tensiéon T. Ver figura I11.3. La cuerda es sometida
a una deformacién o impulso transversal lo que ocasiona un movimiento transversal de la cuerda denotado
por u(z,t).
Observamos que existen dos puntos (las extremidades) que permanecen inméviles durante todo el tiempo,
esto lo denotamos por
u(0,t) =u(L,t) =0 (CB),

que llamamos condiciones de borde (CB). Asimismo en el instante ¢t = 0, la cuerda tiene una posicién, como
también una velocidad inicial,

u(z,0) = f(x), -
ou 1
E(mvo) = g(l‘)7

que son las condiciones iniciales.
La ecuacion diferencial que describe el movimiento de la cuerda en el transcurso del tiempo estd dada
por

0%u 0%u
o7 = o (BDP)

donde v es la velocidad de propagacién de las ondas, (v = /T'/u), donde p es la densidad lineal de la cuerda.

Figura III.3.- La Cuerda Vibrante

Para resolver este problema, aplicamos el método de separacion de variables que consiste en plantear u(x,t) =
X (x)T'(t). Por las condiciones de borde (CB), deducimos que

X(0) = X(L), (CBX)

si queremos que T'(t) no sea identicamente nula.
Introducimos las funciones X (z) y T'(t) en la ecuaciéon (EDP), por lo que obtenemos

T X (z) = 2 X" (2)T(t),

luego )
) . X"(z)

)~ X@)

Por consiguiente, cada miembro de la dltima ecuacién debe ser obligatoriamente constante; para ver eso,
fijamos un ¢ y movemos los . Hemos obtenido dos ecuaciones diferenciales:

= C.
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Resolvemos primero, la ecuacién diferencial para X (z). Para ¢ tenemos dos posibilidades:

i

ii)

¢ = X2 >0, en este caso la solucién tendra la forma
X (z) = ae?® + e 7.
Las condiciones de borde (CBX) dan aw = 3 = 0, por lo que si ¢ > 0, la tinica solucién posible es la nula.
Remarcamos que nos interesa encontrar soluciones no nulas.
¢ = —\?, en este caso la solucién serd de la forma
X (x) = acos(Ax) + fsin(Az),
La primera condicion (CBS), X (0) = 0 conduce a que oo = 0, por lo que nos queda como solucién

X (x) = Bsin(Az).

Nos interesa que la solucién que encontremos no sea identicamente nula, por que exigimos como condicién

sin(AL) = 0.
Esto es posible, si y solamente si
A:k% kel

Sin demostracién aceptaremos que las soluciones que nos interesan son cuando Ay = kw/L con k € N.
La ecuacién diferencial para T'(¢) es por consiguiente

T = —UQ)\ﬁT,

lo que da como solucién general

T(t) = (ag cos(vAgt) 4 by sin(vAgt)),

de donde

u(z,t) = (ar cos(vAgt) + by sin(vAgt)) (sin(Agx).

Ahora bien, como la ecuacién es lineal, cualquier suma de soluciones, es también solucién, por lo tanto

Z ag cos(vVAgt) + by sin(vAgt))(sin(Agx).
k=1

El siguiente paso es determinar los valores que toman ax y b, para tal efecto, nos referimos a las condiciones
inicales (CI). Obtenemos

g(x) = ?;: (,0) = Zv/\kbk sin(Agx).

k=1

Proposicién II1.2.1.- Se tiene:

0sin=m,

L
/ sin(Ap,x) sin(A,z) de =
0 3 sin #m.

donde \y, = kn/L.

Demostracion.- Ejercicio.
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Utilizando esta ultima proposicién obtenemos

/  fa)sin(a)ds = a2,
0 2

de donde
o L
an = —/ f(z) sin(A,2) du.
L Jo
Para
2 ' i 2 ' in(A,z)d
by, = Tons Jo g(x) sin(Apz) dax = g g(x) sin(A\pz) da.

Por lo tanto el problema tiene solucién tnica.
Ejemplo

2.- Consideremos una cuerda de longitud 7, con v = 1, satisfaciendo las condiciones iniciales siguientes:

u(z,0) =0,
8—u(x,0) _ lsize[n/2—-1/2,7/2+1/2],

ot 0 sino.

Utilizando el método de separacién de variables, obtenemos que A\, = k, para todo k. Llegamos a la
solucién general de la forma

oo

u(z,t) = Z(an cos(nt) + by, sin(nt)) sin(nx).

n=1
Puesto que u(z,0) = 0, deducimos inmediatamente que los a,, = 0. Calculemos los b,,.
o [7/2+1/2 9
b, = — sin(nz) dv = —— (cos(n(m/2 —1/2)) — cos(n(m/2 +1/2))).
nm Jr/2—-1/2 n-m

En la figurar I11.4 podemos observar la solucién del movimiento de esta cuerda en la grafica de u(z,t)

Movimiento de la Cuerda Vibrante

2z e
g, o
iy,
2 7 2
2 ;;'c,;o,c,'t,‘:,;,c,,t,,zlllll;%%%gg;'
.

=
s s sl
7

't""“‘ RN
SRR
e “&s“\
O

£
e ey bos
R
)y iy 4

e I

(a7

Figura III.4.- Movimiento de una cuerda vibrante
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La ecuacién del Calor

Consideremos el problema diferencial

ou 0%u
2 EDP
ot K@xQ ( )
con condiciones de borde
u(0,t) = u(L,t) =0 (CB)
condiciones iniciales
u(z,0) = f(z). (CI)

Al igual que en el problema de la cuerda vibrante, suponemos que
u(z,t) = X (2)T(t),

de la misma manera obtenemos las condiciones de borde para X (z):

Remplazamos u(x,t) = X (z)T'(t) en la ecuacién (EDP) y obtenemos
T(t)X () = wT(t) X" (),

lo que da _
e  X"(z)

T " X(z)

El mismo razonamiento que en el caso de la cuerda vibrante conduce a que

X (x) = sin(Agz),

donde A, = kn/L.
Por lo tanto T es solucién .
T = —kX\T,

de donde )
T(t) = ape "Mt

La solucién general de la ecuacion diferencial con las condiciones de borde dadas es
oo
— 2 .
u(z,t) = E arpe” "M sin(\gx).
k=1

Los ay, estdn dados por las condiciones iniciales (CI), se obtienen de la misma manera que en el caso de la
cuerda vibrante. Por lo tanto,

L
ap = %/0 f(z) sin(Agz) da.
II1.3 Elementos de Calculo Variacional

Muchos problemas ingenieriles estan relacionados a problemas de optimizacién. Con el cdlculo variacional
estos problemas se pueden convertir en problemas diferenciales. Para motivar formularemos algunos ejemplos
donde intervienen problemas de optimizacién.
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Ejemplos
1.- Se quiere construir un tobogdn que tiene una altura de a metros y una longitud horizontal de b metros.
Para el disenio de dicho tobogan se supone que no existe friccién entre la superficie del tobogan y el
objeto que se desliza. Ademas se pide que el tiempo de deslizamiento sea minimo.
Para la solucién del problema, podemos asociar la superficie deslizable al grafo de una funcién y(x) con
y(0) = a y y(b) = 0, ver figura IIL.5. Por otro lado aplicando los principios y leyes de la fisica, se tiene
que el objeto a deslizarse satisface

v (z) = 29(a — y(2)),

donde v es la velocidad que tiene el objeto en el punto (x,y(x)).
Por otro lado, se tiene

Ea

donde s representa la longitud de la curva. Recordando célculo I, sabemos que
ds
i 1 2
arV Ty,

de donde 4
b b ds b
dt = v/ 1 2
Tiempo = / —dt = 19 gy — VatY dx.
o dx o ds 0 v2g(a—y)
dt

Por consiguiente, el problema consiste en encontrar una funcién y(x) con condiciones de borde y(0) = a

e y(b) =0 tal que \
/1 _|_y/2
o Vie-y)

2.- Sean a < b A >0y B > 0, se busca una funcién y(x) continuamente diferenciable con y(a) = Ay
y(b) = B tal que el édrea de la superficie de revolucién generada por y(z) sea minimal. Formulemos
matemadticamente este problema. El drea de la superficie de revolucién generada por la curva y(z) estd
dada por

dr — min.

b
Area:/ 2ry/1 4 y'? dx;

Por consiguiente el problema variacional consiste en encontrar una funcién y(x) con y(a) = Ay y(b) = B,
tal que

b
/ yv/1+y?dr — min.

En base a los dos ejemplos presentados, podemos enunciar la clase de problemas variacionales que
resolveremos en este curso.

El problema, “Encontrar y(z) con y(a) = Ay y(b) = B tal que

b
/ Liz,y(x),y(2)) da (PV)

donde L : R* — R es continua, es un problema variacional. La funcién L se llama funcién de Lagrange o
Lagrangiano.
El siguiente paso, es convertir el problema variacional en un problema diferencial, (estamos en el curso

de Ecuaciones Diferenciales). Para tal efecto, suponemos que y(x) es solucién de (PV) y consideramos una
funcién h : [a,b] — R continuamente diferenciable con
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Consideramos la funcién g : R — R, dada por

b
90 = [ Liwy(a) + (o), /(@) + el (2)) do.

Se puede mostrar que g es una funcién diferenciable y sobre todo que g tiene un minimo en € = 0. Por
Célculo I ¢’(0) = 0. Por otro lado, se tiene

b z,y(z),y (x z,y(z),y (x
g,(o):/a <8L( 7y(8y)7y( Dy + 2K 7yéy;7y( ))h,(x)) i

Integrando por partes, el segundo término de la integral se tiene

vy [ OL(,y(x), ¢ (x)) OL(b, y(b),y' (b))
g'(0) = /a Ay h a—y/h

[ (B0

(z)dx +

Por lo tanto

b 8L(a:,y(a:),y’(a?)) 8L(l‘,y(l‘),y/($)) '
/a ( o h(x) — ( By ) > dx = 0.

Esta ecuacién es valida para cualquier funcién h : [a,b] — R continuamente diferenciable, a condicién que
h(a) = h(b) = 0, lo que implica, (sin demostracién),

OL(z,y(x),y'(x)) (OL(z,y(x),y'(x)\" _
dy _< oy’ ) =0

si y(x) es solucién de (PV). Hemos mostrado el teorema

Teorema II1.3.1.- Una condicién necesaria para que y(z) sea solucién del problema variacional “Encontrar
y(x) con y(a) = A e y(b) = B tal que

b
/ Lz, y(z), v/ (z)) d;

es que y(x) sea solucién de la ecuacién diferencial de FEular-Lagrange

OL(w,y,y') OL(x,y,y)

Desarrollando la ecuacién de Euler-Lagrange, obtenemos la ecuacién
Ly — Loy — Lyyy' — Lyyy” =0 (EL)

que es una ecuacién diferencial de segundo orden, donde L, denota la derivada parcial de L respecto a y,
etc.

Ahora bien, la ecuacién (EL) puede ser simplificada, si se tiene informacién adicional respecto a L, por
ejemplo:

1.- L no depende explicitamente de y, en este caso L, = 0 y por lo tanto
Ly’ (.I, y/) = C
2.- L no depende explicitamente de 3’, en este caso L; = 0 de donde

Ly('ra y) = Oa
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es una ecuacion algebraica, caso no interesante y en general sin solucion.
3.- L no depende explicitamente de x, obtenemos por consiguiente
Ly — Lyyy' — Lyyy" =0,
multiplicamos por %/,
y/Ly - (y/)2Lyy’ - y/y//Ly’y’ =0,
efectuando las agrupaciones y manipulaciones algebraicas, se tiene
(Y'Ly +y"Ly) = (" Ly + ()’ Lyy +9'y"Lyy) = L' = (y'L})) =0,
de donde
L— y’L; =C. (EL)

Remarca.- Una gran cantidad de problemas variacionales, presentan lagrangianos independientes de x, por
lo que es conveniente memorizar la tercera versién de la ecuacién (EL).
Resolvamos los ejemplos precedentes.

Ejemplos
3.- Encontrar y(x) con y(0) = a e y(b) = 0 tal que

/b 14y :
dr — min.
a a—y

Aplicamos la ecuacién de Euler-Lagrange para este problema, se obtiene

1 +y/2 y/2
a=y (1+y?)(a—vy)

:C’

hacemos manipulaciones algebraicas y tenemos

1

(T+y”)a—y) “

por lo tanto
1+y*)a—-y) =C.

Para resolver esta ecuacién de primer orden que no estd dada de manera explicita, podemos despejar
y' o bien parametrizar y, = respecto a 6 donde 6 es el dngulo de las tangentes de la curva. Se tiene
1y’ = tan#f, de donde

sec’0(a —y) = C,
lo que da

y(0) = a + Ccos? 0.

Por otro lado,

d .
dx = Ezé = —2C cosfsinf = —2C cos> 0,
gy tan 6

integrando, obtenemos
1
z(0)=D-C(0+ 3 sin 26).

Planteando ¢ = 26, se tiene finalmente

z(¥) =D — C(J + sinv),
y(¥) =a+ C(1+ cos?),
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El siguiente paso es determinar C'y D. La condiciéon y = a cuando x = 0, la escribimos

.I(l?o) =D - 0(190 + Sin’&o) = 07
y(¥) = a+ C(1+ costy) = a.

La segunda ecuacién es equivalente a escribir C'(14-cos ) = 0, como queremos soluciones no constantes

? )
Y9 = —7 (la eleccién de —7 no es arbitraria, proviene del gréfico de la solucién ver figura I11.5. La
primera ecuacién dard D = —xwC. Por consiguiente las parametrizaciones de la curva seran

xz(¥) = =C(m + 9 + sin 9),
y(¥) = a+ C(1 + cos?),

La condicién y = 0, cuando x = a, le escribimos

{E(ﬁj) = —C(7T+19f +Sin19f) =,
y(¥y) =a+ C(1+cosvy) =0,

Dividiendo estas dos tltimas ecuaciones, se obtiene la condicién para 9

7r+19f+sin19f . b
l+cosdy  a

Determinando 9 se obtiene el valor de C'. En la figura IIL.5 se observa la solucién del problema con
a=12,b=15.

te]

10

()

20

Figura III.5.- Trayectoria mas rapida

Se podria explicitar la relacién entre x e y, ver ejercicios. Es importante observar que las soluciones que
encontremos serdn validas mientras que y(x) > 0.
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4.- Resolvamos el ejemplo 2, es decir: Encontrar y(z) > 0 con y(a) = A > 0y y(b) = B > 0, tal que

b
/ yv/1+y?dx — min.

Deducimos las ecuaciones de Euler Lagrange para este problema, se obtiene

yy/Q

—Z_—(
/1_|_y/2

y 1+y/2_

luego
Y

—__-C
/1_|_y/2

Con el mismo razonamiento que el ejemplo 3, planteamos y’ = tan 6, lo que da

Y

V14 tan? 6

:C7

de donde
y = C'|sech|.

Analizando el gréfico del problema, ver figura I111.6, —7/2 < 6 < 7/2. Por otro lado,

dr  Csecftanf

¥ s = Csect,

de donde
x = Cln(secd + tan ) + D.

El siguiente paso, es eliminar 6 de x e y, se tiene:

r—D=Cl(y/C +/(y/OF — 1),
T =y/C+/([y/C)Z — 1),
(y/C)? — 2(y/C)e T + 2T = (y/C)? — 1,y = OS2

z—D
C )

y = C cosh(

Los valores de C'y D estdn determinados por las condiciones de borde; es decir:

a—D

C cosh( A

)

C cosh(b_TD)

)

B.

En la figura II1.6 se tiene la solucién del problema para a=0,b=5, A=5y B =5.

87
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()

Figura III.6.- Curva generadora de superficie de area minima

Problemas Isoperimétricos

Con frecuencia se debe resolver problemas de optimizacién en las que las soluciones deben satisfacer una
condicion adicional, como por ejemplo: que tenga cierta longitud dada de antemano, que el area de la
superficie de revolucion generada por la curva tenga cierto valor, etc.

Son problemas que pueden formularse como: “Encontrar una funcién y(z) con y(a) = A e y(b) tal que

b
/ F(x,y,y') dx — min,

b
G('/Ea Y, yl) dr = 07

a

donde F'y G son funciones continuas. F sera la funcién objetivo y G es una funcién restriccion. Remarcamos
que G no es identicamente nula, solamente la integral se anula. Utilizando la idea de los multiplicadores de
Lagrange, visto en Calculo II, el problema original se lo replantea, definiendo

L(z,y,y',A) = F(z,y,y') — A\G(2,y,y')

y luego resolviendo: “Encontrar y(z) diferenciable con y(a) = A y y(b) = B tal que

b
/ L(x,y,y',\) dr — min.
a

Ejemplo

5.- Determinar la altura minima que deben tener dos torres de alta tensién sabiendo que la distancia que
separa las torres es 100 m, la longitud del cable es de 105m y que por cuestiones de seguridad el punto
més bajo del tendido debe estar a 3m sobre la tierra.
Para resolver este problema, consideramos la familia de funciones y(x) con y(—50) = y(50) = 0 cuya
longitud es 105; esta restriccion la escribimos como

50
/ (Vi+y?-105) dz=o.

—50
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La forma del cable esta sujeta al principio fisico de menor energia; es decir un cuerpo alcanza su estado

final cuando se encuentra en un nivel de minima energia. Como la Unica energia que se puede considerar
en este problema es la potencial, ésta es igual a

b
EP:[L/ yv/ 1+ y?de.

donde p es la densidad lineal del cable. Por consiguiente el problema consistira en encontrar una funcién
y(x) con y(—50) = y(50) = 0 tal que

b
/ yv/ 1+ y'? dr — min,
50 ’
/ (\/1 Fy? - 1.05) da = 0;

—50

de donde la funcién a aplicar las ecuaciones de Euler-Lagrange es

L(z,y, 9y, A) =y 1+ 92—\ (\/1 +y2 — 1.05) .

Como L no depende de x, aplicamos Euler-Lagrange en su variante respectiva

)—(y 1+y’2—)\<m—1.05)):c.

yy/2 s y/2
/1 + y/2 /1 + y/2
Realizamos las simplificaciones algebraicas que corresponden y se obtiene

—y+A

Vit

planteamos y’ = tan 6, de donde
y(0) = X+ csecf.
Por otro lado
dr  csecl tan6

¥ = BV = csect,

por lo tanto
z(0) = cln(sect + tan ) + d,

por simetria del problema deducimos que d = 0. El siguiente paso es expresar y en funcién de z, se

tiene:
e/ = sec + tan, (e*/° — sec§)? = tan? § = sec®d — 1,
e2®/¢ _ 2¢%/¢g0c ) = —1,
secf = % = cosh(z/c),
de donde

y(x) = A + ccosh(z/c).
La condicién de borde y(50) = 0, da A 4+ ccosh(50/¢) = 0. La longitud del cable se traduce
50 50 50
V1+y?de = / secfdr = / cosh(z/c) dz = 2¢sinh(50/c) = 105.
—50 —50 —50

De la tdlima ecuacién obtenemos el valor de ¢ = 91.96 y la otra condicién da A = —105.
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Tenemos y(0) = —13., de donde la altura de las torres respetando los tres metros reglamentarios, debe
ser por lo menos 16 m. En la figura II1.7 se observa la forma que adquiere el cable.

20

L L L L
-50 —40 -30 —20 —-10 a 10 20 30 40 50

Figura III.7.- Cable entre dos torres

Problemas Variacionales a Varias Variables

Los problemas variacionales vistos més arriba se referian a encontrar una funcién y que depende de una
sola variable x. Ahora bien, existe una cantidad de problemas donde las funciones incognitas tienen varias
componentes y dependen de una sola variable independiente, que en general es el tiempo ¢.

Los problemas variacionales que estudiaremos en lo que sigue, conciernen a curvas, es decir: “encontrar
una aplicacién v : [a,b] — R™ (y(t) = x(t)) con z(a) = A € R" y z(b) = B € R" tal que

b
/ L(t,z, &) dt — min,
a

con L: R x R” x R® — R continuamente diferenciable.”
De la misma manera con se procedio en el caso de una sola variable, se plantea

b .
g(e) = / L(t,x(t) + eh(t), & + €h(t)),

donde z(t) es supuesta la solucién del problema y h(t) continuamente diferencible que satisface h(a) = 0 =
h(b). Se tiene que g tiene un minimo en € = 0, de donde ¢’(0) = 0. Finalmente obtenemos las férmulas de
Euler-Lagrange, dejando el detalle de la determinacién al estudiante,

dL;,
R
dt !
dLs,
R
dt 2
dL;

= — Ly _Oa
dt "

sistema diferencial de orden 2 y talla n.

Remarcas.-

1.- En el caso en que n > 1 no se puede simplicar las ecuaciones de Euler-Lagrange de la misma manera
que se hizo mas arriba.

2.- Para los problemas isoparamétricos, la utilizacion de los multiplicadores de Lagrange es véalida como
antes.
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Ejemplos

6.- Determinar la curva de longitud minima que une dos puntos A y B del espacio. Por consiguiente, el prob-
lema es determinar la curva (z(t),y(¢), 2(¢)), 0 <t < 1 con (z(0),y(0),2(0)) = Ay (z(1),y(1),2(1)) = B

tal que
1
/'wﬂ+g1+%ﬁ.
0

L(t,x,y,2,%,9, 2) = /&2 + 9% + §2, como no depende ni de z, ni de y, ni de z, se tiene L, =0, L, =0
y L, =0 por lo que Lz = ¢1, Ly = cp, L; = c3, es decir
T
—F—— = (1,
Vi +y? + 22
y

Vil + iR+

Z J—
/i’2+:l'/2+2:'2

Sin perder generalidad, podemos suponer que /12 + 2 + 22 es constante, ya que para toda curva existe
una parametrizacién de tales caracteristicas. Por consiguiente

C1,

Cy.

T = C1
y=c2
z= C3
Resolviendo este sistema, se obtiene
T =cit+d;
y =cat +do
z = C3t + d3
que es la parametrizacién de una recta, los valores de ¢; y d; estan determinados por Ay B.

7.- Determinar la curva que estd por encima del eje x, que une los punto (—1,0) y (1,0) de manera que el
area limitada por la curva y el eje = sea A y la longitud de la curva sea minima.

Por consiguiente tenemos un problema isoperimétrico. La férmula de Green permite evaluar el area
encerrada por la curva. Para tal efecto, el sentido de la curva debe ser contrario a las manecillas del
reloj, por lo que debemos encontrar una curva v : [0,1] — R? con 7(0) = (1,0) y v(1) = (0,1). El area
de la region achurada serd por lo tanto

Area—/l dm—lxda:—/ll( & — xy) dt
= | gvde-gude= | —wi)dt

La longitud de la curva estd dada por

1
/\muwwt
0
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De donde el problema a resolver, sera

/01 (\/m - AMyz — my)) dt.

Aplicando las ecuaciones de Euler Lagrange, obtenemos el sistema

d| —Z— — ay | /dt = Mg,
ViZ + 2

d —L— + ) Jdt = —xi,
Vi + 2

Como en el ejemplo precedente, suponemos que /22 + 32 = ¢, de donde

=2)\y

= -2\t

ol o |8

La constante ¢ la incorporamos al lado derecho de cada una de las ecuaciones, obteniendo

d(@ — cy)
dt
d(y + cx)
dt

207
:O’

de donde
T=cy+dy

Y= —cx+ds
La trayectoria de esta ecuacion diferencial es una circunferencia, la verificacién la dejamos como ejercicio.
Por lo tanto la curva que une los dos puntos es un arco de circunferencia. La determinacién de dicha
circunferencia es un simple ejercicio de geometria.
Problemas Geodésicos

Mis arriba hemos abordado problemas variacionales en las que las funciones a encontrar no tenian restriccién
alguna, o se conocia algun valor de ésta determinada por medio de una integral. Ahora bien, en algunas
situaciones es necesario que las curvas se encuentren dentro un conjunto dado como ser una superficie.

La formulacién de este tipo de problemas estd dada por, encontrar una functién v : [0,1] — R™ con
~v(0) = Ay ~v(0) = B tal que

1
/ F(t,z, ) dt — min
0

xr €M CR™

M es en general una superficie si n = 3.

Por consiguiente, nos limitaremos al caso en que M = {x € R"|g(z) = 0}, donde g : R®™ — R es con-
tinuamente diferenciable. Utilizando multiplicadores de Lagrange, el problema se convierte en: “Encontrar
~v:[0,1] = R™ con z(0) = Ay (1) = B tal que

/0 (F(t,z, %) — Mz)g(z)) dt — min

remarcando que A depende de x”.
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Las ecuaciones de Euler-Lagrange son por lo tanto:

dF;
dtl - (FI1 - )\(‘T)gﬂ?l) =0
dF;
dt2 - (FI2 - )‘(‘T)gmz) =0
dF;
n.o__ F _ —
e (Fy, = A(w)ga,) = 0

Ahora bien, en los problemas usuales F' depende solamente de &, por lo que las ecuaciones con esta supocién
son iguales a:

dF;

—r T A@)gz =0
dry

dF;, B
7 + /\(l‘)gm” =0.

Volvamos a nuestro problema de geodésicas.

Definicién II1.3.2.- Sea M C R un conjunto (superficie), A, B € M. Una geodésica en M que une Ay B
es una curva en M que une A y B de longitud minimal.
En el caso de las geodésicas, se tiene

F(i) =\/a3 4 + 2.

Ahora bien, podemos elegir una parametrizacién de manera que /@2 + --- + @2 sea constante, por lo que
las ecuaciones de Euler-Lagrange daran

1= )‘(x)gmn

in = N®)gz,,,
Por lo tanto, deducimos que Z y grad g son linealmente dependientes en todo x € M.
Ejemplo
8.- Determinemos las geodésicas de una circunferencia. Sin perder generalidad podemos suponer que la
esfera esta centrada en el origen. Por lo tanto

g(xayaz) _R2 =0.

Ahora bien por lo hecho anteriormente (&, 4, 2) y grad g(z, y, z) = (2z, 2y, 2z) son linealmente indepen-
dientes y esto sucede si y solamente si

(#,3,%) x grad g(z,y,z) = 0.

Obtenemos las siguientes ecuaciones
Tz —Zx =0,

yr —zy = 0.
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Luego se tiene
gz —Zy=0=(yz —y2),
iz —Ex=0=(tz —x2),
iz —3y=0= (yz —yx);
de donde _ _
Yyz—yz =0
Tz — X2 = Co
yr —yi = c3
Multiplicando la primera ecuacién por z, la segunda por —y, la tercera por —z, luego adicionando se
tiene
c1x — coy +c3z = 0.

Por lo tanto, las geodésicas son las intercciones de la esfera con planos que pasan por el origen.

II1.4 Ejercicios

1.-

5.-

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales:
a) xdr +ydy = 0;

b) xdx —ydy = 0;

¢) ydr + xzdy = 0;

d) ydx —xdy = 0;

e) zdy —ydx — (1 — 22) dx = 0;

f) (2% — y) dx — x dy = 0;

g) y(z — 2y) dz — 2 dy = 0;

h) (z + ycosz)dx +siny dy = 0.

Resolver p p
yde—xdy o g,
(z+y)

utilizando factor integrante y luego mediante manipulaciones con los diferenciales.
Resolver ) ) ) )

4y* — 22 8y* —

4]42 3dx+7% —dy =0

day” — 4y° — x%y

utilizando si es necesario un factor integrante y luego resolviendo como una ecuacién diferencial ordinaria.

Consideremos la ecuacién diferencial
M(z,y)dz + N(z,y)dy = 0.

Probar que si (M, — N,)/(Ny — Mz) es una funcién g(z) donde z = zy, entonces

es un factor integrante, donde G'(z) = g(z).
;Qué forma tendra el factor integrante p si z = x + y.

Resolver las siguientes ecuaciones:
a) (ylny — 2zy) dx + (z + y) dz = 0;
b) e® dx + (e® cot y + 2y cscy) dx = 0;
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6.-

10.-

11.-

12.-

13.-

14.-
15.-

¢) xdy + xdx = /xydy.

Resolver las siguientes ecuaciones con derivadas parciales de primer orden:

0 0
a) % + a—Z = 2% +y? con u(x,0) = sinz;

0 0
b) 8_Z - 6_Z = u? con u(z,0) = e%;

Oou 1 ou
c) 9x 2oy 0 con u(0,y) = y.

0 0
d) 8—; + 3_Z =1+ u? con u(x,0) = 1.

iy . o Pu Pu .
Resolver la ecuacién de la cuerda vibrante cuya ecuacion es 92— 92 con condiciones de frontera
x

dadas por: u(0,t) = u(m,t) = 0 y condiciones iniciales dadas por:
u(x,0) = sinx + 3sin 3z

%(z, 0)=0

ou  0*u
ot a2
u(0,t) = u(m,t) = 0 y condiciones iniciales dadas por:

u(x,0) = sin 2z 4 3sin 5z

Resolver la ecuacién de difusiéon cuya ecuacién es con condiciones de frontera dadas por:

0%u B 0%u N 0%u
otz 9z  Oy?
frontera dadas por: «(0,y,t) = u(m,y,t) = u(z,0,t) = u(z,7,t) = 0 y condiciones iniciales dadas por:
u(x,y,0) = sin 2z siny + 3 sin 42 sin 3y

Resolver la ecuacién de la membrana cuadrada cuya ecuacién es con condiciones de

Ju

—(x,y,0) =0

5 (&9, 0)

Resolver la ecuacién de difusién cuya ecuacion es
ou
— = Au,
ot

con condiciones de frontera dadas por
u = 0 sobre los bordes del cuadradado de lado 7.
Condiciones iniciales dadas por:

u(x,y,0) = sinzsiny + sin 2z sin 3y.

. e ., ou  9*u .
Resolver la ecuacién de difusiéon cuya ecuacion es e = 922 con condiciones de frontera dadas por:
T
u(0,t) =0, u(m,t) = 100 y condiciones iniciales dadas por:

u(z,0) =0

Hallar la curva con y(—1) = y(1) = 1 que genera una superficie de revolucién de drea minimal.
b) Sabiendo que el drea de la superficie es minimal y el volumen es igual a 4.

Hallar la ecuacién que describe una cuerda de longitud 3 sometida a la accién de la gravedad, sabiendo
que sus extremidades tienen las coordenadas (—1,0) y (1,0).

Mostrar que la curva que une dos puntos del plano, es un segmento de recta.

Determinar las funciones extremales siguientes:

a) ®1(y) = f_ll Vy(l+y?)dz, con y(—1) = y(1) = b > 0;
b) ®5(y) = fb 149 12 con y(a) = A, y(b) = B;

a y'2
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c) ®3(y) =
) D4(y) xy/1+ y"?dzx con y(a —Ayy():B;
(y):f Va(l+y?dx con y(0) = Ay yb)=B,b>0.

Si Py @ son dos puntos de un plano, la longitud de una curva que los une es, en coordenadas polares,

b

\
c-g@‘

(x —y)?dx con y(a) = Ay y(b) = B;

I
NS

Q
/ Vdr? + r2d6?
P

Hallar la ecuacién polar de una recta haciendo que esta integral sea minima.
a) con @ como variable independiente;
b) con r como la variable independiente.



