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Prologo

Hasta hace unos veinte afios, solo estudiaban Algebra Lineal los estudiantes
con graduacion en matematicas y fisica y quienes, por trabajar en dreas como
la estadistica matemadtica de varias variables, necesitaban poseer conocimientos
de teoria de matrices. Ahora se estudia Algebra Lineal en una amplia gama
de disciplinas debido a la presencia de las computadoras de alta velocidad y
al desarrollo en la aplicacidén de las matemadticas en dreas tradicionalmente no
técnicas.

Al escribir este texto tuve presentes dos objetivos. Traté de hacer que un
amplio temario de Algebra Lineal fuera accesible a una amplia variedad de estu-
diantes que necesitaban solo conocimientos basicos de algebra de bachillerato.
Como muchos estudiantes-ya habrian cursado un afio de calculo, he incluido
también muchos ejemplos de esta materia, los cuales se indican con el simbolo
(1. Una seccién opcional (Ja Seccioén 6.7) requiere del calculo, pero éste no es
requisito indispensable.

Mi segundo objetivo fue convencer a los estudiantes de la importancia del
Algebra Lineal para sus campos de estudio. De modo que, especialmente en
los primeros capitulos, los ejemplos se tomaron de una diversidad de disciplinas.
Tales ejemplos son necesariamente breves pero representativos del mundo de
las matematicas. Ejemplos mads detallados y extensos pueden encontrarse en
la obra complementaria Aplicaciones de Algebra Lineal.

En este texto utilicé un planteamiento gradual. Los Capitulos 1 y 2 con-
tienen material analitico bdsico comun a la mayoria de los textos elementales
de Algebra Lineal. El Capitulo | analiza vectores, matrices y sistemas de ecua-
ciones lineales, mientras el Capitulo 2 constituye una introduccién a los deter-
minantes.

Sin embargo, atn en estos primeros capitulos hay secciones opcionales que
tienen el propodsito de plantear algo mas avanzado a los estudiantes. Por ejemplo,
la Seccién 1.11 contiene inversas unilaterales de matrices no cuadradas;
en la Seccién 2.3 se proporciona una demostracién completa de que det AB =
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det A det B. La prueba de este resultado primordial utilizando matrices elemen
tales, generalmente no se incluye en textos introductorios. .

Una caracteristica importante del texto es la aparicion frecuente del Teorem
Resumep, que establece puntos de unidn entre temas dispares én el estudio
de matrices y transformaciones lineales. El Teorema aparece por primera vez
en la Seccién 1.2. Versiones mds completas se tienen en las Secciones 1.8, 1.10
2.5,4.4,4.7,54y6.1. R

El Capitulo 3 analiza vectores en el plano y en el espacio. Muchos de los
temas de este capitulo se cubren en una secuencia de cdlculo. Puesto que gran
parte'del Algebra Lineal trata de espacios vectoriales abstractos, los estudiantes
qecesﬁan una buena provisién de ejemplos concretos, mds facilmente propor-
cionados por el estudio de vectores en el plano y en el espacio. Los Capitulos
4y 5 que contienen temas mas dificiles y abstractos se ilustran con ejemplos
tomados del muy concreto Capitulo 3.

El Capitulo 4 contiene una introduccién a los espacios vectoriales generales

yes necesariamente mas abstracto que los capitulos que lo anteceden. Traté’
51.1'1 embargo, de presentar el material como una extensién natural de las proz
pledgdes de los vectores en el plano —que es realmente como evoluciona el tema
Al final de! Capitulo 4 se agrega una seccién optativa en la cual demuestro qut;
todo. espacio vectorial tiene una base. En este proceso se analizan los conjuntos
parcialmente ordenados y el lema de Zorn. Este material es necesariamente mas
a.bstracto que cualquier otro del libro y puede ser omitido. Sin embargo, creo
flrmemente.que asi como el Algebra Lineal se considera como el primer curso
de matematicas en el cual las demostraciones son tan importantes como los cél-
culos, la demostracidn de este resultado fundamental debe ponerse al alcance
de los estudiantes mas motivados.
. En el Capitulo 5 continta la discusién comenzada en el Capitulo 4 con una
introduccion a las transformaciones lineales de un espacio vectorial a otro.
El capitulo comienza con dos ejemplos que muestran cémo tales transforma-
ciones pueden surgir de manera natural.

El (?apitulo 6 describe la teorfa de los valores y los vectores caracteristicos
(9 Qroplos). Su introduccion se localiza en la Seccién 6.1 y una aplicacién bio-
I(?glca detallada se da en la Seccién 6.2. En las Secciones 6.3, 6.4y 6.5 inter-
viene, en la diagonalizacion de una matriz, mientras que la Seccidon 6.6 ilus-
tra, ’en' unos cuantos casos, cémo puede ser reducida una matriz a una forma
canonica de Jordan. En la Seccién 6.8 presento dos de mis resultados favoritos
de la teoria de matrices: el teorema de Cayley-Hamilton y el teorema del Circulo
de Gershgorin. El dltimo, escasamente discutido en un texto de Algebra Lineal
e.lemental, proporciona una manera mas facil de estimar los valorgs caracteris-
ticos de cualquier matriz.

En este Capitulo 6, tuve que tomar una dificil decisién: analizar los valores
y vect.(/)res caracteristicos completos o no hacerlo. Decidi incluirlos porque me
parecio 19 més indicado. Algunas de las matrices mds “‘atractivas’’ tienen valores
caracteristicos complejos. Definir un valor caracteristico como un nimero real
solamente, puede hacer que las cosas parezcan mas simples, pero esto cierta-
mente es erréneo. Mds atin, en muchas aplicaciones concernientes a los valores
?aracteristicos (incluyendo parte del material de la Seccion 6.7) los modelos mas
interesantes dan por resultado fenémenos periddicos, y éstos incluyen valores

Prélogo ix

caracteristicos complejos. Los nameros complejos no se evitan en este libro.
Para los alumnos que no los han estudiado antes, las pocas propiedades que
necesitan se describen ampliamente en el Apéndice 2.

En estos tiempos de calculadoras y computadoras al alcance de todos, es
importante describir en un texto de dlgebra lineal como se hacen los célculos
en la ““vida real’’. En los primeros capitulos muchos calculos se hicieron con
calculadora. El Capitulo 7 contiene una introduccién a varias técnicas numé-
ricas utilizadas para resolver sistemas de ecuaciones y determinar valores y vec-
tores caracteristicos. La Seccién 7.1 analiza algunos de los problemas que pueden
surgir cuando se resuelven problemas por computadora. Las técnicas expuestas
en las Secciones 7.1, 7.2 y 7.3 pueden estudiarse en cualquier momento después
del Capitulo 1. El material de la Seccién 7.4 (referente al calculo de valores
y vectores caracteristicos) utiliza material presentado en la Seccion 6.1.

Este libro contiene dos apéndices —uno sobre induccién matematica y otro
acerca de los niimeros complejos. Algunas de las demostraciones dadas en ¢l
utilizan induccién matematica, y para los estudiantes que no han manejado este
importante método, el Apéndice 1 les proporciona una breve introduccion.

Ahora una palabra sobre la dependencia reciproca de los capitulos. El libro
fue escrito en forma secuencial, cada capitulo depende del precedente, con dos
excepciones. El Capitulo 6 puede ser cubierto sin referirse a mucho del material
del 5. El Capitulo 7 (excepto la Seccién 7.4) puede ser tratado después del 1.
Por otra parte, las secciones marcadas ‘‘opcional’” se pueden omitir sin pérdida
de continuidad.

En mi opinidn, la parte mas importante de cualquier texto de matema-
ticas elementales es el uso de ejemplos o problemas. Considero haber aprendido
mucho de dlgebra lineal resolviendo problemas, y creo que esto se verifica
también para la mayoria de los estudiantes. Asi, en muchas secciones he incluido
tantos ejemplos como sea razonable, seguidos por un buen niimero de problemas
de ejercicios v otros de naturaleza mds tedrica. Son complementados por ejer-
cicios de repaso al final de cada capitulo. Los problemas mas di ficiles estdn
marcados con una estrella (%) y unos pocos excepcionalmente dificiles con dos
(% % ).

Las respuestas de los problemas de numero impar, incluyendo demostra-
ciones, aparecen al final del libro. Las respuestas a los problemas de nimero
par pueden obtenerse en un suplemento especial dirigiéndose al editor.

La numeracién en el libro es la usual. Dentro de cada seccion, los ejemplos,
problemas, teoremas y ecuaciones estan numerados consecutivamente a partir
del 1. La referencia a un ejemplo, problema, teorema o ecuacion fuera de la
seccién en la cual aparece, se formula por capitulo, secciéon y nimero. Asi, el
Ejemplo 4 de la Seccion 2.5 se menciona simplemente, Ejemplo 4 en tal seccion,
pero fuera de la misma se refiere como Ejemplo 2.5.4.

Cambios notables en la tercera edicion

Durante los siete afios en que estuvieron publicadas las dos ediciones anteriores
de Algebra Lineal muchos lectores enviaron sus criticas y sugerencias. Mds aun,
algunas personas leyeron partes del manuscrito de la tercera edicion y sugirieron
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algunas formas de hacer el texto mas accesible a los estudiantes. Por ello, he

hecho un gran nimero de pequeiios cambios que facilitardn la lectura de este

libro.

Una de las criticas a la segunda edicién fue la de que habia una brecha muy
grande entre el material analitico operacional de la primera parte del libro, y
el material mucho mas teérico que le seguia. Para no interrumpir la continuidad

en el nivel del libro, he efectuado varios cambios notables incluyendo los
siguientes:

® Los sistemas de ecuaciones Yy matrices aparecen ahora en un sélo capitulo.
Algln material redundante fue eliminado.

Las matrices elementales se presentan en la nueva Seccién 1.10.

® Enla Seccién 1.11 se ha anadido una descripcion de inversas unilaterales para

matrices no cuadradas. Las nociones de mapeo o representacion uno a uno
y sobre se esbozan aqui.

Una demostracion completa de det AB = det A det B aparece ahora en la
Secci6n 2.3.

¢ El contenido de] Capitulo 3 (o sea ¢l Capitulo 4 de la segunda edicién) pro-
porciona un resumen de geometria vectorial en R2 y R3. Este capitulo ha sido
“flexibilizado’” de modo que puede servir en dos formas: como de repaso
para estudiantes que ya conocen el material por un curso de calculo de varias
variables, y como una breve introduccién para aquellos estudiantes que no
han tomado tal curso.

¢ En uno u otro casos el tema puede ser estudiado rdpidamente para dar mgs

tiempo al profesor en la exposicion de los temas de espacio vectorial que
siguen.

® La demostracién de que todo espacio vectorial tiene una base se halla en la
Seccién 4.12.
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CAPITULO

Sistemas de
ecuaciones
lineales y
matrices

1.1 Introduccion

Este es un libro de algebra lineal. Si buscamos la palabra ““lineal’”’ en un dic-
cionario, encontraremos algo como lo siguiente: lineal, adj. Relativo a las
lineas o de aspecto de linea.* En Matematicas, la palabra ‘‘lineal’’ significa al-
g0 mas que eso. Sin embargo, gran parte de la teoria del algebra lineal elemen-
tal es de hecho una generalizaciéon de las propiedades de las lineas rectas.

Como repaso, damos aqui algunos de los hechos fundamentales acerca de las
citadas rectas:

i. La pendiente m de una recta que pasa por los puntos (x;, ) ¥ (X3, ¥,)
esta dada por (si x, # x,).

}’2“‘)’1:9_)’

X,— X, Ax

ii. Six,—x = 0yy,# y entonces la recta es vertical y se dice que la pen-
diente no estd definida.t

iii. Cualquier recta (excepto una con pendiente indefinida), se puede descri-
bir expresando su ecuacion en la forma simplificada y = mx + b, donde
m es la pendiente de la recta y b es la ordenada al origen (el valor de
y en el punto donde la recta cruza al eje y).

iv. Dos rectas son paralelas si y solo si tienen la misma pendiente.

v. Sila ecuacion de una recta es ax + by =c (b+# 0) entonces, como se ve fa-

cilmente, m= —a/b.
vi. Si m, es la pendiente de la recta L,, m, lade L,, m, # 0y L,, L, son
perpendiculares, entonces m, = —1m,.

* (N. del E.) Tomado del Diccionario Larousse Universal llustrado, 1968.
+ A veces se dice que una recta vertical ‘‘tiene pendiente infinita’’ o que ‘‘no tiene pendiente’".

1
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1.2

vii. Las rectas paralelas al eje x tienen pendiente cero.
viii. Las rectas paralelas al eje y tienen pendiente indefinida.

En la siguiente seccion ilustraremos las relaciones entre la solucion de siste-
mas de ecuaciones y el modo de encontrar los puntos de interseccién de pares
de lineas rectas.

Dos ecuaciones lineales en
dos incognitas

Consideremos el siguiente sistema de dos ecuaciones lineales en dos incognitas
XY X%:

Xt apx;=b, 1)

Ap1X1 1 X, = by ’
donde a,, a,,, a,, ay, b, y b, son nimeros dados. Cada una de estas
ecuaciones es la ecuacion de una linea recta (en el plano X, X, en vez del plano
xy). La pendiente de la primera recta es —a,,/a,, y la pendiente de la segunda
€8~y /ay (si a, # 0y ay, # 0). Una solucidn del sistema (1) es un par de ng-
meros, denotados (x,, x;), que satisface (1). Las preguntas que surgen natural-
mente son: cuando (1) tiene soluciones? v, si las tiene, jcudntas son? Respon-
deremos a estas preguntas después de ver algunos ejemplos. En estos ejemplos
usaremos dos propiedades importantes del algebra elemental:

Propiedad A, Sia = byc = dentoncesa + ¢ = b + d.
Propiedad B. Si a = by c es cualquier nimero real, entonces ca = cb.
La Propiedad A dice que si sumamos dos ecuaciones obtenemos una tercera

ecuacion vélida. La B dice que si multiplicamos ambos lados de una ecuacién
por una constante obtenemos una segunda ecuacion valida.

Ejemplo 1

Considere el sistema

X1 —x,=7 @)
Xy +x,=5
Si sumamos las dos ecuaciones tenemos, por la propiedad A, la siguiente
ecuacion: 2x,=12 (o x,=6). Entonces, de la segunda ecuacién tenemos X=
5—-x=5-6=—1. Asi, el par (6, — 1) satisface el sistema (2) y por la forma en
que encontramos la solucién vemos que es el tnico par de ntimeros que lo hace.
Esto es, el sistema (2) tiene solucidn unica.

Ejemplo 2 Considere el sistema

X1~ X,=7

3
2x,-2x,=14 3

1.2 e Dos ecuaciones lineales en dos incognitas 3

Es claro que estas dos ecuaciones son equivalentes. Para ver esto multiplica-
mos la primera por 2. (Esto es valido por la Propiedad B.) Entonces,
X,—x, = 7T6x, = x,—7. Asi, el par (x, , x, —7) es una solucion del sistemg (3)
para cualquier nimero real x,. Esto es, el sistema (3) tiene un numero infinito
de soluciones. Por ejemplo, los siguientes pares son soluciones: (7, 0), (0, —7),
@, 1, d, —6), 3, 4y (2 -9).

Ejemplo 3

Considere el sistema
X1— X,=7

4)
2x,—2x,=13

Al multiplicar la primera ecuacién por 2 (lo cual estd permitido por la }‘"ro-
piedad B) nos da 2x, —2x, = 14. Esto contradice a la segunda ecuacion. Asi, el
sistema (4) no tiene solucion.

X2

Solucién unica

Es facil de explicar geométricamente lo que sucede en los ejemplos ante-
riores. Primero, recordemos que las ecuaciones del sistema (1) son ecuaciones
de rectas. Una solucidn de (1) es un punto (x;, x,) que esta en ambas rectas.
Si las dos rectas no son paralelas, se intersecan en un solo punto; si son parale-
las nunca se intersecan (no tienen puntos en comun), o son la misma recta (tie-
nen un numero infinito de puntos en comun). En el Ejemplo 1 las rectas tienen
pendientes 1 y —1, respectivamente. Por lo tanto, no son paralelas. Sélo po-
seen el punto (6, —1) en comun. En el Ejemplo 2 las rectas son paralelas (pen-
diente igual a 1) y coincidentes. En el Ejemplo 3 las rectas son paralelas y
distintas. Estas relaciones se ilustran en la Figura 1.1.

X2

No hay solucién Numero infinito de soluciones

(a) Rectas no paralelas;
un punto de interseccién

ayx; + anx; = by

Figura 1.1

apx; + apx; = b

- X) X1 - X1

apxy + apxy = by ayx; + apx, = by

anx; + anx; = by anxy + apx; = b

(C) Rectas coincidentes; niumero

(b) Rectas paralelas; ' 3
infinito de puntos de interseccion

sin puntos de interseccion

Ahora resolvamos el sistema (1) formalmente. Tenemos
AgX;+a12%, = by

Ay1%1+ AzX; = by
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Si multiplicamos la primera ecuacion por @, y la segunda por q,, tenemos

A11A2%X1+ Q120X = Ay b,y

(5

1201 X T 150X, = A1,b,

Antes de continuar notemos que el sistema (1) y el sistema (5) son equivalentes.
Esto significa que cualquier solucion del sistema (1) es una solucion del sistema
(5) y viceversa. Ello se sigue inmediatamente de la Propiedad B. Después resta-
mos la segunda ecuacién de la primera y obtenemos

(anazz"alzazl)xl=a22b1_a12b2 (6)

Observemos que si a,,a,, — a,,a,, # 0, entonces podemos dividir entre esta can-
tidad y tener
Gabi—aysb,

X, =
11822~ Q1209

Ahora es posible insertar este valor de x; en ¢l sistema (1), despejar x, y ha-
bremos encontrado la solucién tnica del sistema. Definimos el determinante
del sistema (1) como

Determinante del sistema (1)=a,;a,,~ a,,a,, (7)

1.9 » Dos ecuaciones lineales en dos incognitas 5

Teorema 1 Teorema Resumen, Versién 1. El sistema

apyx; +ag,x; =by
Ay Xy + ay;X; = b,

de dos ecuaciones en las incognitas x; y x, no tiene solucidén, tiene una unica
solucién o tiene un numero infinito de soluciones. Tendra:

i. Una tnica solucion si v solo si su determinante es distinto de cero.
ii. Ninguna solucion o un nimero infinito de soluciones si y solo si su deter-
minante es cero.

En la Seccion 1.6 discutiremos sistemas de m ecuaciones en n incognitas y
veremos que siempre existe una solucion, ninguna o un numero infinito de so-
luciones. En el Capitulo 2 definiremos y calcularemos determinantes para sis-
temas de n ecuaciones en # incégnitas y encontraremos que nuestro Teorema
Resumen (Versidon 1) es cierto en este contexto general.

Problemas 1.2

y habremos mostrado lo siguiente:

Si el determinante del sistema (1) #0, entonces ®)
el sistema tiene una tnica solucion.

¢Como se relaciona esta afirmacioén con lo que hemos discutido anterior-
mente? En el sistema (1) vemos que la pendiente de la primera rectaes —a,,/a,,
y la pendiente de la segunda es —aya;.* En los Problemas 31, 32 y 33 se pide
mostrar que el determinante del sistema (1) es cero si y solo si las rectas son pa-
ralelas (tienen la misma pendiente). Asi, si el determinante no es cero, las rec-
tas no son paralelas y el sistema tiene una solucidn tnica.

Ahora expresaremos en un teorema los hechos discutidos anteriormente. Es
un teorema que serd generalizado en secciones posteriores de este capitulo yen
capitulos siguientes. Este teorema, llamado ‘‘Teorema Resumen’’, nos dara
una indicacion de nuestro progreso en los capitulos siguientes. Cuando todas
sus partes hayan sido probadas, veremos una relacién notable entre varios
conceptos importantes del algebra lineal.

* Estamos suponiendo que ni a;, ni @y son cero. Si ay; 0 ay; fueran cero entonces el sistema (1)
seria facilmente resuelto. Sia, = 0, por ejemplo, entonces X} = by/a,;. Por tanto no nos preocu-
paremos de esta posibilidad.

En los Problemas del 1 al 12, encuentre todas las soluciones (si existen) a los
sistemas dados. En cada caso calcule el determinante.

1. X, —3x,=4 2. 2%~ X, =-3 3. 2x,— 8x,=5
—4x,+2x,=6 5x,+7x,=4 —3x,+12x,=8
4. 2x,— 8x,=6 5. 6x,+tx,=3 6. 3x,+ x,=0
~3x,+12x,=-9 —4x,—x,=8 2x,—3x,=0
7. 4x,—-6x,=0 8. 5x;+2x,=3 9, 2x,+3x,=4
—2x,+3x,=0 2x,+5x,=3 3x,+4x,=5
10. ax,+bx,=c 11. ax, + bx, = ¢ 12. ax,—bx,=c¢
ax,—bx,=¢ bx,+tax,=c¢ bx,+ax,=d

13. Encuentre condiciones para ¢ y b de forma que el sistema del Problema 10 tenga
una Gnica solucion.

14. Encuentre condiciones para a, b y ¢ de forma que el sistema del Problema 11 tenga
un numero infinito de soluciones.

15. Encuentre condiciones para a, b, ¢y d de forma que el sistema del Problema 12
no tenga soluciones.

En los Problemas del 16 al 21, encuentre el punto de interseccion (si existe al-
guno) de las dos rectas.

16. x—y=7;2x+3y=1 17. y—=2x=4; 4x-2y =6
18. 4x—6y=T7; 6x—9y =12 19. 4x — 6y =10; 6x-9y =15
20. 3x+y=4;y-5x=2 21, 3x+4y=35; 6x~Ty =8

Sea L una recta y sea L, la recta perpendicular a L que pasa por un punto dado
P. La distancia de L a P se define como la distancia* entre P y el punto de

* Recuerde que si ((x;, ¥1).¥ (X3, ¥5) son dos puntos en el plano xy, entonces la distancia d entre
. R AN
estos dos puntos estd dada por d =+(x; —x5)” +{y; — y,)*.
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" interseccion de L y L.. En los Problemas del 22 al 27 encuentre la distancia
entre la recta y el punto dados.
22. x=y=6;(0,0)

24. 3x+y=17;(1,2)
26. 2y —5x=-2; (5, -3)

23. 2x+3y=-1; (0,0)
28. Sx—6y=3; (2,9’
27. 6y+3x=3; (8,-1)
28. Encuentre la distancia entre la recta 2x—y =6y el punto de interseccion de las rec-
s 2x~3y=1y3x+6y=12.
* 29. Demuestre que la distancia entre el punto (x;, ) y la recta ax + by = c esta dada por

_lax, +by, ~¢|

B

30. Un zoolégico tiene aves (bipedos) y bestias (cuadripedos). Si el zoologico tiene 60
cabezas y 200 patas, ;jcuantas aves y cuantas bestias viven alli?

31. Suponga que el determinante del sistema (1) es cero. Muestre que las rectas dadas en
(1) son paralelas.

32. Siexiste una (nica solucién al sistema (1) muestre que su determinante es distinto de
cero.

33. Siel determinante del sistema (1) es distinto de cero, demuestre que el sistema tiene
una unica solucion.

d

33. Si el determinante del sistema (1) es distinto de cro, demuestre que el sistema tiene
una unica solucién,

34

Una fébrica de porcelana manufactura tazas y platos de cerdmica. Por cada taza
o plato, un trabajador mide una cantidad fija de material y la coloca en una maqui-
na moldeadora, de la cual sale automdticamente vidriada y cocida. En promedio,
un trabajador necesita 3 minutos para iniciar el proceso en el caso de una taza, y
2 minutos para un plato. El material para la taza cuesta $25 y para el plato $20.
Si se asignan $4,400 diarios para produccién de tazas y platos, ;cuédntas unidades
de cada uno de estos productos se pueden manufacturar en una jornada de 8 horas,

si un trabajador labora cada minuto del dia y exactamente se gastan los $4,400 en
los materiales?

35. Conteste la pregunta del Problema 34 si los materiales para una taza y un plato
cuestan $15 y $10, respectivamente, y se gastan $2,400 en una jornada de 8 horas.

36. Conteste la pregunta del Problema 35 si se gastan $2,500 en una jornada de 8 horas.

37. Una heladeria vende solo helado con soda y leches malteadas. En el primero se usan
1 onza de jarabe y 4 onzas de helado. En la segunda, se utilizan 1 onza de jarabe
¥ 3 onzas de helado. Si el expendio usa 4 galones de helado ¥ 5 cuartos de jara-
be en un dia, ¢cuédntos helados con soda y malteadas vende diariamente? {Equiva-
lencias: 1 cuarto = 32 onzas; 1 galéon = 128 onzas.]

1.3

Vectores

El estudio de los vectores y matrices es parte medular del algebra lineal. El es-
tudio de vectores comenzd esencialmente con el trabajo del gran matematico
irlandés William Rowan Hamilton (1805-1865).* Su deseo de encontrar un
modo de representar ciertos objetos en el plano y en el espacio, lo llevd al des-
cubrimiento de lo que llamo6 cuaterniones. Este concepto lo condujo al de Io

* Véase la resefia biogréfica.

Vector renglon de
n componentes

Vector columna de
n componentes

1.3 * Vectores 7

que actualmente se denomina vectores. Durante la vida de Hamilton, y.e.n o
que resto del siglo diecinueve, existio un considerable. debat.e sobre la utll{d.ad
de los cuaterniones o cuaternios y de los vectores. A fin de siglo, el gran fisico
britanico Lord Kelvin, escribio acerca de los cuaternios: ‘‘aun cuando son no-
tablemente ingeniosos, han demostrado ser una me,da fortuna para todos
aquellos que de alguna manera los han estudiac}o [asi como]”los vectores. . .
nunca han sido de la mas remota utilidad a criatura alguga . ,

Sin embargo Kelvin estaba equivocado. Actuaimen.te, casi todas las areas de
la fisica clasica y moderna son representadas por medio del le.ngu:fue de)e lgs vec-
tores. También se usan cada vez mas frecuentemente en las ciencias biologicas

i %
g ;)rfl;l?éccién 1.2 describimos la solucion a un sistema‘de dos ecuaciones en
dos incognitas como un par de numeros {(x,, x.z). En el E]empl9 1..6.1 expres?—
remos la solucion de un sistema de tres ecuaciones en tres incognitas como la
terna de numeros (4, —2, 3). Ambos, (x,, x,) v (4, =2, 3) son vectores.

Definimos un vector renglon de n componentes (o n-dimensional) como un con-
junto ordenado de n numeros escrito como

(x17 X250 e xn) (1)

Un vector columna de n componentes (o n-dimensional) es un conjunto orde-
nado de n numeros escrito como
Xy

> @
x’"
En (1) 0 (2), x, se llama la primera componente del vector, x, es la segunda

componente, y asi sucesivamente. En general, x, es la k-ésima componente del
vector. ] ) i

Por simplicidad, frecuentemente nos referimos a un vector renglon n-dimen-
sional como un vector renglén o un n-vector. De igual manera, usamos §l tér-
mino vector columna (o n-vector) para denotar a un vector columna n-dimen-
sional. Cualquier vector con todas sus componentes iguales a cero se llama vector
cero.

Ejemplo 1

Los siguientes son ejemplos de vectores:
i. (3, 6) es un vector renglén con dos compomnentes.

2
ii. | —1 1 es un vector columna con tres componentes.
S

* Descripciones interesantes del desarrollo del andlisis vectorial quemo pueden verse en el libro
de M.J. Crowe, A History of Vector Analysis (Notre Dame: University of thre Dame Press, 1?67)
o en el excelente libro de Morris Kline, Mathematical Thought from Ancient to Modern Times
(Nueva York: Oxford University Press, 1972), Cap. 32.
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il. es un vector renglén con cuatro componentes.

es un vector columna y un vector cero.

-
=
oo o oo

Advertencia. En la definicién de vector, la palabra ‘“‘ordenado’ es esencial.
Dos \fectores con las mismas componentes escritas en diferente orden 70 son
los mismos. Asi, por ejemplo, los vectores renglon (1,2) y (2,1) no son iguales.
. De aqui en adelante denotaremos los vectores con letras mindsculas en
tipo negro como u, v, a, b, ¢, etc. El vector cero se denota por 0.

Los vectores surgen de diferentes maneras. Suponga que el comprador de
u.na plan'ta manufacturera debe ordenar cantidades diferentes de acero, alumi-
nio, aceite y papel. Puede anotar las cantidades ordenadas con un simple

10

vector. El vector 30 indi 5 i
. 1s ca que se han ordenado 10 unidades de acero, 30

60
de aluminio, y asi sucesivamente.

Observacién.  Aqui vemos por qué es importante el orden en el que son escritas

30 10

las componentes de un vector. Es claro que los vectores 15 y 30 signi-
15
L 10/ 60

fican cosas muy diferentes para el comprador.

' Ahora describiremos algunas propiedades de los vectores. Como seria repe-
titivo hacerlo primero para vectores renglon y después para vectores columna
d.arcmos todas las definiciones en términos de vectores columna. Las definij
ciones para los vectores renglon son similares.

Las componentes de todos los vectores en este libro son nGmeros reales o

complejos.* Usamos el simbolo R” para denotar el conjunto de todos los
a1

n-vectores ,donde cada g; es un ntmero real. De igual manera, usamos

a,

.* Un nimero complejo es un nimero de la forma a + ib, donde a y b son nimeros reales e
i =+=1. Una descripcion de los ndmeros complejos se da en el Apéndice 2. No encor;traremos
vectores .complejos otra vez hasta el Capitulo 4; serdn de especial utilidad en el Capitulo 6. Por
tanto, mientras no se diga otra cosa suponemos que todos los vectores tienen componentes re'a!es

Sir William Rowan Hamilton,
1805-1865

Nacido en Dublin en 1805, en donde pasé la mayor parte de su
vida, William Rowan Hamilton fue, sin la menor duda, el més
grande matematico irlandés de su época. Su padre (un abogado)
v su madre murieron cuando era ain pequefio. Su tio, un lingilis-
ta, se encargod de la educacién del muchacho. Cuando cumplié
cinco afios, Hamilton podia leer inglés, hebreo, latin y griego.
Cuando tenia trece afios, no sélo dominaba todas las lenguas del
continente europeo, sino también el sanscrito, chino, persa, 4ra-
be, malayo, indostanico, bengali y alguncs otros mas. A Hamil-
ton le gustaba escribir poesia, tanto de nifio como de adulto, y
entre sus amigos se encontraban algunos grandes poetas ingleses
como Samuel Taylor Coleridge y William Wordsworth. La poe-
sia de Hamilton se consideraba tan mala que resulta una fortuna
que haya desarrollado otros intereses —especialmente en mate-
madticas.

Sir William Rowan

Hamilton . A L. .
(The Granger Aungue Hamilton gust6 de las matemadticas desde muy joven,
Collection) su interés por las mismas se acrecenté cuando, a los quince afos,

por casualidad, conoci6 al velocisimo calculista norteamericano
Zerah Colburn. Poco después Hamilton comenzo a leer importantes libros de matematicas
de la época. En 1823, a los dieciocho afios de edad, descubri¢ un error en la Mecdnique
céleste de Simén Laplace y escribié un impresionante articulo sobre el tema. Un afio des-
pués, ingresd al Trinity College en Dublin.

La carrera universitaria de Hamilton fue asombrosa. A los 21 afios, cuando todavia no
se graduaba, habia impresionado tanto al cuerpo docente, que fue nombrado Astrénomo
Real de Irlanda y catedratico de Astronomia de la Universidad. Al poco tiempo de este su-
ceso, escribio lo que ahora se considera un trabajo cldsico de Optica. Utilizando solo teoria
matematica predijo refraccion cdnica en cierto tipo de cristales. Posteriormente, su teo-
r{a fue confirmada por los fisicos. Con base principalmente en su trabajo, se concedid a
Hamilton un titulo nobiliario en 1835.

Su primer gran articulo puramente matematico aparecio en 1833. En este trabajo, descri-
bié un modo algebraico para manipular parejas de niimeros reales. Este estudio da reglas
que se usan ahora para sumar, restar, multiplicar y dividir los nimeros complejos. Al prin-
cipio, sin embargo, Hamilton no pudo hallar un método para la multiplicacién de triadas
o n-adas de niimeros cuando # > 2. Diez afios dedic6 a pensar en este problema, y se dice
que lo resolvié por inspiracién mientras caminaba un dia sobre el puente de Brougham en
Dublin en 1843. La clave fue la de descartar la bien conocida propiedad conmutativa de
la multiplicacién. Los nuevos conceptos se llamaron cuaterniones o cuaternios, y fueron
los precursores de lo que ahora llamamos vectores.

Durante el resto de su vida, Hamilton dedicé la mayor parte de su tiempo desarrollando
el dlgebra de los cuaternios. Crefa que habrian de tener un significado revolucionario en
la fisica matematica. Su monumental obra, Treatise on quaternions fue publicada en 1853.
Después de esto, trabajo en una obra mayor, Elements of quaternions. Aun cuando Hamil-
ton murid en 1865 antes de terminar sus ‘‘Elementos’, el trabajo fue publicado por su hijo
en 1866. .

Los estudiantes de matemdticas y de fisica conocen a Hamilton en una gran variedad de
contextos. En fisica matematica, por ejemplo, se estudia la funcion hamiltoniana, que fre-
cuentemente representa la energia total en un sistema, asf como las ecuaciones diferenciales
de Hamilton-Jacobi. En la teoria de matrices, el teorema de Cayley-Hamilton, establece
que toda matriz satisface su propia ecuacion caracteristica.

A pesar del gran trabajo que Hamilton estaba desarrollando, sus ultimos afios fueron
tormentosos. Su esposa estaba semiinvélida, y él se convirtié en alcohdlico. Por lo tanto,
es confortante destacar que durante esos ultimos afnos, la naciente Academia Nacional de
Ciencias de Estados Unidos, eligié a Sir William Rowan Hamilton como su primer miem-
bro extranjero.
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Definicién 1

Definicion 2

Cy

el simbolo C" para denotar al conjunto de todos los n-vectores C_z‘ , donde

Cn
ca;ia ¢; es un numero complejo. En el Capitulo 3 discutiremos los conjuntos
R® (vectores en el plano) y R>(vectores en el espacio). En el Capitulo 4 estu-
diaremos conjuntos arbitrarios de vectores.

Iquaidad de vectores, Dos vectores columna (0 renglon) a y b son iguales si y
s6lo si* tienen el mismo nimero de componentes y sus componentes corres-

a, b,

di . , a; b,
pondientes son iguales. En simbolos, los vectoresa = “fyb = 1§ son
) . , i al’l bn
iguales si y sélo si a, = b,a,=5by, ...,a, =b,

a, b}

Suma de vect S ® b2
e vectores. Sean a = Ly b = | n-vectores. Entonces la suma

all bﬂ

de a y b se define como

a,+b,

a,+b,

a+b= 3)

Ejemplo 2 1 -6 -5
24+8 71=1 9
4 5 9
Ejemplo 3

* Bl término “‘si y sélo si’’ se aplica a dos proposiciones: ‘‘La proposicion A si y sélo si la propo-

silci(')n B’ significa que las proposiciones A y B son equivalentes. Esto es, si la proposicion A es
cierta entonces la proposicion B es cierta y si la proposicion B es cierta entonces la proposicion A
es cierta. Dicho de otra forma, significa que no se puede tener una sin la otra.

Definicion 3

1.3 ¢ Vectores 11

Advertencia. Es esencial que a y b tengan el mismo nuimero de componentes.

Por ejemplo, la suma (2) + | 2 | no esta definida pues los vectores con dos o
3

tres componentes son diferentes clases de objetos yno se pueden sumar. Masain,
no es posible sumar un vector rengléon y un vector columna. Por ejemplo, la

1
2>+(3, 5) no esta definida.

suma (

Cuando trabajamos con vectores, nos referimos a los niimeros como escala-
res (que pueden ser reales o complejos, dependiendo de que los vectores en
cuestion sean reales o complejos).*

a,
c a,
Multiplicacion de vectores por un escalar. Seaa = | un vector v o un esca-
. a,
lar. Entonces el producto «a estd dado por
ad,
ada
aa=|"" “
ad,
-

Esto es, al multiplicar un vector por un escalar simplemente multiplicamos ca-
da componente del vector por el escalar.

Ejempio 4

2 6
3l-1)={-3
4/ \12

* Nota historica: El término “‘escalar’’ se originé con Hamilton. Su definicién de cuaternion
incluia lo que ¢l Hlamo una ““parte real” y una *‘parte imaginaria’’. En su articulo **On Quaternions,
or on a New System of Imaginaries in Algebra,”” en Philosophical Magazine, tercera serie,
25(1844): 26-27, escribid: “‘La parte algebraicamente rea! puede recibir. . . todos los valores conte-
nidos en una escala de progresion de niimeros del infinito negativo al infinito positivo; nosotros la
llamaremos, por tanto, la parte escalar o, simplemente, el escalar del cuaternion. . . " En el mis-
mo articulo Hamilton definié la parte imaginaria de su cuaternion como la parte vectorial. Aun-
que no fue la primera vez que sc uso6 la palabra “‘vector”’, fue la primera vez que se usé en el con-
texto de las definiciones de esta seccion. Se puede decir que el articulo del cual se tomé la nota pre-
cedente marca el principio del analisis vectorial moderno.
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Nota. Juntando la Definicion 1 y la Definicidn 2 podemos definir la diferen-
cia de dos vectores como

a—b=a+(-Db _ : (5)
= by a,— by
Esto significa que si a= a.2 y b= b_2 , entonces a—b= az‘—bz
a, bn a, —b"
Ejemplo 5 4 -2
6 4
Seana= | '} yb=| _ | Calcule 2a—3b.
3 0
4 -2 8 6\ /14
Solucien 2a—3b=2 6 +(=3) 4 _112 ¥ -12 _| 0
1 -3 2 of {11

Teorema 1

Demostracion de
{ii) y i)

Una vez visto como sumar vectores y como multiplicarlos por escalares, po-
demos demostrar algunas propiedades relativas a estas operaciones. Varias de
estas propiedades se dan en el Teorema 1. Probaremos las partes (if) vy (iii) y
dejaremos las partes restantes como ejercicios (vea los Problemas del 21 al 23).

Sean a, b y ¢ n-vectores y sean « v 8 escalares. Entonces:

i. a+0=a
ii. Oa =20 (Notese que el cero de la izquierda es el niimero cero y el de
la derecha es el vector nulo.)

iii. a+b=b+a (ley conmutativa)

iv. (a+b)+c=a+(b+c) (ley asociativa)

v. a(a+b)=caa+ab (ley distributiva para la multiplicacién por un escalar)
vi. (@ +B)a=aa+Ba
vii. (aB)a=a(Ba)

a, a, 0-ay 0
ji. Sia= a:Z , entonces Oa=0 a‘2 |0 "az = 0 =0.
a, a-,l 0 ~'a,l O
b, a,+b, b, +a,
iii. Sea b= b? . Entonces a+b= az-‘{hbz = bf'raz b+a.
b, a, +b, b, ;an

1.3 ® Vectores 13

Aqui hemos usado el hecho de que para cualquier par de nlimeros x y y se tiene
quex +y=y+xy0-x=0 8

Ejemplo é

Para ilustrar la ley asociativa vemos que

3 -2\ 6 1 6 7

13+8 411 +1-31=151+]-3j=12

2 -1/ 5 1 5 6
mientras que ‘

3 -2 6 3 4 7

1§+ 41+ -3 l=11i+{1i={2

2 -1 5 2 4 6

El Ejemplo 6 ilustra la importancia de la ley asociativa para la suma de vec-
tores, puesto que si queremos sumar mas de dos vectores podemos hacerlo so-
lamente sumando dos de ellos a la vez. La ley asociativa nos dice que podemos
hacer esto de dos diferentes maneras y llegar al mismo resultado. Si éste no
fuera el caso, la suma de tres o mds vectores seria mas dificil de definir pues
tendriamos que especificar cudndo queremos {(a + b) + c¢ycudndoa + (b + ¢)
para la sumaa + b + c.

Problemas 1.3

-3
En los Problemas del 1 al 10 efectiie la operacion indicada cona = 11,b =
5 2 4
~41ye = 0
7 -2
1. a+b 2. 3b 3. —2¢
4. b+3¢ 5. 2a—5b 6. —3b+2¢
7. O¢ 8. atb+c 9. 3a—2b+4c
10. 3b—7e+2a

En los Problemas del 11 al 20 efectiie la operacion indicada con a =
3,-1,4,2),b = (6,0, =1, 4) yec = (=2, 3, 1, 5). Desde luego, primero es
necesario extender las definiciones de esta seccidn a vectores renglon.

11. a+¢ 12. b—a 13. 4e¢
14. —2b 15. 2a—¢ 16. 4b—7a
17. a+b+e¢ 18. ¢—b+2a 19. 3a—2b+4c

20. aa+Bb+vye
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a,
21. Seaa= y sea § el vector columna n-dimensional cero. Use las Definiciones 2
A
y 3 para mostrar que a+0=ay Oa=0.
a4 b, Cq
b, [
22. Sean a= , b= ye= . Calcule (a+b)+ ¢y a+(b+c)y muestre
a, b, Cn

que son iguales.
23. Sean ay b como en el Problema 22 y sean a y 3 escalares. Calcule o{a+b) y cva+ ab
y muestre que son iguales. De igual manera, calcule (¢ + §)a y aa+ 3a y muestre que
son iguales. Finalmente, muestre que («f)a= o((2).
24. Encuentre nameros «, 8 y v tales que (2, —1,4) + («,8,7) = 0.
25. En la fabricacion de cierto producto se necesitan cuatro materias primas. El vector
d,

d= ? ¥ representa una demanda dada para cada uno de los cuatro materiales

ds
para elaborar una unidad de su producto. Si d; es el vector de demanda para la

fabrica 1 y d, es el vector de demanda para la fabrica 2, qué representan los vecto-
resd,+d, y 2d,?

1 -2 0
26. Seana=§ 31, b={ 4 1yc={ 1 |Encuentre un vector v tal que 2a—b+3v=4c.
2 1 4

27. Con a, by ¢ como en el Problema 26, encuentre un vector w talquea —b + ¢ —
w = 0.

1.4

Matriz

Matrices

Una matriz* A de m X n es un arreglo rectangular de mn nimeros distribui-
dos en un orden de m renglones y n columnas:

A1y Qi "t Gyttt Gy,
Ary Gop "7 Gy 0 o,
A= m
Ay Qip 0 Gy Gy
aml amZ e amj e amn

* Nota Histdrica: El término ‘‘matriz’’ fue usado por primera vez en 1850 por el matematico bri-
tanico James Joseph Sylvester (1814-1897) para distinguir las matrices de los determinantes (que
discutiremos en el Capitulo 2). De hecho, el término ‘‘matriz’’ querfa significar ‘““madre de los de-
terminantes’.

T Como en el caso de los vectores supondremos, si no se dice otra cosa, que los nameros en la
matriz son reales.

14 o Matrices 15

El numero a;, que aparece en el rengldn /-ésimo y en la columna j-ésima de
A, se conoce como la ij-ésima componente de A. Por conveniencia, la ma-
triz A se escribe a veces A = (a,;). Comunmente las matrices se denotan por
letras mayusculas.

Si A es una matriz de m X n con m = n se dice que 4 es una matriz cuadrada.
Una matriz de m x n con todas sus componentes iguales a cero es una matriz
cero de mx n.

Se dice que una matriz de m X n tiene tamafio m X n. Dos matrices A = (a;) ¥
B = (b;) son iguales si (i) tienen el mismo tamaio y (if ) sus componentes co-
rrespondientes son iguales.

Ejemplo 1

A continuacion se presentan cinco matrices de diferentes tamafios:

1 -1 3
i. A= (4 i), 2%?2 (cuadrada) ii. A={ 4 0}, 3x2

1 -2

-1 41 , . 1 6 -2
ifii. ( 3 0 2), 2x3 iv. | 3 1 4} 3x3 (cuadrada)

' 2 =6 5

0 0 00 .
V. (0 0 0 0), matriz cero de 2 X 4

Los vectores pueden ser vistos como casos especiales de matrices. Asi, por
ejemplo, el vector renglon n-dimensional (a,,a, . . . ,4,) es una matriz de
ay

I X n, mientras que el vector columna n-dimensional es una, matriz

a,/

de nx1.

Las matrices, como los vectores, surgen de un gran nimero de situaciones
10

30

practicas. Por ejemplo, vimos en la Seccion 1.3 como el vector puede

60
representar cantidades ordenadas de cuatro productos diferentes usados por

un fabricante. Supongamos que hay cinco plantas distintas. Entonces la matriz
ded x5

10 20 15 16 25

30 10 20 25 22

15 22 18 20 13

60 40 50 35 45
puede representar las 6rdenes de los cuatro productos en las cinco plantas. Po-

demos ver, por ejemplo, que la planta 4 ordena 25 unidades del segundo
producto mientras que la planta 2 ordena 40 unidades del cuarto producto.

Q=
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Definicién 1

Las matrices, como los vectores, pueden sumarse y ser multiplicadas por
escalares.*

Suma de matrices, Sean A = (a;)y B = (b;) dos matrices de m X n. La suma
de 4 y B es la matriz A + B de m X n dada por

) a3 +byy aptby, - a,t+by,

ay1+ by Ayptby, 00 Gy, by,

A+B=(a;+b;)= (2)

am1+bm1 am2+bm2 amn+bmn/

Esto es, A + B es la matriz de m X n obtenida al sumar las componentes corres-
pondientes de 4 v B.

Advertencia. La suma de dos matrices esta definida solamente cuando ambas
matrices tienen el mismo tamafio. Asi, por ejemplo, no es posible sumar entre

. (1 2 3> B
las matrices vyi 2 -5
4 5 6
4 7
Ejemplo 2 2 4 -6 Ty 0 5y

016 - 25
{13 2 1)+ 2 3 4 3\3:36 6 41}
-4 3 -5 5/ \-2 1 4 6 4

Definicién 2

Arthur Cayley
(Biblioteca del Congreso, al cual hemos llamado matriz cuadrada. Se analizaran las transformaciones lineales en el

Estados Unidos)

Multiplicacidn de una matriz por un escalar. Si A = (a;) es una matriz de m X n
y si o« es un escalar, entonces la matriz o 4 de m X n esti dada por

* El glgebra de matrices, esto es, las reglas por medio de las cuales se pueden sumar y
multiplicar matrices, fue desarrollada por el matemadtico inglés Arthur Cayley (1821-1895)
en 1857. Con Cayley, las matrices surgieron en relacién con transformaciones lineales del tipo

x = ax + by,
¥ o=+ dy,

en donde g, b, ¢, d son niimeros reales, y que pueden considerarse como una representacion
{6 mapeo) del punto (x, y) en el punto (x', y'). Claramente, la transformacion se determina
completamente por los cuatro coeficientes g, b, ¢, d, y entonces la transformacion se simbo-
liza por medio del arreglo cuadrado
(a h\
,

¢ d

Capituio 5.
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Qdqy; Qdy; o Al
(422951 [427% S, 6.1/ )

aA =(aa;)= . . e 3)
L1/ ] Ay """ O Qpn

En otras palabras, a4 = («aay) es la matriz que se obtiene multiplicando por
o cada componente de A.

1 -3 4 2 2 -6 8 4
Ejemplo3 Sea A=| 3 1 4 6] Entonce 24=| 6 2 8§ 121,
-2 3 5 7 -4 6 10 14
-3 9 =12 -6 0 0 ¢ 0
-3A=1-9 -3 -12 -18 y 0A=10 0 O O\i.
6 -9 -15 -21 0 0 0 o/
. 12 4 (4» 0 ‘3>
3 = = . Calcule —2A -+3B.
Ejemplo 4 Sea A (,7 5 .,_2> y B 1 -3 6 alcule —2
1 2 4 {4 0 5
o 24380 oo )
Solucién 2 B =(-2) 7 3 _n { }(1 3 6)

{12 0 15\_(1@ -4
\

<~2 —4 «8}, 7\
+ |= .
14 -6 4 3 -9 18/ \17 -15 22/

Teorems 1

El siguiente teorema es similar al Teorema 1.3.1. Su demostracion queda co-
mo ejercicio (vea los Problemas del 21 al 24).

Sean A, By C matrices de m X n y sea « un escalar. Entonces:
i A+0=4
i 04 =0 {Notese que el cero de 1a izguierda es el niimero cero y €l cero
de la derecha es la matriz nula.)
fii. 4 + B= B+ A (ley conmutativa pars Ila suma de matrices)
iv. (A + B)+ C= A+ (B + C) (ley asociativa para la suma de matrices)
V. (A + B) = A4 4 o8 (ley distributiva para lz multiplicacién por
escalares)
vi. 1A=A
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Nota. El cero en la parte (i) del teorema es la matriz cero de m x n. En la
parte (if) el cero de la izquierda es un escalar, mientras que el cero de la dere-
cha es la matriz cero de m X n. -

Ejemplo 5

Para ilustrar la ley asociativa notemos que
[(1 4 —*2)+<2 -2 3)]+(3 -1 2)_(3 2 1)
3 -1 0 1 -1 5/1 \0 1 4 4 -2 5
(3 -1 2) (6 1 3)
-+ =
0 1 4 4 -1 9
De igual manera,
(1 4 —2)+[<2 -2 3>+<3 -1 2)]:(1 4 ~2>
3 -1 0 1 -1 5 0O 1 4 3 -1 0

+<5 =3 5>:(6 1 3)
1 6 9 4 -1 9

Como con los vectores, la ley asociativa para la suma de matrices permite
definir la suma de tres o mds matrices.

Problemas 1.4

En los Problemas del 1 al 12 efectiie las operaciones indicadas con

13 -2 0 -1 1
A= 2 5{,B=} 1 4} yC=| 4 6\
-1 2 =7 5 -7 3
1. 3A 2. A+B 3. A-C
4. 2C-5A 5. OB (0 es el escalar cero) 6. —7A +3B
7. A+B+C 8. C-A-B 9. 2A-3B +4C

16. 7C-B+2A

11. Encuentre una matriz D de manera que 24 + B—D sea la matriz cero de 3x2.
12. Obtenga una matriz E de manera que 4 + 2B — 3C + E'sealamatrizcerode3 x 2.

En los Problemas del 13 al 20 efectie las operaciones indicadas con A =

1 -1 2 0 2 1 0 0 2

3 4 s, B={3 035} yc=[3 10}

0 1 -1 7 -6 0 0 -2 4

13. A-2B 14. 3A-C 15. A+B+C

16. 2A-B+2C 17. C—A-B 18. 4C-2B+3A

19.
20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.
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Halle un matriz D de manera que A + B + C + D sea la matriz cero de 3 X 3.
Encuentre una matriz £ de manera que 3C—2B+84 —4F sea la matriz cero de
3x3.

Sea A = (a;) unamatrizdem X nysea 0 lamatriz cero de m x n. Usando las Defini-
ciones 1y 2, muestre que 04 =0y 0+.4 =A. Igualmente, muestre que 14 =A.
Sean 4 = (a;) y B=(b;) matrices de m X n. Calcule A + By B+ A y muestre que son
iguales.

Si « es un escalar y A4 y B son como en el Problema 22, calcule a(A4 + B)yad +
o B y muestre que son iguales.

SiA = (ay), B = (b;)y C = (c;) son matrices de m X n, calcule (4 + B) + C,
v A4 + (B + C) vy muestre que son iguales.

Considere el “‘grafo’” que une los cuatro puntos de la figura. Construya una
matriz de 4 X 4 con la propiedad de que a;,,=0 si el punto i no esta conectado (por
medio de una linea) con el punto j y ;=1 si el punto / esta conectado con el punto j.

2

4
Haga lo mismo (esta vez construya una matriz de 5 X 5) para el siguiente grafo.

2

1.5 Productos de vectores y matrices

En esta seccidn veremos cdmo se pueden multiplicar dos matrices entre si. Ob-
viamente, podriamos definir el preducto de dos matrices de m X n, 4 =(a;)y
B = (b;) como la matriz m X n cuya ij-ésima componente es ;6. Sin em-
bargo, debido a las importantes aplicaciones de las matrices, se necesita otra cla-
se de producto. Comenzaremos definiendo el producto escalar de dos vectores.

ag by

L b,
Definicion 1 Producto escalar de dos vectores. Seana = | “2}yb = | "2 | dos n-vectores.

a, b,

Entonces el producto escalar de a v b, representado por a - b, estd dado por

a-b=a.b,+ab,+ -+ +a.b, (D
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* Por la notacion en (1), el producto escalar de dos vectores frecuentemente es

conocido como producto punto de los vectores. Notemos que el producto es-

calar de dos n-vectores es un escalar (esto es, un ntimero).

Advertencia,. Cuando hacemos el producto escalar de a y b necesitamos que a
y b tengan el mismo nimero de componentes.

Frecuentemente efectuaremos el producto escalar de un vector renglén y un
vector columna. En este caso tenemos

(a,a5,...,a,)- =a1b;+azb,+ -+ +a,b, 2

1 3
Ejemplo 1 Seana= (—2) y b= (—2). Calcule a -+ b.
3 4
Solucion  a-b=(1)3)+(-2)(-2)+(3)4)=3+4+12=19
1
Ejempio 2 Sean a=(2, -3, 4, —6) vy b= é Calcule &« b.
3
Solucion  Aqui @+ b= (2)(1)+(-3)(2) +(4)(0)+(~6)(3) =2 —6+0—18 = ~22.

Ejemplo 3 Suponga que un fabricante produce cuatro articulos. La demanda para los ar-
tl.culos f:sté dada por el vector de demanda d = (30, 20, 40, 10). Los pre-
€10s unitarios para los articulos estdan dados por el vector de precios p =
(820, 815, $18, $40). Si satisface su demanda, jcudnto dinero recibird el fa-
bricante?

Solucién

La demanda del primer articulo es de 30 y el fabricante recibe $20 por cada
unidad vendida del primer articulo. Por lo tanto, recibe (30)(20) = $600 por
la venta del primer articulo. Continuando este razonamiento vemos que el
total de dinero recibido serd d - p. Asi, sus entradas son d - p = (30)(20) +
(20)(15) + (40)(18) + (10)40) = 600 + 300 + 720 + 400 = $2020.

Teorema 1

Definicion 2

1.5 e Productos de vectores y matrices 2 1

El si guieme resultado se sigue directamente de la definicién de producto es-
calar (Problema 22).

Sean a, b v ¢ n-vectores y sean « y  escalares. Entonces:

i, a0=0

ii. a'b=b-a (ley conmutativa para el producto escalar)
iii. a~(b+c¢)=a'b+a-c (ley distributiva para el producto escalar)
iv. (aa)'b=afa'b)

Notemos que ro hay ley asociativa para el producto escalar. La expresion
(a-b) ¢ =a-(b-c)no tiene sentido ya que ninguno de los lados de la
ecuacion estd definido. Para el lado izquierdo, esto se deduce del hecho de que
a - b es un escalar y el producto escalar del escalar a - b y el vector € no estd
definido.

Producto de dos matrices. Sea A = (a;) una matriz de m X n cuyo i-€simo
renglén denotamos por a,. Sea B = (b)) una matriz de n X p cuya j-ésima
columna denotamos por b;. Entonces el producto de 4 y B es una matriz
C = (c;) de m x p, donde

¢y =a; ° b 3)

Esto es, el ij-ésimo elemento de AB es el producto escalar del i-ésimo renglon
de 4 (a;) y la j-ésima columna de B (b;). Si desarrollamos esto obtenemos

Cy; = a1 by + aixby+ -0 + Ginbyg @)

Advertencia, Dos matrices pueden multiplicarse solo si el nimerc de columnas
de la primera es igual al nimero de renglones de la segunda. De otra forma, los
vectores &, y b; tendrian diferente nimero de componentes y el producto esca-
lar de la Ecuacion (3) no estaria definido

Ejemplo 4

Solucion

SiA—( 1 3) 'B—(3 —2) lcule ABy BA
= 9 4 y 5 6,cacue y .

3
5

2, b,=(1 3)~('”2>:—2+18:16; o =(=2 4)-(§)=—6+20=14;

Sea C=(c;)=AB. Entonces c,; =a, *b,=(1 3)'()=3+15=18; Cip=
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Y en=(=2 4 (“2

dejando a un lado los pasos intermedios, vemos que

. (3 ~2( 1 3)_(3+4 9-8 )_( 7 1
C‘BA"(S 6) -2 4/ \5-12 15+24/ \-7 39)

18 16

=4+24=28. Asi C=A =(
) & B=\14 23

). Igualmente,

Observacion. El Ejemplo 4 ilustra un hecho importante: e/ producto de matri-
ces, en general, no es conmutativo. Esto es, en general, AB # BA. En ocasio-
nes sucede que AB = BA, pero esto sera la excepcion, no la regla. De hecho,
como lo ilustra el siguiente ejemplo, puede ocurrir que AB esté definido mien-
tras que BA no lo esté. Asi, debemos ser cuidadosos en el orden en el cual mul-
tiplicamos dos matrices.

2 0 -3 7 -1 4 7
Ejemplo 5 Sean A = (4 1 5) y B= ( 2 50 ~4). Calcule 4B.
-3 12 3

Solucion  Primero notemos que A es una matriz de 2x 3 y B es una matriz de 3 x 4. Por
tanto el nimero de columnas de A es igual al namero de renglones de B. El
producto AB, por consiguiente estd definido y es una matriz de 2 X 4. Sea
AB = C = (c;). Entonces

7 -1
=02 0 ~‘3)‘( 2)-—‘“—23 =2 0 —_3).( 5):_5

-3 1

4 7
c3=2 0 —3)'(0):2 cu=2 0 —*3)'(-—4)=5

2 3

7 -1
=@ 1 5)( 2)215 =04 1 5)( 5)=6

7
C3=(4 1 5)‘(0)=26 =@l 1 5)- (*—4)=39
2 3

23 -5 2 5
15 6 26 39

el producto BA no esta definido pues el nimero de columnas de B (cuatro) no
es igual al nimero de renglones de A (dos).

ESN

Por tanto AB = ( ) Esto termina el problema. Observe que
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Ejemplo 6 Contacto directo e indirecto con una enfermedad contagiosa. En este ejemplo se
muestra como la multiplicacion de matrices puede ser usada para modelar la
propagacion de una enfermedad contagiosa. Supdngase que cuatro individuos
han contraido el padecimiento. Este grupo tiene contacto con seis personas de
un segundo grupo. Podemos representar estos contactos, llamados contactos
directos, por una matriz4 X 6. Un ejemplo de una tal matriz lo damos a conti-
nuacioén:

Matriz de contactos directos: Grupos primero v segundo

0 1 0 0 1 0y
: 1
4= 001 0 1
000110
1 000 01

Aqui se tiene que a; = 1 si la i-ésima persona del primer grupo ha hecho con-
tacto con la j-ésima persona del segundo. Por ejemplo, el 1 en la posicién 2,
4 significa que la segunda persona del primer grupo (el infectado) ha hecho con-
tacto con la cuarta persona del segundo grupo. Ahora supéngase que un tercer
grupo de cinco personas ha tenido contacto directo con individuos del segun-
do. Esto también puede representarse por una matriz.

Matriz de contactos directos: Grupos segundo y tercero,

0 010 1
0001 0
01000

B=1{ 00 01
00010
0 01 0 0

Notese que bg, = 0, lo cual significa que la sexta persona del segundo grupo
no ha tenido contacto con la cuarta persona del tercero.

Los contactos indirectos —o de segundo orden— entre los individuos en el
primero y tercer grupos se representan por la matriz4 x 5 C = ARB. Para cap-
tar esto, basta observar que para que alguien del grupo 3 haya sido contagia-
do, debid haber tenido contacto con alguien del grupo 2, quien a su vez hubo
de ser contagiado por alguien del primer grupo. Por ejemplo, como a,, = 1y
by = 1, vemos que, indirectamente, la quinta persona del grupo 3 tuvo con-
tacto (por medio de la cuarta persona del grupo 2) con la segunda persona del
grupo 1. El numero total de contactos indirectos entre la segunda persona
del grupo 1 y la quinta del grupo 3 estd dado por

Cas = aibys + Gyabys + ay3bys + ayubys + ag5bss + ay6bgs
=114+00+00+1-14+00+1-0=2

Ahora se calculara.

Matriz de contactos indirectos: Grupos primero y tercero,
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00020
1020 2
C=4B=11 6 0 1 1
00201

Observamos que solo la segunda persona en el grupo 3 no tiene contactos
indirectos con enfermos. La quinta persona en este grupo tiene2 + 1 + I =
4 contactos indirectos.

Teorema 2

Hemos visto que la ley conmutativa no se aplica al producto de matrices.
Fl siguiente teorema muestra que la ley asociativa si se cumple.

Ley asociativa para multiplicacion de matrices. Sean A = (a;) una matriz de n x
m, B = (b;) una matrizde m X py C = (c¢;) una matriz de p X g. Enton-
ces la ley asociativa

A(BC)=(AB)C ()

es valida y ABC, definida por cualquier lado de (5) es una matriz de n X gq.

La demostracion de este teorema no es dificil pero es algo tediosa. Es mejor
darla usando notacion de sumatoria. (Si esto no le es familiar, vea los Proble-
mas del 60 al 80.) Por esta razén diferiremos la demostracion hasta el final de
la seccidn.

Ejemplo 7

Solucion

1 -3 2 -1 4
Verifique la ley asociativa para A = ( >, B= ( ), y C=

0 2 3 15
0 -2 1
4 3 2).

-5 0 6

Primero notemos que A esde2 X 2, Besde2 X 3y Cesde3 X 3. Asi, todos
los productos empleados en el enunciado de la ley asociativa 1 estdn definidos
y el producto resultante sera una matriz de 2 X 3. Entonces calculamos

ABz(l -3)(2 -1 4>:<~"7 —4 ﬂll)
0 2/\3 15 6 2 10/
0 -2 1
-7 -4 -11 39 2 -81
A = =
ame=(7 73 ¢ o) 2 )

5 0 6

BC“<2 -1 4>(2 ”i ;>_<—24 -7 24)
N \-21 -3 3
315N\ o o6 2 5

Igualmente,
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1 -3 (—24 -7 24)_( 39 2 —81)
A(BC)‘(O 2) -21 -3 35/ \-42 -6 70

Ast, (ABYC= A(BC).

Teorema 3

Demostracion de los
Teoremas 2y 3

De aqui en adelante escribiremos el producto de tres matrices simplemente
como ABC. Podemos hacer esto porque (AB)C = A(BC); asi obtenemos el
mismo resultado sin importar como se efectiie la multiplicacion (con tal de que
no conmutemos ninguna de las matrices).

La ley asociativa se puede extender a productos més grandes. Por ejemplo,
si AB, BC y CD estan definidos, entonces

ABCD = A(B(CD)) = (AB)C)D = A(BC)D = (AB)(CD) ©6)

Hay dos leyes distributivas para la multiplicacion de matrices.

Leyes distributivas para la multiplicacion de matrices. Si todas las sumas y los pro-
ductos siguientes estan definidos, entonces

A(B+C)=AB+AC )

(A+B)YC=AC+BC (8)

Ley asociativa, Como A esden X my Besdem X p, ABesde n X p. Asi,
(AB)C = (n x p) X (p %X @) esuna matriz de n X ¢g. Igualmente BC es de

m X q,y A(BC)esden X q,y asi (AB)C y A(BC) son ambas del mismo

tamafio. Debemos mostrar que la ij-ésima componente de (AB)C es igual a la

ij-¢sima componente de 4 (BC). Definimos D = (d,) = AB. Entoncesd;; =
m p

Y ayb,. La ij-ésima componente de (AB)C = DC es ) dyc; =

i == 1 =1

v o .
> (L ay 17“)(',',- = Y Y agbyc,. Ahora definimos E = (e;) = BC. Enton-

I=1\k=1 k=11=1
E m

ces ¢; = » byc,;y la ij-ésima componente de A(BC) = AE es Y Gl =
=1 k=1

m D
Y ¥ agbuc;. Pero ésta es la ij-ésima componente de (AB)Cy el teorema que-
k=11=1

da asi demostrado. B
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Leyes distributivas, Probaremos la primera ley distributiva (Ecuacion 7). La prue-

ba de la segunda (Ecuacién 8) es idéntica y por lo tanto la omitimos. Sea A"

de nxXm y sean By C de m X p. Entonces la kj-ésima componente de B+ C es

by;+c,; y 1a jj-ésima componente de A(B+C)es 2 aulb+c¢ )= 2. Quby+
k=1 k=1

kL a,.c; = ij-ésima componente de AB mas la ij-ésima componente de AC, lo
=1

que prueba la Ecuacién (7). &

Problemas 1.5

En los Problemas del 1 al 7 calcule el producto escalar de los dos vectores.

2 3
1. 31,40 2.(1,2,-1,0); (3,~7,4,-2)
-5 4

3. (i) (é) 4. (8,3,1); (7,4, 3)

x y
5. (a, b); {c,d) 6. (y);(z)
z X

7. (-1,-3,4,5); (-1,-3,4,5)
8. Sea a un n-vector. Muestre que a - a = 0.

9. Encuentre condiciones en un vector a de forma que a - a = 0.

1
En los Problemas del 10 al 14 efectiie el cdlculo indicado con a = (*2),

0 4
b:(“3) Yy ¢ =(~1).
10. (2a) - (3b) 11. a-(b+¢) 12. ¢- (a—b)
13. (2b) - (3¢ 5a) 14. (a—¢)- (3b—4a)
En los Problemas del 15 al 29 efectiie las operaciones indicadas.

SN w2 w0
(390D i o) w0 d)

0 1 2 3
21(‘)2(714>2214-201 L4622 =35
N\, 42 3 '(30 4)(2 3> B2 3 541 06)

104\ 31
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2 -3 5,1 46 5 4
24(1 06)(—235) .04 02,
2 3 1/\1 0 4 L s
!
32 1 -2\f4 372 oo
C 40 3)0 27.(4 06)(()10)
\, 5 1 9/\0 01

10 0 /3 -2 1 a b ¢ 4s1 0 O »
s 1o 1 olla 06l 20.ld e filo 1 ol en dqnde a, b ¢, d,e f,
) 1 g, h, j son numeros reales.

30.

* 31.

32.

/33,

00 1/\s 19 g h i/ 0
E i A—(a b)tl A(2 3)—<1 o
ncuentre una matriz A = . d al que L o) 1))

Sean a,,, @5, @2 ¥ dy numeros reales dados tales que @,,az — @202 # 0. En-

cuentre numeros by, by, by ¥ by tales que (a“ an)(b” b12>=(1 0)
i Pz B2l - a1 ax/\by by 01

L. e . 2 -1 4
Verifique la ley asociativa de la multiplicacidn para las matrices A = ( ),

1 06
10 1 16

B=(2 -1 2>,yc—(—2 4).
3 -2 0 05

Como en el Ejemplo 6, supongase que un grupo de individuos ha contraido una
enfermedad infecciosa. Estas personas tienen contacto con un segundo grupo que

0 1 o

a su vez tiene contacto con un tercero. Sea 4 =0 1 1 0} la matriz que re-
1 0 0 1

presenta los contactos entre el grupo contagioso y los miembros del grupo 2, y sea

0

O - O e
—_ O O e
oo = O
_0 O O

0

la matriz que representa los contactos entre los grupos 2y 3. (a) ;Cuantas personas
hay en cada grupo? (b) Halle la matriz de contactos indirectos entre los grupos 1y 3.

1 01 10
34. Responda a las preguntas del Problema 33 si A= ( ) y

01 0 11
1 000001
0101000
B={1 1 00 1 1 1
0001101
0 100000



28 CAPITULO 1 ® SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES Y MATRICES

Vectores
ortogonales

Se dice que dos vectores a y b son ortogonales sia - b = 0. En los Problemds
del 35 al 39 determine qué pares de vectores son ortogonales.*

L /2
35 ( 2)- (3> 36 ( ?‘)' ("3> | 4l |3
=3/ 2 =37\ 2 ’ ’

-7/ \2
a 0
o\ [a
38, (1,0,1,0); 0,1,0,1) 39.f b} 0
[4

40. Encuentre un numero o de forma que (1, —2, 3, 5) sea ortogonal a (—4, «, 6, 1).

1
—a
41. Encuentre todos los numeros o« y f de forma que los vectores v
4
5 3
sean ortogonales.

Ve
7

42. Demuestre el Teorema 1 a partir de la definicién de producto escalar.

43. Un fabricante de joyeria tiene pedidos para dos anillos, tres pares de aretes, cinco
fistoles y un collar. El fabricante estima que requiere 1 hora de trabajo el elaborar
un anillo; 13 horas el hacer un par de aretes; +hora el hacer un fistol, y 2 horas,
la elaboracién de un collar.

(a) Exprese las érdenes de trabajo o pedidos como un vector renglén.

(b) Exprese los tiempos de elaboracién de los diversos productos como un vector
columna.

(c) Utilice el producto escalar para determinar el numero total de horas que se
requeriran para surtir los pedidos.

44. Una turista que regresa de un viaje por Europa se encuentra que posee el siguiente
dinero: 1000 chelines austriacos, 20 libras esterlinas, 100 francos franceses, 5000
liras italianas v 50 marcos alemanes. En dolares estadunidenses, un chelin valia
$0.055; la libra, $1.80; el franco, $0.20; la lira, $0.001, y el marco, $0.40.

(a) Exprese la cantidad de cada moneda por un vector renglon.

(b) Exprese el valor de cada moneda en ddlares por un vector columna.

{¢) Utilice el producto escalar para hallar a cuantos délares equivalia el dinero
de la turista.

45. Una compaiia les paga a sus ejecutivos su sueldo y les concede participacion en
las acciones como una gratificacién anual. El afio pasado, el presidente recibio 80,000
unidades monetarias (u.m.) y 50 acciones, cada uno de los tres vicepresidentes reci-
bis 45,000 u.m. v 20 acciones, v el tesorero, 40,000 uv.m. y 10 acciones.

{a) Exprese los pagos en dinerc y en acciones por medio de una matriz de 2 X 3.

(by Exprese el nimero de ejecutivos de cada categoria por un vector columna.

(¢y Utilice Ia multiplicacién de matrices para calcular la cantidad total de dinero
y de acciones que erogd la compafiia en el pago a sus funcionarios principales
el ultimo aifio.

- * Los vectores ortogonales seran tratados ampliamente en los Capitulos 3 y 4.
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46. Las ventas, utilidades brutas por unidad y los impuestos unitarios de una gran com-
pafiia se dan en la tabla siguiente.

Producto
Ventas del
Producto Pro- Utilidades Impuestos
Mes 1 n | ducte (en cientos de u.m.) (en cientos de u.m.)

Enero 4 2 20 I 3.5 1.5
Febrero 6 1 9 i 275 2
Marzo 5 3 12 HI 1.5 0.6
Abril 8§ 25 20

Encuentre una matriz que muestre el total de utilidades e impuestos en cada uno
de los 4 meses.

47. Sea A una matriz cuadrada. Entonces A2 se define simplemente como AA. Calcule
2 —1\2
G o
1 -2 4
48. Calcule A%, en donde A=§{2 0 3}.
1 1 5

-1 2
49, Determine 4%, en donde A = ( ; 4).

50. Bvalie A%, A3, A%y A5, en donde

/i) 10 0\
100

A=§ 10

10 0 0 1

\o 0 0 0

51, Calcule 42, A%, A%y A°, en donde

100 0\
010 0%
]
0010 |
000 1]
00 0 0/

WL
[

. Unamatriz A de n X ntiene la propiedad de gue su producto con cualquier matriz
de n X n es la matriz cero. Pruebe que 4 es la matriz cero.

83. Una matriz de probabilidad es una matriz cuadrada con dos propiedades: (i) cada
componente es no negativa (=0) y (i) la suma de los elementos de cada rengién
es 1. Las siguientes son matrices de probabilidad:

111 1 1 2
3 3 3\ & 6 3
P={% 4 3} y ¢g={0 10
\Q0 O 1/ + 13

Muestre que PQ es una matriz de probabilidad.
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* 54. Sea P una matriz de probabilidad. Muestre que P2 es una matriz de probabilidad.

*55. Sean P ¥ Q matrices de probabiliad del mismo tamafio. Pruebe que PQ es una ma-
triz de probabilidad. :

* 56. Demuestre la formula (6) usando la ley asociativa (Ecuacion 5).

Un torneo de tenis puede ser organizado de la siguiente forma. Cada uno de los

n jugadores juega contra todos los demds, y los resultados son registrados en una
matriz R de n X n como sigue:

0 si el i-ésimo jugador pierde ante el J-ésimo jugador

. 1 si el i-ésimo jugador vence al J-ésimo jugador
R;
Osii=j

Al i-ésimo jugador se le asigna el siguiente puntaje
n“ 1 n
S=Y R+ 2 (RY),*
i=1 i=1

(a) En un torneo entre cuatro jugadores.

0100
00 1 1
R”looo
1010

Clasifique a los jugadores de acuerdo a sus puntajes.
(b) Interprete el significado de la clasificacidn.

58. Sea O la matriz cero de m X n y sea A una matriz de n X p. Muestre que OA
= Oy, donde O, es la matriz cero de m X D.

§9. Verifique la ley distributiva (Ecuacion 5) para las matrices
1 24 2 7 -1 2
AZ(3 1 O) B=(—] 4) C=( 3 7)
6 0 4 1

Debido a que usaremos la notacién % en varias partes de este libro, el lector
deberia familiarizarse con ella. Los siguientes problemas estdn disefiados para
este propdsito. En los Problemas del 60 al 67 evaliie las sumas dadas.

4 3 6 8
60. Y 2k 6. ¥ i 62. ¥ 1 63. ¥ 3
k=1 i=1 k=0 K=1
5 1 7 2+3 3 4 3 4
64. T —— 65. y 22 6. Y Y ij 67. ¥ ¥ k%P
i=2 141 i=s j—2 i=1j=1 k=1j=2

En los Problemas del 68 al 80 escriba cada suma usando la notacion T

68. 1+2+4+8+16 69. 1-3+9-274+81-243
23456 7 n ‘ _
"37475 6 78T U T 142243 g s s L i
T2 T4 %7+ x+ %%+ x 124 x 154 5 154 521
11 1 1 1 1 1 1 1
e B R T R L
a a’> a® a* @' 4 4 & 2
74. 1-3+3-5+5~7+7'9+9~1'l+11-13+13-15+15~17

* 2 Lo .
(R )i es'la ij-ésima componente de la matriz R2.
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75. 24437 6+42-8+52-10+6>- 12+7%- 14
76. Qi1+t a1+ a3+ s T axntas
71. ayprtaptay +antas+as
T8. Ayt Ar+0ay+ata0:1+ a5+ A3+ A3+ a4+ Aur+ a3+ Ay
79. asibyy+asnbyntassbntassbi+asshbs,
80. as;b11C1s+ A21b12Costazib1aCas+ as1biscys
+a2:b21C15F A22b22C25 + Aabpscas + A2b24C4s
+ a23b31€15+ Ar3bsaCas+ A23b33Cas + A23b3aCas

1.6

m Ecuaciones en n incognitas:
Eliminaciones de Gauss-Jordan
y gaussiana

En esta seccion describimos un método para encontra}r t9da§ las soluciones (si
existen) de un sistema de m ecuaciones lineales' enn mc‘ogmtas. Al hac.er esto
veremos que, como en el caso de 2 X 2, tales sistemas tienen una soluc1()'n, un
namero infinito de soluciones o ninguna solucién. Antes de entrar al método
en general veamos algunos ejemplos simples.

Ejemplo 1

Solucion

Resuelva el sistema
2x, + 4x, + 6x3 = 18
4x1 + 5X2 -+ 6X3 =24 (1)
3x; + x; —2x3 =4
Buscamos tres niimeros x;, X, y X; tales que las tres ecuaciones en (1) sean satis-
fechas. Nuestro método de solucién consistira en simplificar las ecuacxo_nes co-
mo lo hicimos en la Seccién 1.2 de forma que las soluciones sean facilmente
identificadas. Empezamos por dividir la primera ecuacion entre 2. Esto da
Xy 4+ 2%, +3x3=9
4x, + 5x, + 6x3 = 24 2
3, + x; —2x3=4
Como vimos en la seccidon antes mencionada, sumar dos ecuaciones nos 1.leva a
una tercera ecuacion vélida. Esta ecuacién puede reemplazar en el s)ste.ma
a cualquiera de las dos ecuaciones usadas para obtenerla. Empezamos a sim-

plificar el sistema (2) multiplicando por —4 ambos lados de la primera ecuacion
en (2) y sumando esta nueva ecuacion a la segunda. Esto nos da

__4x1 — 8_)(2 — 12X3 = _36

dx, + 5x, + 6x3 =24

Il

— 3x2 — 6X3 = —12

La ecuacién —3x, — 6x, = —12 es nuestra segunda nueva ecuacion y ahora el
sistema es
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X1 +2X2 + 3X3 =9
= 3%, —6x3 = —12
3x; + Xy — 2x3 =4

AhOIa I]lulilphcamo
S la prlmela ecuacion DOI 3 y la sumamo
S a Ia tercera

- X1+2X2+ 3X3=9
—3x, — 6x3= —12 3)
—5x; — 11x; = =23

Notemos que i i i imi
! q en el sistema (?) 12} Yarxable X, ha sido eliminada de la segunda
¥ tercera ecuaciones. Después dividimos la segunda ecuacién entre —3:

Xt +2x; + 3x3=9
Xy + 2x3 =4
= 5x; = 1lx; = —23

Multxplfca'mos la segunda ecuacién por =2 y la sumamos a la primera; luego
se multiplica la segunda ecuacidn por 5y se suma a la tercera: ’

X1 — x3:1
XQ+2X3‘—“-4
- X3= -3

Multiplicando la tercera ecuacion por —1:

X1 — x3=1
X2+2.)C3:4
)C3=3

1Flrtlalmente, sumamos la tercera ecuacién a la primera y después se multiplica
a . _

; ercera ecuacion por) 2yselasumaala segunda para obtener el siguiente
sistema (el cual es equivalente al sistema (1)):

Xy =4

X, =-2

Est + s ;. . oy e
a es la solucién tnica al sistema. La escribimos en la forma de vector

(4, =2, 3). El método aqui
> T4 qui usado se conoce ¢ & iminacic
Gauss-Jordan. * omo metodo de eliminacion de

* Llamado asi en honor del it A iedri
L : ; gran matematico alemdn Carl Friedrich Gauss (1777-1855) y del -
matico francés Camille Jordan (1838-1922). Véase la resefia biografica de Gauss v detmate

Matriz de
coeficientes

Matriz
sumentada

1.6 e m Ecuaciones en n incognitas: Eliminaciones de Gauss-Jordan y gaussiana 33
Antes de continuar con otro ejemplo resumiremos lo hecho en éste:

i. Dividimos para hacer igual a 1 el coeficiente de x, en la primera ecuacion.

ii. “Eliminamos’’ los términos en x, de la segunda y tercera ecuaciones. Esto
es, hicimos los coeficientes de estos términos iguales a cero multiplicando
la primera ecuacién por nimeros apropiados y después sumandola a la se-
gunda y tercera ecuaciones, respectivamente.

iii. Dividimos para hacer igual a 1 el coeficiente del término en X, en la se-
gunda ecuacion y después usamos ésta para eliminar los términos en x, de
la primera y tercera ecuaciones.

iv. Dividimos para hacer igual a 1 el coeficiente del término en x; de la ter-
cera ecuacion y después usamos esta ecuacion para eliminar los términos
en x, de la primera y segunda ecuaciones.

Debemos enfatizar que en cada paso obtuvimos sistemas que son equivalen-
tes. Esto es, cada sistema tiene el mismo conjunto de soluciones que el sistema
anterior. Esto se deduce de las Propiedades A y B de la Seccién 1.2.

Antes de resolver otros sistemas de ecuaciones, introduciremos una notacién
que haga mas facil escribir cada paso en nuestro procedimiento. Una matriz es
un arreglo rectangular de nimeros. Los coeficientes de las variables x|, x, y
X, en el sistema (1) pueden ser escritos como los elementos de una matriz A4,

llamada matriz de coeficientes del sistema:

2 4 6
A={4 5 6 )
3 1 =2
Defina los vectores x y b como
Xy 18
X=1{x,0 y b=1}24
X3 4

El sistema (1) puede escribirse en la forma
Ax =b

En cada paso del Ejemplo 1, se escriben muchas x. Esto no es necesario: Usan-
do la notacién matricial, el sistema (1) puede expresarse como la matriz
aumentada

2 4 6 18
4 5 6 24 ©)]
3 1 =2 4
Por ejemplo, la primera fila de la matriz aumentada (5) se lee 2x, + 4x, +
6x; = 18. Notese que cada fila o renglén de la matriz aumentada correspon-

de a una de las ecuaciones del sistema.
Ahora introduciremos alguna terminologia. Hemos visto que multiplicando
(o dividiendo) los dos lados de una ecuacién por un nmero diferente de cero
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| Carl Friedrich Gauss, 1777-1855

- El'mds grande matematico del siglo diecinueve, Carl Friedrich Gauss
- es considerado uno de los tres mas grandes matematicos de todos
los tiempos —siendo los otros dos Arquimedes y Newton.

Gauss naci6 en Brunsvick, Alemania en 1777. Su padre, un tra-
bajador pertinaz que fue excepcionalmente obstinado y nunca cre-
¥6 en la educacién formal, hizo todo lo que pudo para mantener
a Gauss fuera de las escuelas. Afortunadamente para Carl (y para
las matematicas), su madre, pese a no contar tampoco con educa-
cién formal, alent6 a su hijo en sus estudios y participé con orgullo
de sus logros hasta los dias de su muerte, a la edad de
97 afios.

Gauss fue un nifio prodigio. A la edad de 3 afios, encontré un
error en la contabilidad de su padre. Se cuenta una famosa historia
de Carl, a la edad de 10 afos, cuando pupilo de la escuela local de

Carl Friedrich Gauss ~ Brunsvick. El maestro era famoso por sus asignaciones de tareas
(Biblioteca del Congreso, para mantener a los nifios ocupados. Un buen dia les pidi6 po-

Estados Unidos) nerse a sumar los nimeros del 1 al 100. Casi en forma instantdnea,

Carl coloco su pizarra cara abajo con las palabras “‘ahi esta’’. Des-
pués, el maestro descubri6 que Carl era el tinico que tenia la respuesta correcta, 5050. Gauss

habia notado que los nimeros podian disponerse en 50 parejas, cada una con la suma 101

(1 + 100, 2 + 99, y asi sucesivamente), y 50 x 101 = 5050. Mds tarde en su vida, Gauss

decia que antes de aprender a hablar, ya sabia sumar.

Cuando tenia 15 afios, el duque de Brunsvick advirtié su talento, y se convirtié en su pro-
tector. El duque le ayudo a ingresar a la Universidad de Brunsvick en 1795 , y tres afios des-
pués, a la Universidad de Gotinga. Titubeante entre las disciplinas de filosofia y matemdtica,
finalmente eligi6 las ciencias matemdticas después de dos extraordinarios descubrimientos.
Primero, inventé el método de minimos cuadrados, una década antes de que Legendre pu-
blicara el resultado. Segundo, un mes antes de su cumpleafios decimonono, resolvié un pro-
blema cuya solucién se habia buscado por mds de dos mil afios. Gauss mostré cémo construir,
con solo compds y regla, poligonos regulares cuyo numero de lados no fuese un multiplo
de 2, 3 0 5. El 30 de marzo de 1796, dia de su descubrimiento, comenzé un diario cuyas
lineas iniciales describian la construccién de un poligono regular de 17 lados. El diario, que
contiene 146 menciones de resultados en s6lo 19 péginas, es uno de los documentos mas
importantes en la historia de las matematicas.

Después de un periodo breve en Gotinga, Gauss pasé a la Universidad de Helmstaedt
yen 1798, a la edad de 20 afios, escribi6 su famosa disertacién doctoral. En ella dio la pri-
mera demostracion rigurosa del teorema fundamental del algebra: todo polinomio de grado
n, posee, contando las multiplicidades, # raices. Muchos matemadticos, incluyendo a Euler,
Newton y Lagrange, habian intentado la demostracion de este resultado.

Gauss realiz6 un gran nimero de descubrimientos en fisica y en matemadticas. Por ejem-
plo, en 1801 usé un nuevo procedimiento para calcular, con muy pocos datos, la 6rbita del
asteroide Ceres. En 1833, inventé el telégrafo electromagnético con su colega Wilhelm Weber
(1804-1891). No obstante su brillante trabajo en astronomia y electricidad, su desempe-
fio en matemdticas es todavia mas asombroso. Hizo contribuciones fundamentales al algebra
y la geometria. En 1811, descubrié un resultado que indujo a Cauchy a desarrollar la teoria
de la variable compleja. Lo encontramos aqui (en este libro) en el método de eliminacion
llamado de Gauss-Jordan. Los estudiantes de andlisis numérico estudian la cuadratura de
Gauss —una técnica de integracion numérica.

Gauss se convirtio en catedratico de matematicas en Gotinga en 1807, y permanecié en
ese puesto hasta su muerte en 1855. Aun después de su muerte, su espiritu matemético que-
do6 para tormento de los matematicos del siglo diecinueve. Frecuentemente ocurria que al-
gun supuesto nuevo resultado importante ya habia sido descubierto anteriormente por Gauss
y podia ser encontrado en sus notas no publicadas.

En sus escritos de matemdticas, Gauss era un perfeccionista y es quizd el ultimo matema-
tico que sabia todo de su materia. Defendiendo el punto de vista de que una catedral que

Notacién

1.6 ¢ m Ecuaciones en n incognitas: Eliminaciones de Gauss-Jordan y gaussiana 35

se construye no es tal sino hasta que la ultima parte del andamiaje se ha retirado, hacia
cada una de sus obras completa, concisa y pulida. Utilizaba un sello que mostraba un 4rbol
con algunos pocos frutos y el lema: Pauca sed matura (pocos pero maduros). Pero Gauss
también creyé que las matematicas debian reflejar el mundo real. A su muerte, fue honrado
con una medalla conmemorativa en la que se inscribié ‘‘De Jorge V, Rey de Hanover, al
Principe de los Matemadticos’’.

se obtiene una nueva ecuacion valida. Més aun, si sumamos un multiplo de
una ecuacion a otra ecuacion del sistema obtenemos otra ecuacion valida. Fi-
nalmente, si intercambiamos dos de las ecuaciones de un sistema se obtiene un
sistema equivalente. Estas tres operaciones, cuando se le aplican a los renglo-
nes de la matriz aumentada de un sistema de ecuaciones, se denominan opera-
ciones elementales de renglon (o sobre renglones).

Resumiendo, las tres operaciones elementales sobre renglones aplicables a la
representacion de la matriz aumentada de un sistema de ecuaciones son:

Operaciones elementales de renglon

. Multiplicar (o dividir) un renglon por un namero distinto de cero.
. Sumar un multiplo de un renglon a otro renglon,

iii. Intercambiar dos renglones.

El proceso de efectuar operaciones elementales de renglon para simplificar
una matriz aumentada se llama reduccion por renglones.

i. M, (¢) indica ‘“‘multiplicar el i-ésimo renglon de una matriz por el nimero
c’.
ii. A4;, (o) indica ‘‘multiplicar el i-ésimo renglon por ¢ y sumarselo al j-gsimo
renglén’’.
ifi. P, indica ‘‘intercambiar (permutar) los renglones i y ;.
iv. A — B indica que las matrices aumentadas 4 y B son equivalentes; esto
es, que los sistemas que representan tienen la misma solucion.

En el Ejemplo 1 vimos que si usamos las operaciones elementales de renglén
(i) y (ii) varias veces obtenemos un sistema en el cual las soluciones al sistema
quedan dadas explicitamente. Ahora repetimos los pasos del Ejemplo 1, usan-
do la notacién anterior:

/24 6]18 12 3|9\ aye /1 2 3 9\
45 6|24) 29, 145 6J24 O /R R )
31214 31 .24 0 —5 —11] —23
I 2 3 9 a,0- /10 —1 ‘ 1
Do 1 2| 4 | @ ( 01 2| 4
0 -5 —11]-23 \00 —1|-3
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10 ~1]1 As (D) 100 4
M3(‘_ll) 01 214 A3.2(~2) 010 -2
00 113 001 3

De nuevo fdcilmente “‘vemos”’ la solucién x; = 4, x, = =2, x, = 3.
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Ejemplo 2

Solucion

Resolver el sistema
2x; 4+ 4x; + 6x5 = 18
4x, + 5x, + 6x3 =24
2xy + Tx, + 12x5 = 30

Observemos que este sistema puede escribirse como Ax = b, en donde

2 4 6 X, 18
A=14 5 6 x={x,], v b=1{24
2 7 12 X3 30

Para resolverlo procedemos como en el Ejemplo 1, expresando primero el sis-
tema como una matriz aumentada:

2 4 6 | 18)
45624)
2 7 12130

Se obtiene sucesivamente,

12 319\ 4. /1 2 3\
45 6] 24) 25 [0 -3 —6 | -12
2 7 12 30 0 3 6! 12

I 2 319 A;,(=2) 10 —1|71
Ma(=h, . 01 2|4 Az,s(‘3z) 0 1 2| 4
0 3 6112 0 0 0]0

Esto equivale al sistema de ecuaciones

M3
—

Xy - x3=1

Xy + 2x3 =4

Hasta aqui puede llegarse. Hay s6lo dos ecuaciones en tres incognitas X1, X3,
X; y puede haber un numero infinito de soluciones. Para ver esto, elijase x;. En-
tonces x, = 4 ~2x;yx, = 1 + x;. Esto es una solucidn para cualquier nimero
X;. Escribimos estas soluciones en la forma vectorial (I + x;, 4 — 2.x,, X;). Por
ejemplo, si x; = 0, se obtiene la solucién (1, 4, 0). Para x; = 10, resulta la
solucion (11, —16, 10).

Ejemplo 3 Resuelva el sistema
2x; +4x, + 6x3 =18
4x, + S5x, + 6x3 =24 (6)
2xy + Txy + 12x53 = 40
Solucion Usaremos la forma de la matriz aumentada y procederemos exactamente co-

mo en el Ejemplo 2 para obtener, sucesivamente, los siguientes sistemas. (No-
temos que en cada paso, usamos las operaciones (i) o (ii).)

2 4 6 |18 123 19
45 6 |24}29504 5 6 24
27 12140 2 7 12140
a,-9 [1 2 3 {1 2 3|9
23 g 3—6—12 D00 1 24
0 3 6| 2 \o 3 6|22
Aya(=2) 1 0 —1 1 10 1 1
A5(=3) 0 1 214 M y(s) 0 1 214
00 0]10 00 01

La @ltima ecuacion queda Ox, + Ox, + Ox, =1, lo que es imposible ya que 0#1.
Asi, el sistema (6) no tiene solucion,

Veamos otra vez estos tres ejemplos. En el Ejemplo 1 empezamos con la

matriz
2 4 6
A = (4 5 6
\3 1 =2
En el proceso de reduccion por renglones A, fue “‘reducida’ a la matriz
1 0 0
R;=10 1 0
0 0 1
En el Ejemplo 2 empezamos con
/2 4 6
A, = (4 56
2 7 12
y terminamos con
1 0 -1
R,={0 1 2
0 0
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Definicion 1

En el Ejemplo 3 empezamos con

2 4 6
Ay ={4 5 6
2 7 12
y, otra vez, terminamos con
1 0 -1
Ry={0 1 2
0 0 0

Las matrices R,, R, y R; se denominan formas escalonadas reducidas de
las matrices A,, 4, y A,, respectivamente. En general, tenemos la siguiente
definicion.

Forma escalonada reducida. Una matriz esta en forma escalonada reducida si se
cumplen las cuatro condiciones siguientes:

i. Todos los renglones que consisten Ginicamente de ceros (si existen) apare-
cen en la parte de abajo de la matriz,

ii. El primer ndmero distinto de cero (si empezamos por la izquierda) en cual-
quier renglén que no consista unicamente de ceros es 1.

iii, Si dos renglones sucesivos no consisten inicamente de ceros, entonces €l
primer 1 en el renglon inferior estd mas a la derecha que el primer 1 del
renglon superior.

iv, Cualquier columna que contenga el primer 1 de un renglon tendré ceros
en los demas lugares.

Ejemplo 4 Las siguientes matrices estan en forma escalonada reducida:

. 1 00 ) 1 0 0 0 /1005
i.f0 1 0} #.{0 1 0 O m.(0012>
0 0 1 0 0 0 1
1 0 2 5
iv.(é 2) v.10 1 3 6
0 0 0 O

Definicion 2 Forma escalonada. Una matriz esta en forma escalonada si se cumplen las con-

diciones (i), (i) y (iii) de la Definicién 1.
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Ejemple 5

Las siguientes matrices estdn en forma escalonada:

12 3 1 -1 6 4

i.g0 1 5 ii. | O 1 2 -8

0 0 1 0 0 0 1
. (10 2 5V . 1 2 1325
i (O 0 1 2) iv, (0 1) v.{0 1 3 6
0 0 0 O

Observacion 1. La diferencia entre estas dos formas debe ser clara a partir de los
ejemplos. En la forma escalonada todos los nimeros que estdn abajo del pri-
mer 1 de un rengldn son cero. En la forma escalonada reducida todos los nu-
meros que estan arriba y abajo del primer 1 de un renglén son cero. Asi, la
forma escalonada reducida es mas exclusiva. Esto es, cualquier matriz en for-
ma escalonada reducida estd en forma escalonada pero no inversamente.

Observacion 2. Siempre podemos reducir una matriz a la forma escalonada re-
ducida o a la forma escalonada realizando operaciones elementales de renglén.
Hemos visto esta reduccidn a la forma escalonada reducida en los Ejemplos
1,2y3.

Como hemos visto en los Ejemplos 1, 2 y 3, existe una fuerte conexion entre
la forma escalonada reducida de una matriz y la existencia de una Gnica solu-
cion al sistema. En el Ejemplo 1, la forma escalonada reducida de la matriz de
coeficientes (esto es, las primeras tres columnas de la matriz aumentada) tienen
un 1 en cada rengldn y existe una inica solucion. En los Ejemplos 2 y 3, la for-
ma escalonada reducida de la matriz de coeficientes tiene un renglon de ceros y
el sistema no tiene solucién o tiene un namero infinito de soluciones. Esto
siempre resulta ser cierto en cualquier sistema con el mismo numero de ecua-
ciones que de incognitas. Antes de ir al caso general, discutiremos la utilidad
de la forma escalonada de una matriz. Es posible resolver el sistema del Ejem-
plo 1 reduciendo la matriz de coeficientes a su forma escalonada.

Ejemplo 6

Solucion

Resuelva el sistema del Ejemplo 1 reduciendo la matriz de coeficientes a su for-
ma escalonada.

Empezamos como anftes:

24 6|18 12 03[9\ ay
4 5 6|24l s 50 6 4]ty
31 —214 301 -204



CAPITULO 1 = SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES Y MATRICES

L2 3 9 12 3 9
0 -3 —6 —~12 M%) 0" 1 2 4
0 -5 —11]-23 0 =5 —11|-23

Hasta ahora, el proceso es el mismo que se hizo anteriormente. Sin embargo,

después solamente hacemos cero el nimero (—5) abajo del primer 1 del segun-
do renglén:

. 1 2 3 9 1 2 3]9
CEONY N 2 S ECUN P 4
00 —-1]-=3 \0 0 13

Ah’ora, tanto la matriz aumentada del sistema (como la matriz de coeficientes)
estan en forma escalonada y vemos inmediatamente que X; = 3. Usaremos en-
tonces sustitucion hacia atrds para despejar x, y luego x,. La segunda ecuacion
es x, + ;xg =4 Ast, x, + 2(3) =4yx, = —2. De igual forma, de la prime-
ra ecuacion obtenemos x;, + 2(-2) + 33) =96 x, = 4. Por consiguiente he-
mos obtenido de nuevo la solucidn (4, =2, 3). Este método de solucién se llama
eliminacidn gaussiana.

. Tenemos, por tanto, dos métodos para resolver nuestros sistemas de ecua-
ciones:

i. Eliminacién de Gauss-Jordan:
Reducir la matriz de coeficientes a la forma escalonada reducida.

ii. Eliminacion gaussiana
Reducir la matriz de coeficientes a la forma escalonada, despejar la -

.tlm'fl mpogmta y luego usar sustitucién hacia atras para despejar las otras
mcognitas.

z,Cuél' de estos dos métodos es mas 1til? Depende. Si se resuelven sistemas de
ccuaciones en una computadora la eliminacién gaussiana es el método mds usa-
do, ya que requiere menos operaciones elementales sobre renglones. Discutire-
mos la solucién numérica de sistemas de ecuaciones en las Secciones 7.2 y 7.3.
Por otro lado, hay ocasiones en las que es necesario obtener la forma escalona-
da reducida de una matriz (en caso de éstos es discutido en la Seccion 1.8). En
estos casos el método usado es el de la eliminacion de Gauss-Jordan.

. Veamos ahora la solucién de un sistema general de m ecuaciones en n incog-
nitas. Dado que lo necesitaremos en la Seccién 1.8, resolveremos la mayoria
de los sistemas por la eliminacion de Gauss-Jordan. Tengamos en mente, sin
embargo, que Ia eliminacién gaussiana es, en ocasiones, el método prefer’ido.
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En general, un sistema de m X n, de m ecuaciones lineales en n incdgnitas
esta dado por:

Q11X + AaXo+ay3X3 + ... +a,X, = b,
51Xy + AopXg+ AgzXs + ... +do,X, = by

A3 Xy + Xyt assxy + ... +as.x, =bs, (7)

A1 X1t ApaX+a,3X3+ ... +a,,.X, =

El sistema (7) puede ser escrito en la forma

Ax =b
donde
Ayy  Qyp o0 dyy Xy
Uyy Uyy -0 dyy X
= . . . , X = b y
\aml Ay 0 Ay \Xn

En este sistema todas las ¢ y b son nimeros reales dados. El problema es en-
contrar todos los conjuntos de #n niumeros, denotados por (x;, X, X3, - .., X,,),
que satisfagan cada una de las m ecuaciones de (7). El numero g;; es el coefi-

_ciente de la variable x; en la i-ésima ecuacion.

Resolvemos el sistema (7) escribiendo el sistema como una matriz aumenta-
da y reduciendo por renglones la matriz a su forma escalonada reducida. Empe-
zamos dividiendo el primer rengldn entre @, (operacion elemental de renglén
(i)). Si a;, = 0, entonces podemos intercambiar* las ecuaciones de forma
que la nueva a,, sea diferente de cero. Usamos después esta primera ecuacioén
para eliminar los términos en x; de cada una de las otras ecuaciones (usando
la operacion elemental de renglén (ii)). Luego, la segunda nueva ecuacidn se
divide entre el nuevo término a,, y esta nueva ecuacién se usa para eliminar
los términos en x, de las demads ecuaciones. Este proceso se continua hasta
que ocurra una de las tres situaciones siguientes:

i. La ultima ecuacion diferente de cerot queda x, = ¢ para alguna cons-
tante c. Entonces hay una (inica solucion o hay un niimero infinito de
soluciones para el sistema.

.La ultima ecuacion diferente de cero queda ajx;+a/;, ;x;,1+ -+
al;..x, = ¢ para alguna constante ¢ donde al menos dos de las @ son
diferentes de cero. Esto es, la Giltima ecuacion es una ecuacion lineal
en dos o més de las variables. Entonces existe un nimero infinito de
soluciones.

i

* Para intercambiar un sistema de ecuaciones simplemente escribimos las mismas ecuaciones en
diferente orden. Por ejemplo, la primera ecuacion puede convertirse en la cuarta ecuacion, la ter-
cera ecuacion puede convertirse en la segunda ecuacidn, etc. Esta es una serie de operaciones ele-
mentales de renglén (iir).

* La “‘ecuacioén cero’’ es la ecuacion 0 = 0.
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iii. La ultima ecuacion queda 0 = ¢ donde ¢ # 0. Entonces no existe solu- -
cién. En este caso decimos que el sistema es inconsistente. En los ca-
sos (i) y (i) se dice que el sistema es cownsistente.

Ejemplo 7 Resuelva el sistema

Solucion

X, 3%, 5%+ x,=4

2%+ 5%, —2x53+4x,=6

Escribimos el sistema como una matriz aumentada y la reducimos por renglon:

(1 3 -5 1 4) Au‘*”(l 3 -5 1 4)M2(—1)
2 5 -2 416 \0 -1 8 2|-2

(l 3 =5 1\4) Az‘#’”?’)(l 0 19 7l )
6 1 -8 =212 0 1

Esto es todo lo que podemos hacer. La matriz de coeficientes esta en forma es-
calonada reducida (caso (i) anterior). Evidentemente hay un nimero infinito
de soluciones. Las variables x; y x, pueden ser escogidas arbitrariamente. En-
tonces, x, = 2 + 8x;, + 2x, ¥ x, = —2 — 19x;, — 7x,. Por lo tanto todas las
soluciones estdn representadas por (=2 — 19x; — 7x,, 2 + 8%y + 2x,, X3, X,).
Por ejemplo, si x; = 1y x, = 2, obtenemos la solucién (35, 14, 1, 2).

Como se vera después de resolver muchos sistemas, los calculos se pueden
convertir en algo muy complicado. Es una buena regla usar calculadora cuan-
do las fracciones se vuelven muy complejas. Sin embargo, es necesario notar
que si los calculos se llevan a cabo en una calculadora o en una computadora,
se pueden introducir errores por ‘‘redondeo’”. Este problema se discutira en la
Seccién 7.1.

Concluiremos esta seccidon con tres ejemplos que ilustran ¢émo un sistema
de ecuaciones lineales se puede presentar en situaciones prdcticas.

Ejemplo 8

Un modelo usado frecuentemente en Economia es el modelo de insumo-pro-
ducto de Leontief.* Supongamos que un sistema economico tiene n industrias.
Cada industria tiene dos tipos de demanda. Primero est4 la demanda externa,
que viene de afuera del sistema. Si el sistema es un pais, por ejemplo, entonces

* Llamado asi en honor del economista estadunidense Wassily W. Leontief. Este modelo fue usado
en su publicacién “‘Qualitative Input and Output Relations in the Economic System of the United
States”” en Review of Economic Statistics 18(1936): 105-125. Una versién actualizada de este modelo
aparece en el libro de Leontief Input-Output Analysis (Nueva York: Oxford University Press, 1966).
Leontief obtuvo el premio Nobel de Economia en 1973 por su desarrollo de este analisis.
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la demanda externa podria verse como la demanda hecha por otro pais. Segun- /
do, hay una demanda hecha a una industria por otra del mismo sistema. En
los Estados Unidos, por ejemplo, hay una demanda de productos de la indus-
tria acerera hecha por la industria automotriz. /

Usemos e, para representar la demanda externa hecha a la i-ésima industria y

a, para representar la demanda interna hecha a la i-ésima industria por la
J-ésima industria. Mas precisamente, a, representa el namero de unidades del
producto de la industria i necesario para producir una unidad del producto de
la industria j. Hagamos que x; represente la produccion de la industria i. Supo-
nemos que la produccion de cada industria es igual a su demanda (esto es, no
hay sobreproduccion). La demanda total es igual a la’'suma de las demandas
interna y externa. Para calcular la demanda interna de la industria 2, por
ejemplo, notamos que la industria 1 necesita @,, unidades producidas por la
industria 2 para generar una unidad de su produccién. Si lo que produce la 1
es x, entonces a,,x, es la demanda total a la industria 2 por la industria 1. Asi,
la demanda interna total de la industria 2 es @, X, + apx, + *°° + a,%,.

Llegamos asi al siguiente sistema de ecuaciones obtenido de igualar Ja de-
manda total con la produccion de cada industria:

Ay Xt apx,+ - +Hagx, e =x4

Ay X1+t X, + 000 +ayx, te,=x,

. N . . . (8)
A1 X1t QX+ - tax, e, =
O, escribiendo (8) en la forma del sistema (7), obtenemos
(I-a,)x,— AypXp— * " A1pX, = €
—ay %+ (1—a)x,— - — ArnX, = €,
. . . . 9)
_anlxl_ an2x2—' ) .+(1_ann)xn :en

El sistema (9) de n ecuaciones en # incdgnitas es muy importante en el andlisis
econdomico.

Ejemplo 9

Solucion

En un sistema economico con tres industrias supongamos que las demandas
externas son, respectivamente, 10, 25 y 20. Supongamos que 4,;=0.2,
a,=0.5, a,=0.15, a,,=0.4, a,=0.1, a,;=0.3, a;,=0.25, a;,=0.5y
a5, =0.15. Encuentre la produccibn de cada industria de forma que su oferta
iguale a su demanda.

Aquin = 3,1—a, = 08,1 —a, = 0.9y 1 —a;; = 0.85. Entonces el siste-

ma (9) es 0.8%,—0.5x, —0.15x5 =
—0.4x,+0.9x,— 0.3x,=25
—0.25x,— 0.5%, +0.85x; = 20
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Usando calculadora para resolver este sistema obtenemos sucesivamente (con
cinco cifras decimales y eliminacion de Gauss-Jordan)

08 —-05 —0.15] 10 1 —0.625 —0.1875] 12.5
(—0.4 09 —0.3 25)__“1@_)(4.4 09  -03 25)
-025 —0.5 0.85' 20 -0.25 —0.5 0.85 |20
anow /1 —0.625  —0.1875 | 12.5
—A—f—g—’»(o 0.65 -0.375 | 30 )
0 —0.65625  0.80313 | 23.125
1 -0.625  —0.1875 |12.5
—u(o { —0.57692 46.]5385)
0 —0.65625  0.80313 | 23.125
Aesess (10 —0.54808 41.34616)
— 5|0 1 -0.57692 | 46.15385
0 0 0.42453 | 53.41346
oamsy (10 —0.54808 41.34616)
——— |0 1 -0.57692 | 46.15385
00 1 125.81787
A, 05408 (10 0111030442
22205769 {1 ¢ 118.74070)
0 0 11125.81787

Concluimos que las producciones necesarias para igualar la oferta y la de-
manda son, aproximadamente, x; = 110, x, = 119y x; = 126.

Ejemplo 10

Solucion

Un departamento de Caza y Pesca Estatal suministra tres tipos de alimento a
un lago que mantiene a tres especies de peces. Cada pez de la Especie 1 consu-
me cada semana, un promedio de una unidad del Alimento 1, una unidad del
Alimento 2 y dos unidades del Alimento 3. Cada pez de la Especie 2, consume
cada semana un promedio de tres unidades del Alimento 1, cuatro unidades
del Alimento 2 y cinco unidades del Alimento 3. Para un pez de la Especie 3,
el consumo semanal promedio es dos unidades del Alimento 1, una unidad del
Alimento 2 y cinco unidades del Alimento 3. Cada semana se proporcionan
al lago 25,000 unidades del Alimento 1, 20,000 unidades del Alimento 2 y
55,000 unidades del Alimento 3. Si se supone que todo el alimento es ingerido,
jcudntos peces de cada especie pueden coexistir en el lago?

Si denotamos por x,, x, y x; el nimero de peces de cada una de las tres espe-
cies que son mantenidas por el sistema lacustre, utilizando la informacién en
el problema vemos que x, peces de la Especie 1 consumen x, unidades del Ali-
mento 1, x, peces de la Especie 2 consumen 3x, unidades del Alimento 1, y x,
peces de la Especie 3 consumen 2x; unidades del Alimento 1. Asi pues, X, +
3x, + 2x; = 25,000 = total de suministro semanal del Alimento 1. Obtenien-
do una ecuacién similar para cada uno de los otros dos alimentos, resulta el
siguiente sistema:
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X, + 3x, + 2x3 = 25,000
Xy +4x, + x5 = 20,000
2x; + 5x, + 5x3 = 55,000

Resolviendo,
1 3 225000
1 4 120,000
2 5 5155000
sy 1030 2] 25000\ 4y (10 51 40,000
Ai5(-2) 0 : 1 —1{ —=5000 L ONR 0 1 —-11-5000
0 -1 1| 5000 00 ol o

De este modo, si x; se elige en forma arbitraria, tenemos una infinidad de so-
luciones dadas por (40,000 — 5x;, x; — 5,000, x;). Desde luego, debemos
cumplir con las desigualdades x;, = 0, x, = Oy x; = 0. Como x, = x; —
5,000 = 0, tenemos que x; = 5,000. Esto significa que 0 = x, = 40,000 —
5(5,000) = 15,000. Finalmente, ya que 40,000 — 5x; = 0, vemos que x; <
8,000. Esto significa que las poblaciones que pueden ser mantenidas por el
lago son

x, = 40,000 — 5x; -
X, = x3 — 5,000
5,000 < x5 < 8,000

il

Por ejemplo, si x; = 6,000, entonces x; = 10,000 y x, = 1,000.

Problemas 1.6

En los Problemas del 1 al 20 use la eliminacion gaussiana y la eliminacion de
Gauss-Jordan para encontrar todas las soluciones, si existen, de los sistemas
dados.

1. x;—2x,+3x;=11 2. =2x;+ x,+ 6x,=18
4x+ x— x3=4 5x; + 8x;=-—16
2x;— x,+3x3=10 3x+2x,—10x,=-3

3. 3x4+ 6x,— 6x3=9 4. 3x,+ 6x,— 6x;=9
2x:— Sx,+ 4x;=6 2x1— 5x,+ 4x3=6
—x+16x,—14%x;=-3 5%, +28x,—26x,=—8

5. xy+x,— x3=7 6. x tx,— x3=7
dx,—x,+5x;=4 dx,—x,+5x,=4
2x1+2x,—3x;=0 6x;+x,+3x,=18

T. X +x,— x3=7 8. x,—2x,+3x:=0
4dx,—x,+5x;=4 4x;+ x,— x3=0
6x;+x,+3x;=20 2x,— %,+3x;=0
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9.

11.
13.

15.

17.

19.

X1+%x,— x3=0 10. 2%, +5x;=6
4x;—%x,+5x5=0 X —2xy=4
6x;+x,+3x;,=0 2%, +4x, =-2

X, +2x,— x3=4 12. X +2x,~4x;=4
3x,+4x,~2x;=7 —2x;—4x,+8x3=—8

X, +2x,—4%x;=4 14, x+2%x,— x3+x,=17
—2x,—4x,+8x3=~9 3%, +6x,—3x;+3x,=21
2x,+6x,—4x3+2x,=4 16, x,—2x,+ x3+ x,=2

X1 — X3+ x,=5 3x,; +2%x3—2x,=—8

—=3%,+2x,~2x; =2 4x,— x3—x4=1

~X;+6x; 2% =17

X1 —2%,+ X3+ x,=2 18, x1—2x,+ x3+ x,=2
3x, +2x5—2x,=—8 3x, +2x3—-2x,=—8

4x,— Xz— X4=1 4x,— x3— x5=1

5%, +3x;— x,=-3 5%, +3x;— x,=0
X+ x,=4 20, x+ x,=4
2%, ~3x,=7 2x,—3x,=7
3x,+2x,=8 3x,—-2x,=11

En los Problemas del 21 al 29 determine si la matriz dada estd en forma escalo-
nada (pero no en forma escalonada reducida), en forma escalonada reducida
0 en ninguna de las dos.

21.

24.

27.

110 2 0 O 1010
0 1 1 22.{0 1 0 23. 101 1 0
0 0 1 00 -1 0 00 0
1.0 00 0100

0010 25. {1 0 0 O 26. (1 01 2)
0 0 0 1 0 0 0 0 0134
10 100 10 0 4
0 1 28. {0 0 O 29. 10 1 0 5
00 0 0 1 01 16

En los Problemas del 30 al 35 use operaciones elementales de renglon para re-
ducir las matrices dadas a forma escalonada y a forma escalonada reducida.

30.

33.

36.

37.

11 16 1 -1 1
(2 3> 31. ( 4 2) 2. 12 4 3
S 6 =2
- 2 =7
2 -4 8 2 4 2
3 5 8 34. 3 1 s 35.13 S
-6 0 4 4 -3
En el modelo de Leontief de insumo-producto del Ejemplo 8 suponga que hay tres
industrias. Suponga ademds que e, = 10, e, = 15, &5 = 30, a;; = %, a;, = 3,
@y =%, 4y =5, ap = 4,0 = §,ay =13, 05 = 1Y dy = 5 Encuentre la pro-

duccidn de cada industria suponiendo que la oferta es igual a la demanda.

En el Ejemplo 10, suponga que se suministran al lago 15,000 unidades del primer
alimento, 10,000 del segundo y 35,000 del tercero. Suponiendo que los tres alimen-
tos se consumen, ¢qué poblacion de cada especie se encontrard en coexistencia?
(Existe una unica solucién?

38.

40.

41.

42.

* 43.
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Un viajero recién regresado de Europa gasto en alojamiento, por dia, $30 délares
en Inglaterra, $20 en Francia y $20 en Espafia. En comidas, por dia, gasto $20 en
Inglaterra, $30 en Francia y $20 en Espafia. Adicionalmente, desembolsé $10 por
dia en cada pais en gastos varios. El registro de nuestro viajero indica que gastd
un total de $340 en alojamiento, $320 en alimentacidn y $140 en gastos varios en
su recorrido por estos tres paises. Calcule el niimero de dias que permanecio el via-
jero en cada pafs o muestre que el registro debe ser incorrecto, pues las cantidades
gastadas son incompatibles entre si.

. Una inversionista le afirma a un corredor de bolsa, que todas sus acciones son de

tres empresas, una de aviacion, una de hoteles y una de alimentos, y que hace 2
dias que el precio de sus acciones bajo en $350 pero que subi6 a $600 el dia de ayer.
El corredor recuerda que hace dos dias el precio por accion de la compaiifa de avia-
cién bajoé $1, que el de la compaiia de hoteles bajo $1.50, pero que el de la de los
alimentos subié $0.50. También recordé el corredor que el dia de ayer los precios
por accién de las tres compailias se comportaron comao sigue. Subi6 el de aviacién
$1.50, el de hoteles cayd $0.50, y el de la de alimentos subié $1. Muestre que el
corredor no posee informacién suficiente para calcular el nimero de acciones de
las que es duefia la inversionista, pero que cuando ella diga que tiene 200 acciones
de la empresa alimenticia, entonces si es posible determinar et nimero de accio-
nes restante.

Un espia sabe que estan estacionados 60 aeroplanos —aviones de caza y
bombarderos— en un cierto aeropuerto secreto. El agente quiere determinar cuan-
tos aeroplanos hay de cada clase. Existe un cierto tipo de cohete que es portado
por ambas clases de aviones; el avidn caza porta seis de estos cohetes y el bombar-
dero dos. El agente averigua que se requieren 250 cohetes para poder armar a todos
los aéroplanos del aerédromo secreto. Mds atin, el agente oye que existen dos veces
mas aviones cazas que bombarderos en la base aérea en cuestion (esto es, el nimero
de aviones cazas menos dos veces el numero de bombarderos da cero). Calcule el
numero de interceptores y de bombarderos o muestre que la informacién del agente
es incorrecta, por ser incompatible.

Considere el sistema

2x,— X+ 3x3=a

3x,+ X— BSxy=
—5x,~5x,+21x;=¢
Muestre que el sistema es inconsistente si ¢ # 2a — 3b.
Considere el sistema
2x,+3%,— x3=a
X — X,+3x3=b
3x,+7%x,—5x3=c¢

Encuentre condiciones en g, b y ¢ de forma que el sistema sea consistente.
Considere el sistema general de tres ecuaciones lineales en tres incognitas:

Ay X+ X+ a3X = b,
Az X1+ ApXy+anx;=b,

Q31X)+ A3pX; + a3x3 = by
Encuentre condiciones en los coeficientes a;, de forma que el sistema tenga una tni-
ca solucion.
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44. Resuelva el siguiente sistema usando una calculadora e incluyendo cinco cifras de-.
cimales de exactitud: ' '

2x,— X3—4x,=2
X1~ Xat5x3+2x,=—4
3%, +3x,—Txs— x,=4
—X1— 2%+ 3%3 =7
45. Haga lo mismo para el sistema
3.8x,+1.6x,+0.9x;,=3.72
—0.7x,+5.4x,+1.6x;=3.16
1.5x,+1.1x,—-3.2x;=43.78

En los Problemas del 46 al 51 escriba el sistema dado en la forma Ax = b.
46. 2x,— x,=3 47. x;—x,+3x3=11

4x,+5x,=17 4x,+%x,— x3=—4
2x1—X,+3x3=10
48. 3x,+6x,—Tx;=0 49, 4x,—x+ x3— x4=-7
2x,— X3+3x;=1 3x,+x,—5x;3+6x,= 8
2x, =X, + x5 = 9
50. Xo—X3= 7T 51, 2x;+3x,— x3=0
Xq +x3= 2 —4x,+2x,+ x3=0
3x,+2x, =-5 Txi+3x,—9x;=0

1.7

Sistemas homogéneos de ecuaciones

El sistema general de ecuaciones lineales de m X n, sistema (1.6.7), se conoce
como homogéneo si todas las constantes b,, b,, ..., b,, son cero. Esto es, el
sistema homogéneo general estd dado por

A%+ ApX,+ 0 tax, =0
Qo1 X1+ AanXat -+ ° +ayx, =0

. . . . (1)
A1 X1+ QoXy+ 0+ Ay X, =0

Los sistemas homogéneos surgen de varias maneras. Veremos una de éstas
en la Seccién 4.4. En esta seccion resolveremos algunos sistemas homogéneos,
usando nuevamente el método de eliminacion de Gauss-Jordan.

Para el sistema general lineal hay tres posibilidades; no hay solucion, hay
una o hay un nimero infinito de soluciones. Para el sistema general homogé-
neo la situacidén es mds simple. Como x; = x, = -+ = x, = 0 siempre es una
solucidon (llamada la solucidn trivial o la solucidn cero), solamente hay dos
posibilidades: la solucion cero es la tinica soluciéon o hay un nimero infinito
de soluciones ademas de la solucidn cero. (Las soluciones distintas de la solu-
cion cero se conocen como las soluciones no triviales).
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Observamos que (1) se puede expresar como

Ax =10
en donde
ayy Gy vt gy Xy 0
g = a%l a?2 alzll ’ = sz y _ 0 /n ceros
Amt Am2 (L Xy 0

Ejemplo 1 Resuelva el sistema homogéneo
2xy + 4x, +6x3 =0
4x, + 5x, + 6x3 =0
3, + x;, —2x3 =0
Solucion  Esta es la version homogénea del sistema del Ejemplo 1.6.1. Puede ser escrito
en la forma Ax = 0 donde 4 y x son como en el ejemplo citado y
0
0=1{0
0
Reduciendo en forma sucesiva, se obtiene (después de dividir la primera ecua-
cién entre 2)
1 2 3710\ 4.,-4 /1 2 310 1 2 310
45 60200 —3 6 o) =bfo 1 210
31 =210 0 -5 —11]0/ 0 -5 —1110
- /1 0 —1]0 ‘ 1 0 -1 1 O\ 4,y /1 O 00
20,00 1 202 0 1 2 0] ,(0 1 0/0
00 —1]0 00 1/0 0 0 1]0
Asi, el sistema tiene como anica solucion al (0,0,0). Esto es, el sistema sola-
mente tiene la solucion trivial.
Ejemplo 2 Resuelva el sistema homogéneo
X+ 2x,— x3=0
3x;— 3x,+2x3=0
—x; = 11x;+6x5;=0
Solucion Reduciendo con eliminacién de Gauss-Jordan obtenemos, sucesivamente,

1 2 -1]0 ‘X:EE‘S) 1 2 ~-1]0

3 -3 2|0)]———0 -9 5|0
-1 -11 610 0 -9 50
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12 =10\ .. (1 O 3]0
b g 1 -0 0 1 50
0 -9 sl0 00 0

La matriz aumentada esta en forma escalonada reducida y, evidentemente,

s . s S
hay un nimero infinito de soluciones dadas por (—x,3%3, x3). Six, =0, por
ejemplo, obtenemos la solucion trivial. Si x;=1 obtenemos la solucion

(=5,3, 1).

Ejemplo 3

Solucién

Resuelva el sistema v
X+ X~ X3=0 @
4x,—2x,+7x3=0

Reduciendo por renglones obtenemos

(l 1 ——l’ 0\ ALED (1 1 -1 ‘0)
e 3
4 =2 7 O) 0 -6 1110

) 11 —110) A1) (1 0 %{O)
0 1 20 01 -%0

‘ . s : . e . 5 11 .
Asi, hay un namero infinito de soluciones dadas por (—2xs, g X3, X3). Estoera
de esperarse ya que el sistema (2) tiene tres incognitas y solo dos ecuaciones.

De hecho, si hay mds incognitas que ecuaciones, el sistema homogéneo (1?
siempre tendra un namero infinito de soluciones. Para ver esto, notemos que sl
la Gnica solucion es la trivial entonces la reduccion por renglon nos lleva al sis-
tema

X4 =0

Xy =0

x, =0

y, posiblemente, a ecuaciones adicionales de la forma 0=0. Pero este sistcma
tiene al menos tantas ecuaciones como incognitas. Debido a que la reduccion
por renglon no cambia ni el numero de ecuaciones ni el numero de incognitas,
tenemos una contradiccion a nuestra suposicion de que hay mas incognitas que
ecuaciones. De aqui tenemos el Teorema 1.

Teorema 1 El sistema homogéneo (1) tiene un ntmero infinito de soluciones si n > m.

Teorema 2

Demostracion

Corolario

Demostracion
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Existe una relacion fundamental entre los sistemas homogéneos y los no ho-
mogéneos. Sea A una matriz m X n,

m Ceros

X1 b1 \\l 0
x={2} b= b.z .,y 0= (.)
X, b 0

m, \

El sistema general no homogéneo se puede escribir como

Ax =b 3
Con A y x como en (3), se define el sisterna homogéneo asociado por

Ax = 0. 4
Sean X, y X, soluciones del sistema no homogéneo (3). Entonces su diferencia
X, — X,, es una solucién del sistema homogéneo asociado (4).

por la ley distributiva (7)

(en la pagina 25)
|

!
A(Xx”xz):Axlfozzb_b:G‘ L

Sea x una solucion particular del sistema no homogéneo (3) y sea y otra solu-
cion de (3). Entonces existe un vector h que es solucion del sistema homogéneo
(4) de modo que

y=x+h (5)

Si h se define por b = y — x, entonces h es solucidn de (4) por el Teorema 2
y la relacidon (5) es inmediata.

FEl Teorema 2 y su corolario son muy ttiles. Expresan que

Para encontrar todas las soluciones del sistema no homogéneo (3), es ne-
cesario encontrar sélo una solucion a (3) y todas las soluciones asociadas
al sistema (4).

Observacion. Un resultado similar vale para las soluciones de ecuaciones dife-
renciales homogéneas y no homogéneas (véanse los Problemas 23 y 24). Una
de las muchas caracteristicas atractivas de las matematicas es la cercana inte-
rrelacion que muestra entre temas aparentemente lejanos.

Ejempio 4

Usando el resultado anterior, encuentre todas las soluciones del sistema no ho-
mogeéneo

Xy 42X, — X3 =

2xy + 3x, + 5x;

—x; — 3x,+ 8x;

[T O]

(6)

I
f
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Solucién

Primero se halla una solucién usando reduccién por renglones:

1 2 —1 2 Ay (—2) 1 2 "'l | 2 A,4(2)

Al Al 1y

2 3 5 5 —=— 10 -1 711
-1 =3 8| —1 0 -1 711
1 0 134
0 -t 7|1
0 0 0]0
Vemos que existe un ntimero infinito de soluciones. Haciendo x; = 0 (se pue-
de usar cualquier otro nimero) obtenemos x; = 4y x, = —1. De este modo,

una solucién particular queda dada por x, = (4, —1, 0).
La reduccion por renglones del sistema homogéneo asociado, nos lleva a

1 0 13]0
0 -1 710
0 0 010

Por lo tanto, todas las soluciones del sistema homogéneo satisfacen las relaciones
X, = —13x,, X, = TX;
o lo que es lo mismo,
Xy = (X, Xz, X3) = (—13x3, 7x3, X3) = x3(—13,7, 1)
De esta manera podemos escribir cada solucién del sistema (6) como
X=X, +x, =4 —10)+ x5(—13,7, 1)

sujeta a la eleccion de un valor apropiado de x;. Por ejemplo, para x; = 0,
se obtiene la solucién (4, —1, 0), mientras que si x; = 2 resulta (=22, 13, 2).

Problemas 1.7

En los Problemas del 1 al 13 encuentre todas las soluciones a los sistemas ho-

mogéneos.
1. 2x,— x,=0 2. x;—5x,=0
3x,+4x,=0 ~x;+5x,=0
3. x;+x,—x3=0 4. x;+ x,— x,=0

2x,—4x,+3x;=0 2x,—4x,+3x3=0
3x,+7x,— x3=0 ~x;—Tx,+6x3=0

5. X+ X,— x3=0 6. 2x,+3x,— x3=0
2x,— 4x,+ 3x3=0 6x,—5x,+7x;=0
—5x,+13x,—10x;=0

7. 4x,— x,=0 8. x;— x,+7x3—x,=0

Tx,+3x,=0 2%, +3x,—8x3+x,=0
—8x,+6x,=0
9, x,—2x,+ x3+ x,=0 10. —2x, +7x4=0
3x, +2x3—2%x,=0 X, +2x,— X3+4x,=0
4x,— x3— x3=0 3x, — X3+5x,=0
5x; +3x;— x,=0 4x,+2x,+3x; =0
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11. 2x,— x,=0 12. x;— 3x,=0
3x,+5x,=0 —2x,;+ 6x,=0
Tx1—3x,=0 4x,—12x,=0

—2%x;,+3x,=0

13. X1t Xp— Xa3=
4x,— x,+5x3=0
2%+ x,—2x3=0
3%, +2x,—6x;=0
14. Muestre que el sistema homogeneo
A11X;+a%,=0
Ar1X1+ AoaXy =0

tiene un ntmero infinito de soluciones si y solo si el determinante del sistema es
cero.

15. Considere el sistema
2x,— 3x,+5x3=0
—x1+ Tx,— x3=0
Ax,—11x,+kxs=0
(Para qué valor de k este sistema tiene soluciones no triviales?

% 16. Considere el sistema homogéneo de 3 x 3

A X+ A% +a3x:=0
Ay X1+ AoaXy+ Aaax; =0
31X+ Q3%+ A33%; =0

Encuentre condiciones en los coeficientes @, de forma que la solucion cero sea la tnica
solucion.

En los Problemas del 17 al 22 obtenga todas las soluciones a los sistemas no
homogéneos dados. Encontrando primero una solucion (si es que existe) y des-
pués hallando todas las soluciones del sistema homogéneo asociado.

17. X, —3x,=2 18, x;— x;+ x3=6
—2x; + b6x, = —4 3xy —3x, + 3x, =18
19, x,— x,— X3=2 20, x;— X, — x3=2

2, + X, +2x3=4 2%, + X, +2x3 =4
Xy —4x, —5x3 =2 X, —4x, —5x3=2
2L X, + x;—Xx3+2x,=3 22. X, — X, + Xy Xg= —2
3y + 2%, 4 x5 = Xy = —2%, +3x, — X3+ 2,=5
Ax, —2x, + 2x3 — 3x,=6

wh

*[123. Considere la ecuacion diferencial lineal y homogénea de segundo grado

y'(x) + a(x)y'(x) + b(x)y(x) = 0 )

donde a(x) y b(x) son continuas y de la funcién incégnita y se supone que posee
segunda derivada. Demuestre que si y,, ¥, son soluciones de (7), entonces ¢,y, +
¢, ¥, es también solucidén para cualesquiera constantes y, y »,.

024, Suponga que ¥p ¥ ¥, son soluciones del sistema no homogéneo

Y'(x) + a(x)y'(x) + b(x)y(x) = f(x) (8

Demuestre que y, — y, es solucion de (7).

* E]l simbolo [J indica que se requiere cierto conocimiento del Calculo para resolver el problema.
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1.8 La inversa de una matriz cuadrada

En esta seccion definimos dos clases de matrices que tienen un papel importan-
te en la teoria de matrices. Empezamos con un ejemplo simple. Sean

A= (2 5) y B= ( 3 —5>. Entonces un célculo simple muestra que AB =
13 -1 2

\ . o 7 .
BA = I,, donde [, = <2) (1)) La matriz , se conoce como la matriz identi-

dad de 2 x 2. La matriz B se conoce como la inversa de Ay se escribe como
AL

Definicion 1 Matrizidentidad, La matriz identidad de n X neslamatrizden X nen la que
las componentes de la diagonal principal® son 1, y 0 en todas las demds posi-
ciones. Esto es,

I, =(b;) donde bi,.:{é Sml; . ]’ 1)
1000 0
100 01000
Ejemplo 1 I,={0 1 0 y I,={0 0 1 0 O
00 1 00010
000 0 1

Teorema 1 Sea A una matriz cuadrada de nx n. Entonces

Esto es, [, conmuta con cualquier matrizde nxXny la deja intacta después de la
multiplicacién por la izquierda o por la derecha.

Nota. I, juega el mismo papel para las matrices de n X n, que el numero 1
para los ntimeros reales (pues 1 * ¢ = a - 1 = g para cualquier nimero real

a).

* La diagonal principal de 4 = (a,) consiste de las componentes @, @, ds3, €LC. A menos que
se especifique otra cosa, nos referiremos a la diagonal principal simplemente como la diagonal.

Demostracion

Notacién

Definicion 2

Teorema 2

Demostracion

Teorema 3
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Sea c; el ij-ésimo elemento de Af,. Entonces
Ci = @by F Qioboy + s Fagby + - +agb,y

Pero, por (1), esta suma es igual a @;. Asi, Al,=A. De forma similar podemos

mostrar que /,A = A y esto prucba el teorema. B

De aqui en adelante escribiremos la matriz identidad simplemente como 1,

pues si A es de nXx n, los productos 4 y A7 estan definidos so6lo si / es también
de nxn.

Inversa de una matriz. Sean A y B matrices de n X n. Supongamos que
AB=BA=1

Entonces B se conoce como la inversa de A y se escribe A~'. Asi tenemos

AAT'=ATA=T

Si A tiene una inversa entonces decimos que A es invertible.

Observacién 1. Se sigue inmediatamente de esta definicién que (4—)~! = A4 si
A es invertible.

Observacién 2.  Esta definicién no establece que toda matriz cuadrada tenga una
inversa. De hecho hay muchas matrices cuadradas que no tienen inversa. (Vea
el Ejemplo 3 siguiente.)

En la Definicion 2 definimos /a inversa de una matriz. Esta afirmacion sugiere
que las inversas son tnicas. En el teorema siguiente veremos que éste es el caso.

Si una matriz cuadrada 4 es invertible, entonces su inversa es unica.

Supongamos que B y C son dos inversas para 4. Podemos mostrar que B=
C. Por definicion tenemos AB = BA = Iy AC = CA = I. Entonces B{(AC) =
Bl = By (BA)C = IC = C. Pero B(AC) = (BA)C por la ley asociativa de
la multiplicacién de matrices. Asi, B = C y el teorema estd demostrado. B

Agqui damos otro hecho importante referente a matrices inversas.

Sean A y B matrices invertibles de n X n. Entonces AB es invertible y

(AB)'=B'A™!
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Demostracion

Para demostrar este resultado nos referimos a la Definicion 2. Esto es,
B—'A—! = (AB)~!'si y s6lo si BZ'A~Y(AB) = (AB}B'A~") = L Pero
esto se desprende puesto que :

Ecuacion (6) en la pagina 25
(B*A"YAB) =/B""1(A“1A)B =B'IB=B'B=1I
(ABYB A )=A(BB HA™'= AIAT'=AAT'=] B
Considere el sistema de n ecuaciones en 7 incognitas
Ax = b,
y suponga que A es invertible. Entonces
A 'Ax = A™'b (si multiplicamos el primer miembro por A1)
Ix=A"'b A'A =1
x=A"'b Ix = x

Esto es,

Si A es invertible, el sistema Ax = b tiene la solucion tnica )
x = A~ 'b.

Esta es una de las razones por las que se estudian las inversas de matrices.

Una vez definida la inversa de una matriz, ocurren dos preguntas en forma
inmediata:

1. ¢Qué matrices son aquéllas que poseen inversa?
2. Si una matriz tiene inversa, ;jde qué modo la podemos evaluar?

Contestaremos ambas preguntas en esta seccion. Antes de dar lo que pudiera
parecer un conjunto de reglas arbitrarias, examinaremos el caso de 2 X 2.

Ejemplo 2

Solucién

2
—4
o X ¥ Lq:
Supdngase que 4! existe. Escribimos 4~ = (z w> y utilizamos el hecho
de que 44! = I. Entonces
e 2 - xy=(2x~3z 2y——3w:(1 0>
—4 5/\z w —4x + 5z —4y + 5w 0 1

\

Sea A = ( ~3>‘ Calcular 41, si existe.

Las ultimas dos matrices sélo pueden ser iguales si sus componentes correspon-
dientes son asimismo iguales. Esto significa que

2x - 3z =1 3
2y —3w=0 4
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—4x + 5z =0 ®)
— 4y +5w=1 (6)

Este es un sistema de cuatro ecuaciones con cuatro incognitas. Notese que exis-
ten dos ecuaciones que contienen a x y z solamente [ecuaciones (3) y (5)] y dos
ecuaciones que contienen las variables y, w [ecuaciones (4) y (6)]. Escribimos
estos dos sistemas en la forma de matriz aumentada:

2 -3 1
(—4 550) @

2 =30
(——4 5|1) ®)

Ahora bien, sabemos de la Seccion 1.6 que si el sistema (7) (en las variables
X, z) tiene una solucién tnica, entonces la eliminacién de Gauss-Jordan de (7)

resulta en
1 0|x
0 1)z

en donde (x, z) es el par inico de nimeros que satisface 2x — 3z = 1 y —4x +
5z = 0. Similarmente, la reduccién por renglones de (8) conduce a

1 0|y
0 1w
donde (¥, w) es el par unico de nimeros que satisface 2y — 3w = 0y simulta-
neamente, —4y + Sw = 1.
Como las matrices de coeficientes en (7) y (8) son las mismas, podemos reali-

zar simultdneamente la reduccidén por renglones en las dos matrices aumenta-
das, utilizando la nueva matriz aumentada

2 -3[1 0
4 501) ©)

Si A—! es invertible, entonces el sistema definido por (3), (4), (5) v (6) tiene
una solucién unica, y por lo dicho anteriormente, al efectuar la eliminacion
de Gauss-Jordan resulta que

1 0{x y

0 11z w

Abhora se realizan los célculos notando que la matriz de la izquierda en (9) es
A y que la matriz de la derecha en (9) es /I:

2 =311 0 wma I -3
—4 510 1 —4 5
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ae (U =313 0
0 —1]2 1

e DI

2
2
e . -2 -
verificar la respuesta. Tenemos que

Asipues,x = =3, y= -3, z= -2, w=—1,y 4" ' = ( ) Hay que

2 -3 5 _3\ 10

-1 _ 3 3 _
s <~4 5)(—2 ~1) (0 1)

y

_..i __é 2 __3 1 O

-1 4 _ 2 2 _
s <"2 —1)(~4 5> (o 1)

3 _3
De modo que A es invertible y A" = (_; —i>

Ejemplo 3

Solucién

Si A= ( ; i) calcular 4!, si existe.

w

A1 = 1 2\(x v\ _ X+ 2z y+ 2w\ (1 0\‘
-2 —4/\z w —2x —4z =2y — 4w 0 1)

lo cual conduce al sistema

. X .
SiA™! = ( y) existe, entonces
z

X + 2z = |
v + 2w =20

o -4 =0 (10)
-2y — 4w =1

Usando el mismo razonamiento que en el Ejemplo 2, es posible escribir este
sistema en la forma aumentada (4 |7) y reducir por renglones:

201 0\ 4. [t 2101 0
~2 7410 1, 0 0f2 1

No podemos continuar. La tltima fila dice que 0 =20 que 0 = 1, dependien-
do de cual de los sistemas (el de x, z o el de y, w) se resuelve. Asi pues, conclui-
mos que el sistema (10) es incompatible, y por lo tanto, que A no es invertible.

Teorema 4.
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Los ultimos dos ejemplos ilustran un procedimiento que siempre da resulta-
do cuando se trata de invertir una matriz.

Procedimiento para calcular la inversa de una matriz cuadrada A
Paso 1.  Escribir la matriz aumentada (A |[).

Paso 2. Utilizar reduccion por renglones para reducir la matriz 4 a su
forma escalonada.

Paso 3.  Decidir si la matriz 4 es invertible.
() Si A puede ser reducida a la matriz identidad 7, entonces A4 es
la matriz a la derecha de la barra vertical.
(6) Sila reduccion por renglones conduce a algin renglén de ceros
a la izquierda de la barra vertical, la matriz A no es invertible.

Observacion. Podemos expresar (a) y (b) como sigue

Una matriz cuadrada A es invertible, si y sdlo si su forma escalonada,
reducida por renglones, es la matriz identidad.

Sea A = (a“ alz). Entonces, como en la Ecuacién (1.2.7), definimos

dy; Ay

Determinante de A = a41a,;— a1,0,; {1

Abreviamos el determinante de 4 como det 4.

Sea A una matriz de 2 x 2. Entonces:

i. A es invertible si y s6lo si det 4 #0.
ii. Sidet 4 # 0, entonces

1 a —d5\*
A l= ( 22 12) 1
det A \—a,, a1, (12

* Esta formula puede ser obtenida directamente aplicando el procedimiento para determinar una
inversa (ver el Problema 46).



60

CAPITULO 1 @ SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES Y MATRICES

. 4y, —0a
Demostracion  Primero supongamos que det A #0y sea B = (1/det A)( 22 12). Enton-

ces a1 [“231

1 (azz ‘an)(an a12)
A=
det A \—a,, a1/ \ay; Gy

_ 1 (azzau-—anazl 0 )= (1 0)=1

118277 Q1202 0 ~@Ay1012F 411055 01

De la misma forma AB =1, lo que muestra que A4 es invertible y que B=A4"".
Debemos atin mostrar que si 4 es invertible entonces det 4 #0. Para hacer esto
consideremos el sistema

ay1X;+apx,; = by

(13)

Go1X1+ A%, =b,

Hacemos esto porque de acuerdo con el Teorema Resumen (Teorema 1.2.1),
si este sistema tiene una unica solucion, entonces su determinante es distinto
de cero. El sistema se puede escribir en la forma

Ax=b 14)

conx = (M) ybh = (i‘) . Entonces, como A es invertible, vemos de (2) que
X2 2
el sistema (14) tiene una tnica solucion dada por
x=A"b

Pero por el Teorema 1.2.1 el hecho de que el sistema (13) tenga una unica solu-
cién implica que det A4 # 0. Esto completa la demostracién. ®

Ejemplo 4 Sea A= (i _:> Calcule 4! si es que existe.
Solucion  Se tiene que det A = (2)(3) — (—4)(1) = 10; por consiguiente A—! existe. De
la Ecuacién (12), resulta
LY
10\-1 2 -
Verificacion
_ 1 ( 3 4)(2 —4) 1 (10 0) (1 0)
TA =~ - _
AA10—121310010 0 1
Y 3 4
= D6 )
1: =
AA (1 3\ B 0 1
. 1 2 . .
Ejemplo 5 Sea A= . 4>. Calcule 4! si es que existe.
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Solucién Encontramos que det A = (1)(—4) — @)}(=2) = -4 + 4 = 0 :de donde A —1 3

no existe, como vimos en el Ejemplo 3.

El procedimiento anterior funciona para matrices de n X n.
traremos esto con una serie de ejemplos.

2 4 6
Ejemplo 6 Sea A = |4 5 6 | (vea Ejemplo 1.6.1). Calcule 4! si es que existe.
31 =2
Solucién  Primero ponemos 7 en seguida de A en forma de matriz aumentada
2 4 6|1 0 O
4 5 6/0 1 0
31 =20 0 1
y llevamos a cabo la reduccidén por renglones.
] 1 2 313 0 0\ 4 .4 /1 2 3 1 00
wd 045 610 1 0)E fo =3 —6|-2 1 0
31 =210 0 1 0 -5 —-11|-%2 0 1
1¥1 2 31 % 00\, /10 112 %0
AN L) 1 2 2 -1 0] 29,00 | 2 $ -1 0
\0 -5 —11|-=2 o0 1/ 00 —1] & -5 1
1o -1} - % 0 ,, /Loo0o -§ 3 -1
Mi(—1) 0 1 2 % _% 0 A3a(~2) 01 0 1_33 _%L 2
00 1| -4 3 -1 0 0 1|4 3 -1
Como ahora A ha sido reducida a I tenemos
-3 I —1 y —16 14 —6 .
at= | S8 o) =o | 26 -2 12| R
~4 3 -1 —11 10 —6
{ —16 14 -6\ /2 4 6 6 0 0
VeriﬁcaciénA‘1A=g % ~2 120{4 5 6)=1{0s 0)=1
—11 10 -6/ \3 1 =2 6 \0 0 6

También podemos verificar que A4A~'= L.

Advertencia. Es muy facil cometer errores numéricos al calcular 4A—!. Por tan-
to, es esencial verificar los calculos probando que A—'4 = /.
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2 4 3
Ejemplo 7 Sea A={0 1 vi\).Calcule A~ sies que existe.
3 5 7
Solucion Procediendo como en el Ejemplo 6 obtenemos, sucesivamente, las siguientes
matrices aumentadas:
2 4 311 0 0 1 2 314 0 0
o1—1010>-~’ﬂi—>01~1010>
35 710 0 1 35 710 0 1
1 2 3 100 A,y (-2) 10 5 L -2 0
2200 1 -1 0 1 o>-—’iz:m 01 -1/ 0 1 o)
0 -1 $|-2 0 1 oo 212 11
1 0 % % —2 0 A341(N2]) s 1 O O 4 h1_33 —“%
2250001 -1] 0 1 o)w’iﬁ)—»01 -1 3 g)
0 0 111 z 2 0 0 1|-1 2 2
Por consiguiente 4 13 7
3 3
a1 5 3
-1 %3
4 -8 -2 4 3 1 0 0O
Verificacion A'A={ -1 2 %) 01 ”l)=(0 1 0)
-1 2 2/\3 5 7 0 0 1
1 -3 4
Ejemplo 8 Sea A={2 -5 7]. Calcule A-!sies que existe.
o -1 1
Solucion Procediendo como antes obtenemos, sucesivamente,

1 =3 4100 /1 -3 4] 100
2 =5 700 1 o} 10 1 -1|-2 1 0
0 -1 110 0 1 0 -1 1!l 00 1

AL (3 l O 1 '—5 3 0
2 g 1 -1l -2 1 0
00 0l-2 11

Esto es lo mas que podemos hacer. La matriz A no se puede reducir a la matriz
identidad y concluimos que A no es invertible.

Definicion 3
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Hay otra manera de ver el resultado del ultimo ejemplo. Sea b cualquier vec-
tor de tres componentes y consideremos el sistema Ax = b. Si tratdsemos de
resolver este sistema por eliminacion gaussiana, se terminaria con una ecua-
cidon de la forma 0 = ¢ # 0 como en el Ejemplo 3, o también con 0 = 0. Este
es el caso (if) o (i) de la Seccién 1.6 (ver la pagina 41). Esto es, el sistema
no tiene solucién o posee un numero infinito de soluciones. La Unica posibili-
dad que se excluye es la de que el sistema tenga una solucién unica. Pero si
A~ existiera, entonces habria una sola solucion dada por x = 4—'b. Conclui-
mos pues que

Si en la reduccién por filas de 4 se termina con una fila de ceros, la
matriz 4 no es invertible.

Matrices equivalentes por renglones (o filas), Supongamos que por medio de ope-
raciones elementales sobre filas, podemos transformar una matriz 4 en una
matriz B. Entonces se dice que 4 y B son equivalentes por renglones.

El razonamiento usado anteriormente se puede utilizar para la demostracion
del siguiente teorema (ver el Problema 47).

Teorema 5 Sea A una matriz de n x n.
i. A esinvertible si y s6lo si 4 es equivalente por renglones a la matriz identi-
dad 1,; esto es, la forma en escalén por filas reducida de A es /.
ii. A es invertible si y sélo si el sistema Ax = b tiene solucion tnica para to-
do vector b de n componentes. '
iii. Si A es invertible, esta solucion tinica estd dada por x = 4-'b.
Ejemplo 9 Resolver el sistema
2%, +4x,+3x,= 6
Xo— X3=—4
3%, +5x,+Tx3= 7
2 4 3
Solucion  Este sistema puede ser expresado como Ax = b,endonde A={0 1 -1}y

35 7
6
b = | —4 1. En el Ejemplo 7 encontramos que A-! existe y que
7

EN
|
o
|

i
-
|
|
s
DI Wi
WIN W WIS
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Asi pues, la solucién tGnica esta dada por

X 4 -2 Iy s 6\ (25
x={x =A T b={-1 2 2ii—41=1-8
Xs -1 2 3 7 —4

Ejemplo 10 En el modelo de insumo-producto de Leontief descrito en el Ejemplo 1.6.8,

Tabla 1.1

se obtuvo el sistema
Ay1Xy + A92Xy + -+ A X, + e =X,

Ap1Xy + AypXy + o+ Ay X, + 25 = X,

(15)
uiXy + Ay Xy + -0 + Ay Xy + €, = X,
que puede ser escrito como
AX +e=x = Ix
o también,
(J—Ax=-c¢e (16)

La matriz A de demandas internas lleva el nombre de matriz de tecnologia, y
la matriz I — A se llama matriz de Leontief. Si la matriz de Leontief es inverti-
ble, entonces los sistemas (15) y (16) tienen soluciones tnicas.

Leontief usé su modelo para analizar la economia estadunidense de 1958.*
Dividio la economia en 81 sectores y los agrupé en seis familias de sectores re-
lacionados. Para simplificar, se trata cada familia de sectores como uno solo,
de modo que se manejard la economia de Estados Unidos como una de seis
industrias principales. Estas aparecen enumeradas en la Tabla 1.1.

Sector (industrial) Ejemplos

Muebles, alimentos procesados
Enseres domésticos, vehiculos de motor
Productos elaborados con maquinaria, mineria

Final no metélica (FN)
Final metalica (FM)
Bésica metalica (BM)

Bdsica no metalica (BN) Agricultura, artes graficas
Energia (E) Petréleo, carbén
Servicios (S) Diversiones, bienes raices

El cuadro de insumo-producto, Tabla 1.2, proporciona las demandas internas
en 1958 con base en las cifras de Leontief. Las unidades en la tabla son millo-
nes de dolares ($). Asi, por ejemplo, el ntiimero 0.173 en la posicién 6,5 signifi-
ca que es necesario suministrar 0.173 millones = $173,000 de servicios para
producir $1,000,000 equivalente de energia. Similarmente, el numero 0.037 en
la posicion 4,2 significa que para producir el equivalente a $1,000,000 de pro-
ductos finales metdlicos, es necesario gastar $37,000 en productos bésicos no
metalicos.

* Scientific American (abril de 1965), pags. 26-27.

Tabla 1.2

Tabia 1.3

Solucion
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Demandas internas en la economia de
Estados Unidos en 1958

FN FM BM BN E S

FN 0.170 0.004 0 0.029 0 0.008
FM 0.003 0.295 0.018 0.002 0.004 0.016
BM 0.025 0.173 0.460 0.007 0.011 0.007
BN 0.348 0.037 0.021 0.403 0.011 0.048
0.007 0.001 0.039 0.025 0.358 0.025
0.120 0.074 0.104 0.123 0.173 0.234

»

Finalmente, Leontief estimé las siguientes demandas externas en el afio de 1958
para la economia estadunidense (en millones de délares).

Demandas externas en 1958 para
Ia economia de E.U.
(millones de dolares)

FN $99,640
FM $75,548
BM $14,444
BN $33,501
E $23,527
S $263,985

¢Cuantas unidades de cada uno de los seis sectores es necesario producir para
activar la economia estadunidense de 1958 a fin de poder satisfacer todas las
demandas externas?

La matriz de tecnologfa est4d dada por

10170 0.004 0 0.029 0 0.008 |
0.003 0.295 0018 0002 0004 0.016
0.025 0.173 0460 0007 0011 0.007
0348 0.037 0.021 0403 0011 0.048
0.007 0.001 0.039 0025 0358 0.025
0120 0074 0.104 0.123 0173 0234

[ 99,640
75,548
14,444
33,501
23,527

263,985
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Para obtener la matriz de Leontief, obtenemos, restando,
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Esto significa que se requieren 131,161 unidades (con valor de $131,161 millo-
nes) de productos finales no metélicos; 120,324 unidades de productos met4li-
cos finales; 79,194 unidades de productos metdlicos basicos; 178,936 unidades
de productos bdsicos no metalicos; 66,703 unidades de energia, y 426,542
unidades de servicio para activar la economia y satisfacer las demandas exter-
nas de 1958.

10000 0
010000
i_a_]00 1000
000100
000010
00000 1
[0.170  0.004 0 0.029 0 0.008|
0.003 0295 0018 0.002 0.004 0016
0025 0.173 0460 0.007 0.011 0.007
10348 0037 0021 0403 0011 0.048
0.007 0001 0039 0025 0358 0.025
0.120 0074 0.104 0.23 0173 0234/
0830 —0.004 0 —0.029 0 —0.008
—0.003 0705 —0.018 —0.002 —0004 —0.016
—0.025 —0.173 0540 —0.007 —0.011 —0.007
= 10348 —0037 —0021 0597 —0011 —0.048
—0.007 —0001 —0039 —0025 0642 —0.025
| -0.120 —0.074 —0.104 —0.123 —0.173  0.766

La determinacién de la inversa de una matriz de 6 X 6 es un asunto tedioso.
Usando tres decimales en una calculadora, se obtiene la matriz siguiente. Los

pasos intermedios se omiten.

[ 1.234 0.014 0.006 0.064 0.007 0.018
0.017 1.436 0.057 0.012 0.020 0.032
(I - 4y = 0.071 0465 1.877 0.019 0.045 0.031
0.751 0.134 0.100 1.740 0.066 0.124
0.060 0.045 0.130 0.082 1.578 0.059
0.339 0236 0307 0312 0376 1.349
Asi pues, el vector “‘ideal’” de produccién (o producto) esta dado por
1234 0014 0.006 0064 0.007 0.018\ [ 99,640}
0.017 1436 0.057 0.012 0.020 0.032 75,548
X = (I — A) le = 0.071 0465 1877 0.019 0.045 0.031 14,444
0.751 0.134 0.100 1.740 0.066 0.124 33,501
0.060 0.045 0.130 0.082 1.578 0.059 23,527
10339 0236 0307 0312 0376 1349/ 1263,985
131,161
120,324
79,194
178,936
66,703

1426,542

Teorema 6

Demostracion

En la Seccién 1.2 encontramos la primera forma del Teorema Resumen
(Teorema 1.2.1). Ahora estamos en condiciones de mejorarlo. El siguiente
teorema establece la equivalencia de varias afirmaciones referentes a los con-
ceptos de inversa, unicidad de soluciones, equivalencia por renglén y determi-
nantes. Esto significa que si una de las afirmaciones es verdadera, todas las
demas también lo son. En este punto podemos probar la equivalencia de
las partes (i), (i), (iii) y (iv). Terminaremos la demostracién después de haber
desarrollado una teoria basica sobre determinantes (vea Teorema 2.4.4).

Teorema Resumen, Versién 2. Sea A una matriz de n X »n. Entonces cada una
de las cinco siguientes afirmaciones implica a las otras cuatro (esto es, si una es
cierta, todas son ciertas):

i. A es invertible.
ii. La Gnica solucion al sistema homogéneo Ax=0 es la solucién trivial
x=0). '
iii. El sistema Ax="b tiene una unica solucion para cada n-vector b.
iv. A es equivalente por renglones a la matriz identidad de n x n 1,
v, det 4 # 0 (Hasta ahora, det 4 sélo estd definido si A4 es una matriz de
2 x 2)

Ya hemos visto que las afirmaciones (i) y (iif) son equivalentes (Teorema 5
(parte if)) y que (/) y (iv) son equivalentes (Teorema 5 (parte /)). Veremos que
(if) y (iv) son equivalentes. Supongamos que (ii) es cierta. Esto es, suponga-
mos que Ax = 0 tiene solamente la solucidn trivial x = 0. Si escribimos este
sistema obtenemos

Ay1X1Fapxs+ 0 +agx, =0
Ay X1+ X+ -0 +ay,x, =0

R " (17)
A1 X1+ ApoXy+ v e +an,:x,, =0

Si A no fuera equivalente a J, entonces la reduccién por renglones de la ma-
triz aumentada asociada a (17) nos llevaria a un renglén de ceros. Pero si, por
ejemplo, el dltimo renglén es cero, entonces la ultima ecuacion quedaria 0 =
0. Entonces el sistema homogéneo se reduce a un sistema de n — 1 ecuaciones
con n incdgnitas, el cual, en virtud del Teorema 1.7.1 tiene un nimero infinito
de soluciones. Pero supusimos que x = 0 era la unica solucién al sistema an.
Esta contradiccion muestra que 4 es equivalente por renglones a /,. Inversa-
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Teorema 7

Teorema 8

Demostracién

mente, supongamos que (#v) es cierta; esto es, supongamos que A es equiva-
lente por renglones a 7,. Entonces por el Teorema 5 (parte i), A es invertible
y por el Teorema 5 (parte iii) la unica solucién a Ax = 0esx = A= 0 = 0.
Asi, (if) y (iv) son equivalentes. En el Teorema 1.2.1 mostramos que (i) y (vi)
son equivalentes en el caso 2 X 2. Probaremos la equivalencia de (ii), (v) y
(vi) en la Seccidén 2.4. B

Observacion. Podriamos afiadir otra afirmacion al teorema. Supongamos que el
sistema Ax = b tiene ina Unica solucidn. Sea R una matriz en forma escalona-
da que sea equivalente por renglones a 4. Entonces R no puede tener un ren-
glén de ceros, pues si lo tuviera no podria ser reducida a la matriz identidad.*
Asi, la forma escalonada de A deberia parecerse a lo siguiente:

1 ryy ra 0 T

0 1 r23 e r2n

0 0 1 - 1 (18)
o o0 o0 --- 1

Esto es, R es una matriz con unos en la diagonal y ceros abajo de ella. Tene-
mos asi el Teorema 7.

Si se da alguna de las condiciones del Teorema 6, entonces la forma escalonada
de A tiene la forma de la matriz (18).

Hemos visto que para verificar que B = A ~! debemos comprobar que
AB = BA = I. Veremos que basta con probar la mitad de esto.

Sean A y B matrices de n X n. Entonces A4 es invertible y B = A~! si (i)
BA = I o bien (ii) AB = I.

Observacion. Este teorema simplifica el trabajo de ver si una matriz es la inver-
sa de otra.

i. Supongamos que BA = I. Consideremos el sistema homogéneo Ax = 0.
Multiplicando por la izquierda ambos lados de esta ecuacion por B obte-
nemos

BAx = B0 (19)

Pero BA = Iy B0 = 0, de donde (19) se convierteen/x = § ox = 0.
Esto muestra que X = 0 es la tnica solucién a Ax = 8y, por el Teorema
6 (parte i y ii), esto significa que A es invertible. Debemos mostrar atn

* Notemos que si el renglon i-ésimo de R contiene solamente ceros, entonces el sistema homogé-
neo Rx = 0 contiene mds incognitas que ecuaciones (pues la i-ésima ecuacion es la ecuacion cero)
y el sistema tiene un nimero infinito de soluciones. Pero entonces Ax = 0 tiene un nimero infini-
to de soluciones, lo que contradice nuestra suposicién.
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que B = A-!. Sea A~ = C. Entonces AC = I. Asi, BAC = B(AC) =
Bl = ByBAC = (BA)C = IC = C.Portanto B = Cyla parte (/) que-
da demostrada.

ii. Sea AB = I. Entonces, de la parte (i), A = B~'. De la Definicion 2 es-
to significa que AB = BA = [, lo que prueba que A4 es invertible y que
B = A-'. Esto completa la demostracién. B

Problemas 1.8

En los Problemas del 1 al 15 determine si la matriz dada es invertible. Si lo
es, calcule su inversa.

15 o) 2 (

0 3) s (
HERGE

10. (} -1 2 (

OO W
DN

|

N

W
b e
—— ]
pa
s
-

1 1 11 10 2 3 i -3 0 -2
1 2 -1 2 -1 1 0 4 3 —12 -2 -6

3. . .
1 1 -1 14 21 -1 3 15 -2 16 2 5
1 3 3 2 -1 0 5 7 -1 6 1 3

16. Muestre que si 4, B y C son matrices invertibles entonces ABC es invertible y
(ABC)Y-! = C—'B—'4~".

17. Si Ay, A,, ..., A, son matrices invertibles de n X »n muestre que A4, - A, es
invertible y calcule su inversa.

. 3 4 . o
18. Muestre que la matriz ( 5 3) es igual a su propia inversa.

3P

. [a . L . .
19. Muestre que la matriz (a“ )es igual a su propia inversa si A = 7T o si
21

Az
I ] - g2
ay = ~anydya;, = 1-aj.

20. Encuentre el vector de salidas x en ¢l modelo de insumo-producto de Leontief si

30 E 0
n=3,e=<2()) y A:(
40

+* 21. SupongaqueAesden X myBesdem X ndeformaque ABesden X n. Mues-
tre que AB no es invertible si n > m. [Sugerencia: Muestre que existe un vector
x diferente de cero tal que ABx = 0 y luego aplique el Teorema 6.]

Gl iR Wl
o

ol [N
VN tajta
e

% 22. Utilice los métodos de esta seccion para encontrar las inversas de las siguientes ma-
trices con componentes complejas:
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. (i 2) N <1—i 0) ! (‘) (1)
BAVERR "o 1+ “\
0 1+i 1-i

sen® cos@ O
23. Muestre que para cualquier nimero real § la matriz | cos 8 —sené 0) es inverti-

0 0 1
ble y encuentre su inversa.

. 2 00
24. Calcule lainversade A={0 3 0).
0 0 4
25. Una matriz cuadrada 4 = (g ;) € conoce como diagonal si todos sus elementos
que no estdn en la diagonal principal son cero. Esto es, a; = 0sii#j. (La matriz
del Problema 24 es diagenal.) Muestre que una matriz diagonal es invertible si y
solo si cada una de sus componentes diagonales es diferente de cero.

26. Sea a, 0 -+ 0
0 a 0

A= 2
0 0 - a,

una matriz diagonal tal que cada una de sus componentes diagonales es distinta
de cero. Calcule A—1.

2 1 -1
27. Calcule la inversa de A={0 3 4].
0 0 5
1 00
28. Muestie que la matriz A={ -2 0 0 {no es invertible.
4 6 1

* 29. Una matriz cuadrada se conoce como triangular superior (inferior) si todos sus ele-
mentos por debajo (por arriba) de la diagonal principal son cero. (La matriz del
Problema 27 es triangular superior y la matriz del Problema 28 es triangular infe-
rior.) Muestre que una matriz triangular superior o inferior es invertible si y sélo
si cada uno de sus elementos diagonales es diferente de cero.

* 30. Muestre que la inversa de una matriz triangular superior invertible es triangular su-
perior. [Sugerencia: Demuestre primero el resultado para una matriz de 3 x 3.}

En los Problemas 31 y 32 se da una matriz. En cada caso, demuestre que la
matriz no es invertible encontrando un vector x distinto de cero tal que Ax = 0.

2 -1
31.

I -1 3
32.00 4 -2
2 -6 8

33. Una fébrica de muebles finos tiene dos divisiones: un taller de maquinas en donde
se fabrican las piezas de los muebles, y una divisiéon de ensamblaje y terminado en
la cual las piezas son unidas y armadas en un producto terminado. Supéngase que
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hay 12 empleados en el taller y 20 en la divisién de terminado, y que cada empleado
trabaja 8 horas al dia. Supongase, ademas, que la fabrica sélo produce dos tipos
de muebles: sillas y mesas. Una silla requiere de 384/17 horas de maquina y 480/17
horas de ensamblaje y terminado. Una mesa requiere de 240/17 horas de maquina
y 640/17 horas de ensamblaje y terminado. Suponiendo que existe una demanda
ilimitada de estos productos y que el fabricante desea mantener a todos sus emplea-
dos ocupados, ¢cuantas sillas y mesas puede producir esta fabrica en un dia?

34. Elarmario magico de una bruja contiene 10 onzas de tréboles de cuatro hojas (mo-
lidos) y 14 onzas de raiz de mandragora en polvo. El contenido del armario se resti-
tuye en forma automatica siempre y cuando la hechicera utilice todos sus suministros.
Un lote de pocién de amor requiere de 375 onzas de tréboles y 2{;onzas de mandr-
gora. Una receta de una cura bien conocida (entre los hechiceros) para el resfriado
comun requiere de 575 onzas de los tréboles y 104%onzas dela mandragora. ;Cuanto
de la pocién de amor y de la cura debe producir la bruja para exactamente vaciar
el contenido de su armario?

35. Un campesino alimenta su ganado con una mezcla de dos tipos de alimento. Una
unidad estandar del tipo A suministra a una cabeza de ganado 10% de sus requeri-
mientos diarios minimos de proteina y 15% de los carbohidratos. Fl tipo B contie-
ne, en una unidad estandar, 12% del requerimiento de proteina y 8% del de
carbohidratos. Si el campesino desea dar a sus animales el 100% de sus requeri-
mientos minimos, jcudntas unidades de alimento debe dar a cada cabeza de gana-
do diariamente?

36. Una versién harto simplista de una tabla de insumo-producto para la economia is-
raeli en 1958 divide a la economia en tres sectores: agricultura, manufacturas y ener-
gia, con el resultado siguiente.*

Agricultura Manufacturas Energia
Agricultura 0.293 0 0
Manufacturas 0.014 0.207 0.017
Energia 0.044 0.010 0.216

(a) ;Cuantas unidades de produccion del sector agricola son necesarias para ob-
tener una unidad de producto agricola?

(b) ¢Cudntas unidades de produccidn en agricultura son necesarias para producir
200,000 unidades de producto agricola?

(¢) ¢Cudntas unidades de produccién agricola se necesitan para la produccién de
50,000 unidades de energia?

(d) ;Cudntas unidades de energia se necesitan para producir 50,000 unidades de
productos agricolas?

37. Continuando con el Problema 36, las exportaciones (en miles de libras israelies) en
1958 fueron

Agricultura 13,213
Manufacturas 17,597
Energia 1,786

* Wassily Leontief, Input-Output Economics (Nueva York: Oxford University Press, 1966), 54-
57.
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(a) Calcule las matrices de tecnologia y de Leontief.

(b) Determine el nimero de libras israelies necesarias en cada uno de los sectores
econdmicos para poder activar la economia de este modelo y dé e} valor de
cada producto en las exportaciones.

En los Problemas del 38 al 45 encuentre la forma escalonada de la matriz dada
v utilicela para determinar directamente si la matriz dada es invertible.

38. La matriz del Problema 3. 39. La matriz del Problema 1.
40. La matriz del Problema 4. 41. La matriz del Problema 7.
42. La matriz del problema 9. 43. La matriz del Problema 11.
44. La matriz del Problema 13. 45. La matriz del Problema 14.

l 7
46. Sea A = (a“ ‘ 12) y sSuponga que a,,d,; — a2, ¥ 0. Deduzca la férmula (12)
dz1 Ay

|
. . a a 1 0

reduciendo por renglones la matriz aumentada | ' "2 .
a; a0 1

47. Demuestre las partes (/) y (ii) del Teorema 5.

1.9

Definicion 1

Transpuesta de una matriz

Cada matriz tiene una matriz correspondiente que, como veremos en el
Capitulo 2, tiene propiedades similares a las de la matriz original.

Transpuesta, Sea A = (a,) una matriz de m X n. Entonces la franspuesta de
A, escrita A, es la matriz de n X m obtenida intercambiando los renglones
y columnas de 4. Abreviadamente podemos escribir A! = (a;). En otras pa-
labras,

Ay Qi "t Gy Gy Hyy T Gy
N a a LR / ] @ a,_z P a 2
siA=f ¥ % 2 |, entonces At =1 %12 (D
Ay Gz " G Qi Gz, " O

Dicho simplemente, el i-ésimo renglén de A4 es la i-ésima columna de A’y la
Jj-ésima columna de A es el j-ésimo renglon de A4'.

Ejemplo 1

Solucion

Encuentre las transpuestas de las matrices

1 2 -6

2 3 _231) |2 -3 4
A’(} 4) B"(—146 C"o 1 2
2 -1 5

Intercambiando los fenglones y columnas de cada matriz obtenemos
2 -1 T 20 2
A'=(2 1) B'={3 4 c'={ 2 -3 1 -1
34 1 6 -6 4 2 5
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Notemos, por ejemplo, que 4 es la componente del renglon 2 y 1a columna 3 de
C mientras que 4 es la componente del renglén 3 y la columna 2 de C*. Esto
es, el elemento 23 de C es el elemento 32 de C.

Teorema 1

Demostracion

Definicién 2

Supongamos que A =(a;) es una matriz de nXm y B=(b,) es una matriz de
m X p. Entonces:

i. (Ay=A [0))
ii. (ABY =BA! 3)
iii. SiAy BsondenXm,entonces (4 +B)=A"+B' 4)
iv. Si A4 es invertible, entonces A’ es invertible y (A7)~ = (4-1) &)

i. Esto se dice directamente de la definicién de transpuesta.

ii. Primero notemos que AB es una matriz de n X p y asi (AB) es de pxn.
También, B'es de p X my A’ esde m X n, de donde B'A’ esde p X n.
Asi, ambas matrices en la Ecuacién (3) son del mismo tamafio. Ahora, el

m

i{j-ésimo elemento de AB es kzlaikbk,- y éste es el ji-ésimo elemento de (ABY.

Sea C = B'y D = A'. Entonces el ij-ésimo elemento ¢;de Ces b, yel
ij-¢ésimo elemento dj; de D es a;,. Asi, el ji-ésimo elemento de CD es igual

m m m
al ji-ésimo elemento de B'A' = k21 cud = 2 byaw = kE by es
= k=1 -1

igual al ji-ésimo elemento de (AB)'. Esto completa la demostracién de la
parte (ii).

iii. Esta parte se deja como ejercicio (Problema 11).
iv. Estaparte esmds dificil. Se demuestra en la siguiente seccién, en la pagina 80.

La transpuesta juega un papel importante en la teoria de matrices. Veremos
en capitulos subsecuentes que A y A’ tienen varias propiedades en comiin. Co-
mo las columnas de A son los renglones de A seremos capaces de usar propie-
dades relacionadas con la transpuesta para concluir que lo que es cierto para los
renglones de una matriz es cierto para sus columnas. Concluimos esta seccién
con una definicién importante.

Matriz simétrica. Se dice que la matriz 4 de n X n (cuadrada) es simétrica si
Al = A.

Ejemplo 2

Las cuatro matrices siguientes son simétricas:

L a -1 2 4 6
12 7
1oa=(, 3) B={-4 7 5] c= 3;3 >
N
5 0 -
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Veremos la importancia de las matrices simétricas en los Capitulos 5 y 6.

Problemas 1.9

En los Problemas del 1 al 10 encuentre la transpuesta de la matriz dada.

1 4 30 23 2 -1 0
e 3.0-1 2 4.( )
1(65) 2(12) ( ) 1 56

1 4
2 -1
123 1227(1010) 2 4
5.0-1 0 4] 612 —7.0101 L e
155 3 -5 L s
a b 0(000>
9.def. 1.000
g h j

11. Sean A y B matrices de n X m. Muestre, usando la Definicion 1, que (4 + B) =
A" + BY.

2 a 3
12. Encuentre numeros o y 8 tales que (5 -6 2) sea simétrica.
B 2 4

13. Si A y B son matrices simétricas de n X n demuestre que A + B es simétrica.
14. Si 4 y B son matrices simétricas de n X n, muestre que (AB)' = BA.

15. Para cualquier matriz 4 muestre que el producto 44 esta definido y es una ma-
triz simétrica.

16. Muestre que cualquier matriz diagonal es simétrica (Problema 1.8.25).

17. Muestre que la transpuesta de cualquier matriz triangular superior es triangular in-
ferior (Problema 1.8.29).

18. Se dice que una matriz cuadrada es antisimétrica si A' = —A (esto es, a; = —a;).
(Cuales de las siguientes matrices son antisimétricas?

~

| 6 0 6 2 -2 =2 0 1 -1

a. b. e f2 2 =2 d. § —1 0 2
6 0 6 0

2 2 2 1 =2 0

19. Sean A y B matrices antisimétricas de n X n. Muestre que A + B es antisimétrica.

20. Si A es antisimétrica, muestre que toda componente de la diagonal principal de A
es cero.

21. Si Ay B son matrices antisimétricas de n X n, muestre que (4B)’ = BA, de mo-
do que, AB es simétrica si y s6lo si 4 y B conmutan.

11 Gz . . .
22. Sea A = una matriz con componentes no negativas y con las propieda-

Ay Aar

) a a
des (i) a}; + a% = lydy, + dh, = 1y (ii) < “)’( 12) = 0. Muestre que A4 es
invertible y que A—! = A" dz1/ \az
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1.10 Matrices elementales e inversas de

Definicién 1

matrices

Sea A4 una matriz de m X n. Entonces, como pronto se vera, podemos efec-
tuar operaciones elementales en renglones o filas sobre A multiplicando A4 por
la izquierda por una matriz apropiada. Las operaciones elementales son

i. Multiplicar el i-ésimo renglén por un nimero ¢ distinto de cero. Myc)
ii. Sumar un multiplo del i-ésimo renglén al j-ésimo renglén. Ao
iii. Permutar (intercambiar) los i-ésimo y j-ésimo renglones. P;
Matriz elemental. Una matriz de n X n (cuadrada) E se denomina matriz ele-
mental si puede ser obtenida a partir de la matriz identidad de n x n, I, por
una sola operacion elemental de renglones.

Notacién. Denotamos una matriz elemental por £ o por M, A;, o bien P,
dependiendo de como se obtuvo la matriz a partir de 7.

Ejemplo 1  Se obtienen las tres matrices elementales.
1 0 O 1 0 O
M.(5 B Se tiene multiplicando por 5
(3) 0 1 0 *—’2( ) 0 5 0= iwz el segundo renglén de 1.
0 0 1 0 0 1
10 0 1 0 0
Ay 5(—3) Se tiene multiplicando por —3
® {0 1 0} == 0 1 0J=4 13 el primer renglén de 7y
0 0 1 ~3 0 1 sumandola al tercero.
1 0 0\ 1 0 0
) Py Se tiene permutando los renglones
(\C) 01 0 ) — 0 0 1} = P23 segundo y tercero de /.
0 0 1 0O 1 0
La demostracién del siguiente teorema se deja como ejercicio (vea los Proble-
mas 58 a 60).

Teorema 1  Para efectuar una operacion elemental en renglones sobre la matriz A de m x
n, multipliquese la matriz A, por la izquierda, por la correspondiente matriz
elemental.

3 2 1
Ejemplo 2 Sea A= {4 2 3 —5). Efectuar las siguientes operaciones elementales

31 -2 4

por filas o irengloncs sobre A, multiplicando A por la izquierda por la matriz
elemental apropiada.
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Solucion

(a) Multiplicar el segundo renglén por 5.
(b) Multiplicar el primer renglon por —3 y afadirlo al tercer renglén.
(¢) Permutar los renglones segundo y tercero.

Como A es una matriz de 3 X 4, cada matriz elemental E debe ser de 3 X 3
puesto que F tiene que ser cuadrada y E esta multiplicando por la izquierda
a A. Se usan los resultados del Ejemplo 1.

1o oN/1 3 2 1 132 i
(@) MyA=1{0 5 off4 2 3 —sl={20 10 15 =25
00 1/\3 1 -2 4 301 -2 4
1o o\/1 3 2 1 13 2 1
() AsA=1 0 1 oJ{a 2 3 —5)={4 2 3 -5
-3 0 1/\3 1 -2 4 0 -8 —8 1
10 0\/1 3 2 1 13 2 0
(©) Pysd =10 0 1(42 3 —5)={3 -2 4
01 0/\3 1 -2 4 4 2 3 -5

Considérense los tres productos siguientes:

1 0 O\/1 0 O 1 00
0 ¢ ojlo 1/c oj=f0 1 0 (0
00 t/\o 0 1 0 0 1
1 0 0 1 00 1 00

10 01 0J=1401 0 @)
c 0 1/ \—c¢c 0 1 0 0 1

1 0 0\/1 0 O 1 0 0

0 0 1jf0 0 191=1{0 1 0 3)
01 0/\0 1 0 0 0 1

Las Ecuaciones (1), (2) y (3) indican que cada matriz es invertible y que su
inversa es del mismo tipo (Tabla 1.4). Esto es consecuencia del Teorema 1. Evi-
dentemente, si las operaciones 4,(c) seguidas de A;(—c) se efectiian sobre 4,
la matriz 4 no se altera. También, M;(c) seguida de M,(1/c) y permutando dos
veces las mismas filas no alteran la matriz 4.

Se tiene que

1
(M) ™' = fwi(c> 4
[Aij(c)] = Aij(‘“(’) 5
(Pij)_l :Pij (6)

Teorema 2

Teorema 3

Demostracion

110 e Matrices elementales e inversas de matrices 77
Efecto de Representacion
multiplicar A simbolica de la Cuando E-! Representacién
por la operacién multiplica por simboélica de la
Tipo de matriz | izquierda por elemental por la izquierda, operacion
elemental F renglones tiene el efecto: inversa

Multiplicacién | Multiplicacién M) Multiplicacion

del /-ésimo ! del i-ésimo ren- M. 1

renglon de 4 glén de A4 porl ¢

por ¢ # 0 c
Adicién Multiplicacién Multiplicacién

. A, fc) e A, (—c)

del i-ésimo + del i-ésimo ren- +J

renglén de A glon de A por

por ¢ y se su- —cy se suma al

ma al j-ésimo J-ésimo renglén

renglén
Permutacion Permutacion p Permutacion de P

de los i-ésimo i los i-ésimo y i

y j-ésimo ren- J-ésimo renglo-

glones de A nes de A4

La Ecuacion (6) indica que

Toda matriz de permutacidn es su propia inversa.

En resumen:

Toda matriz elemental es invertible. La inversa de una matriz elemental es una
matriz del mismo tipo.

Una matriz cuadrada es invertible si y s6lo si es el producto de matrices ele-

mentales.

Sea A = E\E, - E,, en donde cada E; es elemental. Por el Teorema 2, cada
E; es invertible. Mas atn, por el Teorema 1.8.3, 4 es invertible* y

AV =E'ESL -

CE;TES!

Reciprocamente, supdngase que A es invertible. Conforme al Teorema 1.8.6
(el Teorema Resumen), 4 es equivalente por renglones a la matriz identidad.
Esto significa que A puede ser reducida a 7 por un niimero finito, 7, de opera-
ciones elementales por renglones. Por el Teorema 1, cada operacién tal puede

* Aqui hemos usado la generalizacion del Teorema 1.8.3 a mds de dos matrices. Vea, por ejem-
plo, el Problema 1.8.16.
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ser efectuada multiplicando A4 por la izquierda por una matriz elemental. Esto o

significa que existen matrices elementales |, E,, - - -, E,, tales que
EE, - E,E,A=1

Asi, del Teorema 1.8.8, se desprende que

E,E,_ - E,E =A""

m

y, como cada E; es invertible, del Teorema 2, resulta que

A=A =(E,Ey - E,E) ' =E'Ey e E L EL! M

Dado que la inversa de una matriz elemental es también una matriz elemental,
se ha logrado expresar a A como el producto de matrices elementales. La de-
mostracién queda completa. @& '

Ejempic 4

Solucion

2 4 6
Demostrar que la matriz 4 = (4 5 6 | es invertible y expresaria como pro-
\3 1 =2

ducto de matrices elementales.

Se ha encontrado esta matriz anteriormente, primero en el Ejemplo 1.6.1. Pa-
ra resolver el problema, se reduce 4 a Iy se sigue el rastro de las operaciones
elementales sobre renglones. En el Ejemplo 1.8.6 se redujo 4 a I por las opera-
ciones siguientes:

@ Ml(%)a @ Al,Z(—4)a ©) ‘41,3(—3)5 @) Mz(“‘%)a
Q A (=2), ©® A4,505), D My(-1),

® A; (D), @ 4;5,(=2).

A~'se obtuvo comenzando con [ y aplicando estas nueve operaciones elemen-
tales. Asi pues, A~' es el producto de nueve matrices elementales:

1 -2 0

1 0 ON/1 0 1, /1 O 0N /1 0 0

ATl=140 1 =2 (() I ()) 0 1 0\) 0 1 0}40 10

' 6 0. 1/ 0 1/\0 0 —1/\0 5 1/\0 0 1
4;,0-2) A1) My(—1) 434505 Ara(—2)

1 0 0 1 0 0O 1 0 O\/A 0 O

x 40 ~f§ 0 01 O) (~4 1 03{0 1 0)

0 O 1/\=3 0 1/\ 0 06 1/\0 O 1/
My(— 5 Ay (=3 A (-4 M)

Entonces A = (A-)~! = producio de las inversas de las iiueve matrices en
el orden contrario:
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2 4 6 2.0 0\ /t 0 0\/1 0 O\/1 0 ON/1 2 0
4 s 6:010410010(0—30010
301 -2 001/ 01/\30 1/ 00\ o1
M,(2) A (@) A, 503) M,(~3) Ay 4(2)

L0 0\/t 0 0\/t 0 —1\/1 00

x{o 1t olfo 1 offo 1 olfo 1 2

0 -5 1/\0 0 —1/\o 0o 1/\0 o 1

A, 5(—5) My(—1) Ay (—1) A3 ,(2)

Teorema 4

Teorema 5

Demostracion

Podemos usar el Teorema 3 para extender el Teorema Resumen.

Teorema Resumen — Versién 3. Sea A una matriz de n X n. Entonces cada uno
de los seis enunciados siguientes implica a los otros cinco (esto es, si uno de
ellos es verdadero, todos son verdaderos):

i. A es invertible.

ii. La unica solucién al sistema homogéneo Ax = 0 es la solucién trivial

x = 0).

iii. El sistema Ax = b posee una solucién tinica para cada n-vector b.

iv. 4 es equivalente por renglones a la matriz identidad I, de n X n.

v. A puede expresarse como producto de matrices elementales.

vi. det A # 0 (hasta ahora, det 4 solo se ha definido si 4 es una matriz de
2 X 2).

Concluimos esta seccién demostrando la parte (jv) del Teorema 1.9.1.

Sea E una matriz elemental. Entonces £ -es invertible y
()"t =(E"YY ®

Caso 1: E es una M;(c). Entonces M,(c) es simétrica (E! = E), al igual que lo
es £—1, de modo que (8) se verifica.

Caso 2: FE se representa por Ay(c). Supéngase que Ees 3 X 3yquei = 1,

J = 2. Entonces
I ¢ 0 1 0 0
E'={0 1 04, E"l=1—¢c 1 0
0 1

1
0 0 1) 0

I —¢ 0
(Y"1 =10 1 0)=(E"Y
\0 0 1

/

0 0
E=1c¢c 1 0},
0 0 1,

Es facil verificar que

En el caso mds general, no es dificil comprobar que si £ es una matriz con ele-
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mentos 1 en la diagonal, una c en la jj-ésima posicién, y 0 en todos los demads
lugares, entonces E—! tiene el valor —c en la ij-ésima posicién, E' tiene el va-
lor ¢ en la ij-ésima posicion, y ambas, (E—!)' y (E9)~! tienen —c en la ij-ésima
posicién, elementos 1 en la diagonal principal y ceros en todas las demds posi-

ciones. En suma,
[(Aij(c))_ljt = Aji(_c) = [(Aij(c))t]_l

Caso 3: E es una matriz de permutacién. Entonces £ = E—!, as{ que E' =
(E—1Y. Asi, E' representa el proceso de intercambiar las i-ésima y j-ésima co-
lumnas de la matriz A. Esto significa que E’ es su propia inversa:

(Et)~—1 — El — (Evl)t B

Teorema 6 Si A es una matriz invertible n X #, entonces A’ es invertible y
(AN~ t=(A7YY )
Demostracion  Por el Teorema 3, A4 es el producto de matrices elementales:
A=EE, - E, (10)
Aplicando el Teorema 1.8.3,
ATV =E 'E,t, - E{ (11)
y por la Ecuacién (1.9.3),
A =ELE, - E (12)
De (11) y de la Ecuacién (1.9.3),
(AN = (ETY(ETY - (E N 13)
De (12) y del Teorema 1.8.3,
(AN = (EY)TNEY (BT (14
Por el Teorema 5, los productos en (13) y (14) son iguales. La demostracién
queda completa. ®
2 4 6
Ejemplo5 Sead= {4 5 6 |. Entonces
31 =2 Ejemplo 1.8.6,
2 4 3 ; e 16 14 -6
A=14 5 1} vy A-lé—G 26 —22 12
6 6 -2 —11 10 —6
Se deja al lector verificar que
e 16 26 —11
(Aan~1 =< 14 -22 10) =AY
—6 12 -6

Teorema 7

Demostracion
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Hay un resultado més que sera de utilidad en la Seccidn 2.3.

Sea A una matriz de n X n. Entonces 4 puede expresarse como un producto
de matrices elementales y de una matriz 7 triangular superior.

Al aplicar eliminacion gaussiana al sistema Ax = b, obtenemos una matriz trian-
gular superior. Para captar esto, se observa que la eliminacién gaussiana ter-
mina cuando la matriz queda reducida a la forma escalén por renglones —y
esta forma (para una matriz de n X n) es triangular superior. Denotamos la
forma escaldén de 4 por 7. Entonces, 4 se reduce a 7 por una sucesion de ope-
raciones elementales por filas, cada una de las cuales se puede obtener multi-
plicando por una matriz elemental. Asi pues,

T=E,E,_,--E,E,A

A=E'E; - EJL ECIT

Como la inversa de una matriz elemental es una matriz elemental, se ha escrito
A como el producto de matrices elementales y 7. B8

Ejemplo 6

Solucion

Expresar la matriz
3 69
A=12 5 1
1 1 8
como producto de matrices elementales y una matriz triangular superior.

Se reduce por renglones A a su forma escalonada:

3 6 9 1 2 3\ 4,2
205 1|0 5 ) Aueh)
I 1 8 1 1 8
1 2 3 1 2 3
0 1 —5)-2B00 1 _s)=T
0 -1 5 0 0 0
Entonces, procediendo hacia atrds resulta que
12 3 1 00 1 0 0
T={0 1 —-5y,=10 1 0 0 1 0
0 0 0, 0 1 1/ \~1 0 1
Ay 5(1) A5
I 0 O\N/4 0 0\/3 6 9
x~210)010251
0 0 1I/\ 0 1/\1 1 8

A (=2) M%) A
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y tomando inversas de las cuatro matrices elementales,

3 6 9 30 0\/1 06 O

A=142 5 1}1=40 1 0jf2 1t O
1 1.8 N0 0 1/\0 0 1
My(3) 4,.(2)

1 0 0y /t 0 O0\/1 2 3

x(O]OOlOO]—S

d 0 1/\0 -1 1/\0 0 O

A1) Ay5(—=1) T

Problemas 1.10

En los Problemas del 1 al 12 determine qué matrices son elementales.

(1 o) (i ) (1)

1 0
1) s (2 Y) (i 00
\o 2 “(03
/ N0 0 1/
0 1 0 1 0 0 1 00
7.(0 0 1) s.(z1o) 9.(210)
1 0 0 \3 0 1 \o 0 1/
10 0 0 1000 I =1 0 0
w 0100 alt oo a0 1too
001 0 001 0 0 010
0 1 0 1 00 1 1 0 0 0 1

En los Problemas del 13 al 20 halle una matriz elemental de 3 x 3 que efectiie
la operacion por renglones indicada sobre una matriz A de 3 x 5 al multipli-
carse por la izquierda.

13. M,(4) 14. 4, ,(2) 15. 4, (=3) 16. A, ,(4)
17. Py, 18. P,, 19. 4, (1) 20, My(—1)

En los Problemas del 21 al 30, obtenga la matriz elemental E tal que EA = B.

21, A= 233 23 22. 4 2337 23
R S B 1 e R | U1 47 T =5 =2
2 3 0 11 2 3 -1 4
23, 4 = B = 4. A = B =
S IR e
2 /56 12 2
ZS.A:(3 4>,B=(3 4) 26.A:(3 4)732(0 —2>
\5 6 12 5

/ 2 5 6/ \5 6
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/12 -1 -2 123 (—5 —6
27.A;(3 4>,,B«( 3 4) 28.A=(3 4),B=< 3 4)
\5 6 5 6 \5 6/ 5 6
1 2 5 2 1 2 5 2)
29.A4=00 -1 3 4,B=10 —1 3 4
(5 0 -2 7 0 —10 =27 =3

—
]
A%

2
3. A=40 -1 3 43, B={0 -1 3 4
7

En los Problemas del 31 al 40 halle la inversa de la matriz elemental dada.

0 1 13 1 O)
w0 n () ) n ()l

0 1 0 1 =2 0 /1 0 0
34.(100) 35.(0 10) 36.(010)
\0 0 1/ 0 01 \—2 0 |
, _ 1 01 0 1 005
37(3) —? 8) 38.0100 39.0100
: 2 00 1 0 0010
oot 00 0 1 0 0 0 1
1 00 0
0 1 00
40'()—310
0 Y70 1

En los Problemas del 41 al 48 demuesire que cada matriz es invertible y
exprésela como producto de matrices elementales.

1 2 1 1 1N\
a(2) o) afoz sl
- 5 5 1/
/32 1 0 —1 0\ 20 4
44, (0 2 2) 45, (o 1 -—1) 46. (0 1 1)
0 0 -1/ 1 0 1/ \3 1 1/
20 00 210 0
03 00 0210
47, 48.
00 —4 0 00 2 1
00 05 00 0 2

a b\ .
49. Sea 4 = (O C) , en donde ac # 0. Escriba 4 como producto de tres matrices ele-

mentales y concluya que A4 es invertible.
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a b ¢

00 f

ces elementales y concluya que 4 es invertible.

50. Sead = (O d e) , en donde adf # 0. Exprese A como producto de seis ma‘tri-‘

* 51. Sea.d una matriz #n X n triangular superior (vea el Problema 1.8.29).

Demuestre que si no es cero cada componente en la diagonal, entonces A es inverti-
ble. [Sugerencia: Vea los Problemas 49 y 50.]

* 52. Demuestre que si 4 es una matriz triangular superior de n X #, con componentes

diagonales no nulas, entonces 4 —' también es triangular superior.

* 53. Aplique el Teorema 6 y el resultado del Problema 52 para demostrar que si A es

una matriz de n X 7 triangular inferior con componentes diagonales distintas de
cero, entonces A es invertible y A ! es triangular inferior.

En los Problemas del 54 al 57 evahie (A"~ y (A~Y, y demuestre que son
iguales.

12 21
54. A= A=

32 1 /11 1
56.A=(0 2 2 57.A=(0 2 3)
0 0 —1I

\5 5 U

58. Demuestre que si P;; es la matriz de n X n obtenida permutando los i-ésimo y j-
ésimo renglones de 7, entonces Py A es la matriz que se obtiene de 4 al permutar
sus i-ésimo y j-ésimo renglones.

59. Sea Aj; la matriz con ¢ en la ij-ésima posicion, elementos 1 en la diagonal, y ceros
en el resto de las posiciones. Demuestre que 4 i A es la matriz que se obtiene de
A al multiplicar por c el i-ésimo renglén de A y sumarla al j-ésimo renglén.

60. Sea M, la matriz con c en la posicién ii, elementos 1 en las otras posiciones diago-
nales y ceros en el resto de las posiciones. Demuestre que M ; A es la matriz que
se obtiene de 4 multiplicando por ¢ su i-ésimo renglén.

En los Problemas del 61 al 66 exprese cada matriz cuadrada como producto
de matrices elementales y de una matriz triangular superior.

12 2 -3 0 0
61. A= A= A=
(2 4) 62. 4 <~_4 6) 63. A (1 0)

1 -1 2 I -3 3 1 00
64.A=(2 1 4) 65.A=(0 -3 1) 66. A = ( 2 3 0)
4 —1 8 \1 0 2

-1 4 0

1.11

Una perspectiva diferente: inversas
unilaterales de matrices

En la Seccion 1.8 definimos la inversa de una matriz cuadrada. Se demostré
que el sistema Ax = b tiene solucién vnica si y sélo si 4 es invertible. {Qué
sucede empero si 4 no es cuadrada? ;Posee soluciones el sistema Ax = b? ¢ Tie-

" Definicion 1

Teorema 1

Demostracion

111 ¢ Una perspectiva diferente: Inversas unilaterales de matrices 85

ne soluciones unicas? Daremos respuestas parciales a estas preguntas en esta
seccion.

Inversas izquierda y derecha, Sea A una matriz de m X n. Entonces

i. A posee inversa derecha si existe una matriz R de n X m tal que

AR =1, M

ii. A posee inversa izquierda si existe una matriz L de n X m tal que

LA =1, (3]

Observacién 1. AR tiene dimensiones (m X n) X (n X m) m X m,
LA tiene dimensiones (n X m) X (m X n) = n X n.

Asi que las matrices identidad en (1) y (2) son desiguales si m # n.
Observacion 2. Si A es cuadrada, entonces, por el Teorema 1.8.8, A4 es invertible
si y sélo si 4 tiene inversas izquierda y derecha. En este caso, L = R = 4~
Por esta razén, solo se consideran en esta seccion matrices no cuadradas; esto
es, m ¥ n. '

Antes de calcular las inversas derechas o izquierdas, demostraremos varios
teoremas. Consideremos el sistema

Ax =b 3)

en donde 4 es m X n; Xy b son vectores de dimensiones n y m, respectivamente.

Teorema de existencia, La matriz 4 de m X n tiene inversa derecha si y solo
si el sistema (3) posee al menos una solucién para cada vector b m-dimensional.

Supongamos primero que A tiene inversa derecha R. Definase x* = Rb. Néte-
se que x* es n X 1 puesto que Resn X mybes m X 1. Entonces
Ax* = A(Rb)=(ARb=1,b=D>
Asi pues, x* es solucion de (3).
Reciprocamente, si (3) posee una solucidn para todo m-vector b, sean

() Iy
N/ | Joilin /0
1
0 / Q
bl_ . b2: 0 B s bj—_— 1 ,‘..,bmz
: : 0 0
0 0 : 1
0
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Corolario

Teorema 2

Demostracion

Teorema 3

Cada b; es un m-vector o vector-m.
Sea

una solucién de Ax = by y finalmente,

Fix T2 Fyj "im
R = a1 ”:.zz Taj Tam
rnl rnZ rnj rnm

Demostraremos que R es inversa derecha. Denotemos por a; el i-ésimo renglén
de A. Entonces, como

tenemos que

0,sii #j
1,sii=j

“

a,-1; = i-tsima componente de b; = {

Pero a; - r; es la ij-ésima componente de AR. De (4) vemos que AR = 1, B

Si R es inversa derecha de A, entonces
x = Rb %)

es una solucion de Ax = b.

Teorema de unicidad. Si la matriz A de m X n posee inversa izquierda, enton-
ces el sistema (3) tiene, cuando mds una sola solucidn para todo m-vector b.

Sean x, y soluciones de (3). Entonces
Ax = b y también Ay =b

asi que
AX—y)=Ax—Ay=b—-b=0

Si ahora L es inversa izquierda de A4,
x=y=LKx-y)=LAx-y)=10=0

de modo que x = y. B

Sea A una matriz de m X n. Entonces

i. A posee inversa izquierda si y sélo si A4‘ tiene una inversa derecha.
ii. Si m > m, A no tiene inversa izquierda.
iii. Si m > n, A no tiene inversa derecha.
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Demostracion i. Supongamos que 4 posee inversa izquierda. Entonces existe una matriz
L de n x m, tal que LA = I,. Transponiendo, queda '
1, es simétrica  Teorema 1.9.1(ii)
1

I, =TI = (LAY = A'L'
lo cual muestra que L' es inversa derecha de A’. Similarmente, si A tiene
inversa derecha R de n x m, entonces, AR = I,y

I,,=1,=(AR) = R'A'
por lo que R’ es inversa izquierda de A’

ii. Por el Teorema 1.7.1, el sistema 4x = 0 tiene un nimero infinito de so-
luciones, ya que n > m. De manera que A no puede poseer inversa izquierda,
pues si asi fuera, el sistema Ax = 0 sélo tendria una solucién, segtin el Teore-
ma 2.

iii. Si A4 tuviera inversa derecha, entonces A‘ tendria inversa izquierda, por
la parte (i) del teorema. Pero A’ es una matriz de n X m con m > n; se tiene
entonces que A’ no posee inversa izquierda, con base en la parte (ii). En con-
secuencia, 4 no posee inversa derecha. B

Corolario.  Sea A una matriz de m X n con m # n. Entonces el sistema Ax = b no tiene
solucién tnica para todo n-vector b.
Demostracion  Caso 1: m > n. Por el Teorema 3(iii), A no posee inversa derecha, y por lo
mismo, por el Teorema 1, Ax = b no tiene solucién para todo m-vector b.
Caso2: n > m. Como en la demostracién del Teorema 3(ii), Ax = 0 tiene un
numero infinito de soluciones. &
. .. . ‘ 1 2 3
Ejemplo 1 Encontrar, si existe, una inversa derecha de 4 = 45 6
u v ,
Solucion  Buscamos una matriz R = [w x| tal que AR = I,. Esto es,
y oz
u v
1 2 3 1 0 ©)
w o ox|=
4 5 6 0 1
\y Zz

Escribimos el sistema (7) como una matriz aumentada, y se reduce por filas
o renglones:

1 02 0 3 011 1 0 20 30 1)
01020 3/0ya.cof0 1 0 2 31 0
4 0 5 0 6 00 0 0 -3 6 0| 4
0 40 5 0 6]t 04 05 0 6| 1
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Wi Wi Wi Wi

1 0 2 0 3 0 1
409010 1 0 2 0 3l o
A24lmd) .
0 0 -3 0 —6 0| —4
0 0 0 -3 0 —6 1
u voow o x y z
L /1 0 2 0 30 1 1 0 00 —1 01—
My(—3) A3 4(~2)
M= 0 1 0 2 0 3 0Y4,-2/0 1 0 0 0 —1
AN 4 Aap(2)
0010 20 4 001 0 2 0
00010 2% 0 0 0 1 0 2| -
Por lo tanto,
u=y-—s3
v=z+43%
w= —2y+%
X=—-2z—1%

Evidentemente, existe una infinidad de soluciones. Eligiendo y = 7z = 0,

- 2
3 3
Re=| ¢ 1
0 0
Verificacion
__%. %
AR1:<1 2 3) s % =<] 0)
4 5 6 0 1
0 0

Eligiendo y = z = 1, obtenemos otra inversa derecha:

. . 5
Consideremos el sistema 4x = <2) De acuerdo con (5), dos soluciones son

-5 2 ~21 ~7
1 5\ 1
X, =Rb=-| 4 —1 (z):* 18]=1 6
0 0 0 0
y
-2 5 0
1 5 0
% =Rb=2|-2 -7 (2>:- 24| =[-8
3003 21 7

1.11 ¢ Una perspectiva diferente: Inversas unilaterales de matrices 8¢9

Verificacion

-7
ax (V2N sl A_123g~5
=g 5 6 “\2) Y 2T o5 6 2
0 7
Sin hacer més cdlculos, concluimos que A no tiene inversa izquierda, pues

de lo contrario, se llegaria a una contradiccién respecto al resultado del corola-
rio del Teorema 3.

El teorema siguiente generaliza el resultado del Ejemplo 1. Su demostracion
se deja como ejercicio (vea Problema 16).

Teorema 4 Sila matriz A de m X n (m # n) posee inversa derecha, entonces tiene un ng-
mero infinito de inversas derechas.
Ejemplo ¢ Encontrar una inversa izquierda de
-2 5
A={-2 -7
3 3
Solucion  Del Ejemplo 1, vemos que
Lot 23
34 5 6
Verificacion
2 5
1/1 2 3 1 0
LA =- —2 7=
3 (4 5 6)( (0 1)
3
1 2
Ejemplo 3 Consideremos el sistema Ax = b,endonde A = |2 5.4 posee la inversa
3 4
i -2 0 , . .
izquierda L = 5 1 l). Asi que 4 no tiene inversa derecha y el siste-
ma carece de solucién para ningun vector tridimensional b. Para ver esto més
b,
claramente, consideremos b = b,| y reduzcamos por renglones:
b,
Ay 2(~2) /
L2 bl\ '4“:- 3) l 2 b]
2 Siby} 10 1} —2b, +b,
3 4 lb3 0 =2 =3by + b,
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4,0=2 /1 0 551 ~2b,
20, o 1| 26, + b,
0 0

—T7by + 2b, + b,
Evidentemente el sistema es inconsistente, a menos que —7b, + 2b, + by, = 0.

3
Por ejemplo, si b = (8) entonces —7b, + 2b, + b; = 0y el sistema posee

“\5
2
e 5b, — 2b, -1 .
la solucioén tnica = . Porotrolado,sib = { 3 |, entonces
—2b, + b, 2 4
=Tby + 2b, + by = —4 # 0y el sistema no tiene solucion.

Teorema 1’

Teorema 2’

Podemos apreciar la existencia de matrices unilaterales de una matriz desde
otro punto de vista. Si 4 es una matriz de m X n, es posible contemplar A4
como representante de una funcion cuyo dominio es €l conjunto de n-vectores
y cuyo ambito (o contradominio) es el conjunto de los m-vectores.

La funcion b = Ax es biyectiva si, siempre que Ax = Ay, es posible con-
cluir que x = y; esto es, si toda b en el ambito es imagen de un solo n-vector.

La funcién b = Ax es suprayectiva (o sobre) respecto del conjunto de m-
vectores si todo m-vector b en el ambito es imagen de un n-vector del dominio.
Esto es, si existe x tal que b = Ax.

Podemos enunciar los Teoremas 1 y 2 del modo siguiente:

Sea A una matriz de m X n. La funcién b = Ax es suprayectiva respecto del
conjunto de m-vectores si y s6lo si A4 tiene inversa der cha.

Sea A una matriz de m X n. Si A posee inversa izquierda., entonces la funcién
b = Ax es biyectiva.

Se expresard mucho mas acerca de funciones biyectivas (o biunivocas) y su-
prayectivas (o sobre) cuando se analicen transformaciones lineales en el Capi-
tulo 5 (vea, en particular, la Seccién 5.4).

Problemas 1.11

En los Problemas del 1 al 10 determine cudles matrices poseen inversas dere-
chas o izquierdas. Si existen, calcular una.

1 1 o1 ) 1 00 3 I 11 4 2 -1 5
0 11 o100 \2 2 2 “\3 4 1
Lo 10 L2y
S. <() 1) 6. (() 1) 7. (3 4)
11 00 5 6

11.

12.

13.

14.

15.

* 16.

17.

1.11 ¢ Una perspectiva diferente: Inversas unilaterales de matrices

/2
(12 03) 10. (1\

3/

23
Sead = (——1 4)
v 25

a. Demuestre que 4 no tiene inversa derecha.

Contestar las preguntas del Problema 11 para la matriz

L O N =
[N NS IRV, )

1
a. Obtenga dos inversas derechas de 4 = (4

3\

-1

4
2

3
0

91

A
b. Halle una condicion que asegure una solucién para el sistema Ax = b = (bz).
\by/

1
b. Use los resultados de (a) para determinar dos soluciones al sistema Ax = ( 0>'

1
2

a. Obtenga dos inversas derechas de 4 = (

b. Use los resultados de (a) para hallar dos soluciones al sistema Ax = (

—1

\

2

Supodngase que la matriz 4 de m X n poseyera inversa derecha R e inversa izquier-

da L. Demuestre que se tendria que R = L.

Supongase que la matriz A de m X n tiene inversa derecha R con m # 1. Demues-
tre que A tiene un nimero infinito de inversas derechas. [Sugerencia: Considere
el sistema AR = [y demuestre que si este sistema tiene una solucion Unica, enton-
ces lo mismo puede decirse del sistema Ax = b para todo todo m-vector b, lo cual

contradice al Teorema 3.]

Considere el sistema 4x = b donde

2 =5\
A= 2 7)
-3 3,
/7t 20 3\
a. Demuestre que L. = - 3—(4 5 6) es inversa izquierda de 4.
3
b.Sea b= {—1}. Calcule Lb.

2

\

¢. Demuestre que Lb 7o es solucién del sistema Ax = b.
d. Multiplique por Z ambos lados de Ax = b por la izquierda. Resulta asi

Ax =b
LAX = Lb
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Ix = Lb
X =Lb

Parecerfa que x = Lb debiera ser solucién de 4x = b. Pero esto contradice lo
hallado en (c). De hecho, si Ax = b tiene una solucién para cada b, entonces
A posee inversa derecha. Esto contradice el corolario del Teorema 3. ;Dénde
estd el error en este razonamiento?

Ejercicios de repaso™e Capitulo 1

En los Ejercicios del 1 al 14, obtener todas las soluciones (si existen) de los sis-

temas dados.

1. 3x,+6x,=9
—=2x;+3x,=4
3. 3x;—6x,=9
—2x,+4x,=6

5. X1+ xp+x3 =0
2%~ x;+2x,=0
=3%x;+2x,4+3x3,=0
7. X1+ X+ x3=2
2%~ x,+2x3=4
—x;+4x,+ x3=3

9. 2x;+ x,—3x;=0
4x;— x4+ x3=0

11. Xitx,=1
2x,+x,=3
3x,+x,=4

13. X1+ X Fx3+ x,=0
2%, —3x,— x3+4x,=0
=2x;+4x,+ x3—2x,=0
5x1— Xp+2x3+ x,=0

10.

2.

14.

3x,+6x,=9
2x;+4x,=6

Xyt Xyt x3=2
2x,— X, +2x3=4
—3x,+2x,+3x,=8

X+ X+ x3=2
2x, = xX,+2x3=4
—X;+4x,+ x3=2

X+ x4+ x3=0
2%, = X,+2x,=0
—X;+4x,+ x,=0

X1+x,=0

2x,+x,=0

3x,+x,=0

X1+ Xyt+xs+ x4=4
2x1=3x,~x3+4x,="7
—=2x+4x, x5 —2x,=1
5x1~ X+ 2x3+ x,=-1

X1+ Xo+ x3+ x,=0
2%, 3%, — x3+4x,=0
=2x;+4x,+ x3—2x,=0

En los Ejercicios del 15 al 22 realice los cdlculos indicados.

-2 1
15. 3( 0 4)

\' 2 3

;201 3 -2 1 4
17. 5(*1 2 4)%(5 0 7)

-6 1 5 2 -1 3

[y
NS
P
[
w
[
W
—
AN DO W e

16. (

0 3> ( 20 4>
“+
-1 6 -2 5 8

(36 )

2 35 0 -1 2
20. (-1 6 4) ( 3 1 2)
1.0 6/\-7 3 5
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ot 1 -1 2\ 72
21,(]03"15)23 22.356)1
21 6 2 5/F-1 0 s 4 —1/\3
5 6
2 3

En los Ejercicios del 23 al 26 determine si la matriz dada estd en forma escalo-
nada por renglones (perc no en la forma escalonada por renglones reducida);
en la forma escalonada por rengiones reducida, o en ninguna de éstas.

1 0 0 0O 1 8 1 0 1 0
23. (0 10 2) 24. (0 15 —7) 25, (O 3)
0 0 1 3 0 0 1 4 0 0

26. (1 0 2 0)
0 1 3 0,

En los Ejercicios 27 y 28, reduzca la matriz a forma escalonada por renglones

¥ a la forma escalonada por renglones reducida.

1 -1 2 4
27 (2 8 "2) 28.1-1 2 0 3
"\l 0 -6 ’ )
2 3 -1 1
En los Ejercicios del 29 al 33 calcule la forma escalonada por renglones y la

inversa de la matriz dada (si existe).
1 2 0

29, (j i) 30. (”; _i) 31. (2 1 —1)

301 1
-1 2 0 2 0 4
32.( 4 1 w~3) 33. <~1 3 1)
2 5 -3 01 2

En los Ejercicios del 34 al 36, escriba primero el sistema en la forma Ax =
b, luego calcule A—', y finalmente, utilice la mulitiplicacion de matrices para
obtener el vector solucion.
34. x,—3x,=4 35, x,+2x, = 3 36. 2x, +4x;,= 7
2x,+5x,=7 2x1+ xp—x3=-1 —x;+3x,+ x3=—4
3%+ x,+x3= 7 X, +2x3= 5
En los Ejercicios del 37 al 42 calcule la transpuesta de la matriz dada y determi-
ne si la matriz es simétrica’ o antisimétrica. *

2 31 4 6 2 31
w (230w () 5. (3 o )
10 2 ,
6 4 1 -5 9
- 1 -1 1
0 s 6 1 -1 4 6 0 1
40.1-5 0 4 a b2 S Tyt 0 L2
L 4 V4 5 3 -8 11 1 o0 1
6 7 -8 9 1 -2 -1

* Del Problema 1.9.18 se tiene que: A es antisimétrica si A’ = —A.
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En los Ejercicios del 43 al 47 encuentre una matriz elemental 3 X 3 que realice
las operaciones sobre renglones indicadas.

43. My(—2) 4. A4, () 45. A (—5) 46. P, 47 A, ()

En los Ejercicios del 48 al 50 halle la inversa de la matriz elemental dada.

0 1 0 1 0 0
48. <1 3> 49.1{1 0 O 56. {0 1 0
01 - 0 0 1 00 —1
En los Ejercicios 51 y 52 escriba la matriz como el producto de matrices ele-
mentales.
. 10 3
51. < 2 *1) 212 1 -5
-t 32 4

En los Problemas 53 y 54 escriba cada matriz como el producto de matrices
elementales y una matriz triangular superior.

1
53.( 2 _]> 5412 0
42 1 2 1

1 3 2
55. a. Encuentre dos inversas derechas de 4 = (2 7 5).

b. Use el resultado de la parte (a) para obtener dos soluciones de Ax = (77 2>.

2 1
56. Halle una inversa izquierda de 4 = (4 2).
1 5

CAPITULO

Determinantes

2.1 Definiciones

a a
Sea 4 = <a“ alz) una matriz de 2 x 2. En la Seccion 2.7 definimos el deter-
21 22

minante de 4 como

det A =a,,a,,—a;a,; (1)

Con frecuencia denotaremos det 4 como

iAIZ a1 Gy @)

Gz1 Qzp

Mostraremos que A es invertible si y s6lo si det 4 #0. Como Veremos, este im-
portante teorema es valido para matrices de n X n.

En este capitulo desarrollaremos algunas de las propiedades basicas de los
determinantes, y veremos como pueden ser usadas para calcular inversas‘y re-
solver sistemas de n ecuaciones lineales en n incOgnitas.

Definiremos por induccidn el determinante de una matriz de n x . En otras
palabras, usaremos nuestro conocimiento de un determinante de 2 x 2 para
definir un determinante de 3 x 3; éste para definir el de 4 X 4 y asi sucesiva-
mente. Empezaremos por definir un determinante de 3 X 3.*

a11 Q12 Qq3
Definicion 1  Determinante de 3 x 3. Sea A = |[a,,

a3y Q3 Az

4y, a»3 | . Entonces

* Existen varias formas de definir un determinante y ésta es una de ellas. Es importante darse
cuenta de que “‘det’” es una funcién que asigna un mimero a una matriz cuadrada.

95
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a, a :
det A=|A|=q,| 2 3|4 |92t %2 +a, | %2 (3)

12

A3; Qa3 a3y Qi3 31 A3z

Notemos el signo menos antes del segundo término del lado derecho de (3).

3 5 2
Ejemplo 1 Sea A = ( 4 2 3). Calcule |A].
-1 2 4
3 5 21
Solucion Al=]| 4 2 3 =3|2 3!—5’ 4 3+2| 4 2,
PR ] Bl S ) ) RSO

2 -3 5
Ejemplo 2 Calcule 1 0 4|
3 -3 9
2 -3 5
Solucion 1 0 4*:-2' 0 4'—-(——3)11 4|+5|1 OI
3 3 9 -3 9 3 9 3 -3

=2-12+3(-3)+5(-3)=0

Existe un método mas sencillo para calcular determinantes de 3x 3. De la
Ecuacion (3)
ay1 Qi Gy
G21 Qa3 Q3| =a1,(ay055— G23037) — A15(aAz1 055 — A33031)
Q31 Qzp dz; +a13(azxa32—a22a31)
O sea |A|= 11922033+ Q12853051 + A1305,a5, — 13055034
T 12021033~ G11G330,3 “@

Escribimos 4 y junto a ella sus primeras dos columnas

Luego se calculan los seis productos, poniendo signo menos antes de los pro-

ductos con flechas que apuntan hacia arriba y efectuamos la suma. Con esto
obtenemos la suma de la Ecuacién 4.
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Ejemplo 3

Solucion

N

Calcule 3| wusando este nuevo método

Si escribimos j/;<

[A]=(3)(2)#) +(5)3)(=1) +(2)H(2) ~ (= 1)(2)(2) = 2(3)(3) ~ (H(H)(5)
=24-15+16+4-18—-80=—69

- W
NN

~

2 y multiplicamos como se indicé,

Definicion 2

Advertencia. El método expuesto anteriormente no funciora para determinan-
tesden X nsin#3.

Antes de definir determinantes de nxn, primero notemos que en la

. a2 023 . ) . . )
Ecuacion (3),(a a ) esla matriz que se obtiene al eliminar el primer renglon
32 33

. Az Az . ..
y la primera columna de A ; ( es la matriz que obtenemos si elimina-
G3; diaz

ay a,
mos el primer renglon y la segunda columna de 4 y ( 21 G2z

ax a4z
que se obtiene si eliminamos el primer renglén y la tercérla coiﬁmna de A. Si
denotamos estas tres matrices como M,,, M,, y M,,, respectivamente, y si
A, = detM,, A, = —det M,y A, = det M},, entonces la Ecuacién (3) pue-
de ser escrita

) es la matriz

det A=|Al=a,; A +anAL+akA, &)

Menor. Sea A una matrizde n X nyseaM;lamatrizde (n—1) X (n—1)
que se obtiene de A4, al eliminar el i-ésimo rengldn y la j-ésima columna de A4.
Mj; se denomina ij-ésimo menor de A.

Ejempio 4

Solucién

2 -1 4

Sea A= (0 1 5). Encuentre M, y M,,.
6 3 —4

Eliminando el primer renglén y la tercera columna de 4, obtenemos M, =

(s 3)

6 3/

Andlogamente, si eliminamos el tercer renglén y la segunda columna obte-

nemos M,, = (3 :)
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Ejemplo 5

Solucion

1 -3 5 6
2 4 0
Sea A = . Encuentre M5, y M,,.
1 5 9 -
4 0 2 7

Si eliminamos el tercer renglén y la segunda columna de A,

1 56 . 1 -3 3
M, = (2 0 3);ané]ogamente, M, = (1 5 9).

4 2 7 4 0 2

Definicion 3

Cofactor. Sea A una matriz de n x n. El jj-ésimo cofactor de A, denotado por
A, es
i

Aij = (_l)iﬂ IM,‘ 6)

Esto es, el ij-¢simo cofactor de A se obtiene tomando el determinante del ij-
ésimo menor y multiplicandolo por (—1)i*/. Notemos que

(*1)i+j={ 1 sii+j es par
~1 sii+j esimpar

Observacién. La Definicion 3 tiene sentido debido a que vamos a definir un de-

terminante de n X n suponiendo que ya sabemos lo que es un determinante
de (n—Dx(n-1).

Definicion 4
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Determinante de n x n. Sea A una matriz de n x #. Entonces el determinante
de A, escrito det 4, o bien |A], estd dado por

det A= |Al =apAptapApptagApt o+ a1nAqn

= Z Ay ®)
k=1

La expresion del lado derecho de (8) se conoce como desarrollo por cofactores.

Observacion, En la Ecuacion (8) quedé definido el determinante mediante el de-
sarrollo por cofactores, para lo cual usamos las componentes del primer ren-
glén de A. En la proxima seccidn (Teorema 2.2.1), veremos que se obtiene el
mismo resultado si se desarrolla por cofactores en cualquier renglén o columna.

Ejemplo 6

En el Ejemplo 5 tenemos que

1 5 6]
Ay =1 Mpl=~ |2 0 3| =-8
4 2 7
1 -3 5
Ay =D |1 5 9] =-192
4 0 2

Ejemplo 7

Solucion

Calcule det A4 si

1 3 5 2
0 -1 3 4
A=l 19 6
3 4 8
1 3 5 2
0 -1 3 4
2 19 6 :auAn+a12A12+’a13A13+a14A14
3 2 4 8
[434' [0 3 4 10 -1 4/ [0 -1 3
x1[196—3296‘+52 1 6-22 19
2 4 8 3 4 8 3 2 8 3 2 4

=1(~92) = 3(—=70)+5(2) — 2(~16) = 160

Consideremos ahora el caso de la matriz general de nx n. Aqui

A1y Gz " g,
a21 a22 e a2n
A — . . . (7)

Ay L) T A

Definicién 5

Es claro que el calculo del determinante de una matriz de n x n puede ser te-
dioso. Para calcular un determinante de 4 x 4, debemos evaluar cuatro deter-
minantes de 3 X 3. Para calcular un determinante de 5 X 5, hay que evaluar
cinco determinantes de 4 X 4, lo cual es lo mismo que calcular veinte determi-
nantes de 3x 3. Afortunadamente existen técnicas para simplificar enorme-
mente estos calculos. Algunos de estos métodos seran discutidos en la proxima
seccion. Existen, sin embargo, algunas matrices cuyos determinantes pueden
ser facilmente establecidos.

Una matriz cuadrada se llama friangular superior si todas sus componentes
por debajo de la diagonal son cero. Sera triangular inferior si todas sus compo-
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nentes por encima de la diagonal son cero. Una matriz se llama diagonal si to-
dos los elementos que no se encuentran en la diagonal son cero; asi es que
A =(ay;) es triangular superior si ¢;=0 para i >j, triangular inferior si @, =0 pa-
rai < jydiagonal si ¢; = 0 parai# j. Notemos que una matriz diagonal es
al mismo tiempo triangular superior e inferior.

Ejemplo 8

N SRR
Las matrices A={0 2 -5} y B= ' son triangulares
001 3
00 1
00 0 -2

5 00

. 0 0 .

superiores; C = 2 30 y D= ( > son triangulares inferiores;
-1 2 4 bo

2 0 0
Iy E= (O -7 ()) son diagonales.
0 0 -4

Ejemplo 9 Sea a, 0 0 0
a a 0 0
A — 21 22
as; a4z, as; 0
Qg1 Qap Qg3 Qg
triangular inferior. Calcule det 4.
Solucion det A=a,;A;;+0A,,+0As+0A,=a, Ay,
Iazz 0 0
=dy; (a3 as; O
Aqy Qg3 Qqg
a;; O
=114y,
Qa3 QAuq
T 11022033044
El Ejemplo 9 puede ser generalizado facilmente para demostrar el siguiente
teorema.
Teorema 1 Sea A= (a,) una matriz de n X n triangular superior* o inferior. Entonces

* La demostracién para el caso de la matriz triangular superior es mas complicada a esta altura,
pero serd exactamente la misma una vez que sepamos que det A puede ser evaluado desarrollando
por cualquier columna (Teorema 2.2.1).
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det A =a11a2033" " *Gnn %)

Es decir: El determinante de una matriz triangular es igual al producto de sus
componentes diagonales.

Ejemplo 10

Los determinantes de las seis matrices del Ejemplo 8 son: |A|=2-2-1=4;
IBl=(-2)(0)(1)(=2)=0; |C|=5-3-4=60; |D|=0; |I|=1; |El=
(2)(=7)(—4)=56.

Problemas 2.1

En los Problemas del 1 al 10 calcule el determinante.

103 -1 10 3 -1 4
1. |01 4 2. |21 4 3.6 35
210 156 2 -1 6
-1 0 6 -2 3 1 5 =2 1
4. | 0 2 4 5. | 465 6. 0
12 -3 021 -2 1 4
2 0 31 -3 0 00 20 07
01 4 2 -4 7 00 12 -1 4
7. 8. 9
0015 58 -1 0 30 -1 5
1230 23 06 2 30
23 -1 45
01 7 8 2
0. 00 4 -1 5
00 0 -2 8
00 0 06

11. Demuestre que si 4 y B son matrices diagonales de n X n, entonces det AB =
det A det B.

% 12. Demuestre que si 4 v B son matrices triangulares inferiores, entonces det AB =

det A det B.
13. Pruebe que, en general, no es cierto que det (4 + B) = det4 + det B.

14. Pruebe que si 4 es triangular, entonces det A # 0 si y s6lo si todas las componentes
diagonales de A son diferentes de cero.

15. Demuestre el Teorema 1 para una matriz triangular superior.

0\ (1 ' . .
% 16. Decimos que los vectores (]) y (0) generan el drea 1 en el plano, ya que si construi-

mos un cuadrado con tres de sus vértices en (0, 0), (1, 0) y (0, 1), vemos que el
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X2
Y2
mente independientes, de dos componentes, entonces generan un area que. se define
como el drea del paralelogramo con tres de sus cuatro vértices en ©, 0), (x, ¥)
¥ (X3, ¥;). (Figura 2.1b.)

X
area es 1. (Figura 2.1a.) Mds generalmente, si (yl) y (
1

(x2, y2)

Gy
Figura 2.1 -

®)

Sea A una matriz de 2x2. Si k denota el area generada por (xl) y <x2>,
\F)

donde (JCI):A(l) y <x2)=A(O) demuestre que k = |det 4|
V1 0 Va2 1/ ’

%% 17. Sean u, y u, dos vectores de dos componentes y sean v; = Au, y v, = Au,. De-

muestre que (area generada por v, y v,) = (drea generada poru; y u,) |detA]|.

Esto proporciona una interpretacion geométrica del determinante.

2.2 Propiedades de los determinantes

Los determinantes tienen muchas propiedades que pueden facilitar los calcu-
los. Empezaremos a describir estas propiedades estableciendo un teorema, del
cual deduciremos lo demas. La demostracion de este teorema es dificil y se
pospondra para la proxima seccion.

Teorema 1 Teorema bésico, Sea

1y Qi 0 A,
A21 Gz ' Gy,
A=
anl a“z e ann
una matriz de n x n. Entonces
n
det A = a1 At apAn+- - + a4, Ay = Z Ay Ay 6]
k=1

para i = 1, 2, ..., n. Es decir, podemos calcular det A desarrollando por
cofactores en cualquier renglon de A. Mds atn:

det A = a”A“ + aszZj tee anjAni = Z akiAki (2)
k=1

) son dos vectores lineal- .
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Ay

as; . o
Dado que la j-ésima columna de A es | - | ,la Ecuacion (2) nos indica que

a‘ni
podemos calcular el det A desarrollando por cofactores en cualquier colum-
na de A4.

3 5 2
Ejemplo1 Parad ={ 4 2 3], vimosenel Ejemplo2.1.1 quedetA = —69. Si desa-
-1 2 4
rrollamos en el segundo renglén resulta que
det A=4A,,+2A,,+3A,;
5 2 3 2[ ais] 35 }
— A(—1)2+1 _q\2+2 +3(=1)
41 2 4+2( b -1 4 D -1 2
=—4(16)+2(14)-3(11) = —69
Andlogamente, si se desarrolla en la tercera columna, por ejemplo,
det A=2A3+3A,;+4A,,
4 2 3 51 3e3l3 5]
A 1)1+3 __1)\2+3 +4(~1
200774 2]+3( DA R P
=2(10)—3(11)+4(—14) = —69
Inténtese verificar que obtenemos el mismo resultado si desarrollamos en el tercer
renglén o la primera o la segunda columna.
! Enunciaremos y demostraremos algunas propiedades adiciongles de los de‘»
’ terminantes. En cada caso vamos a suponer que 4 €s una r‘namz den X n.
! Se vera que estas propiedades pueden ser usadas para reducir enormemente €l
~ trabajo de calcular un determinante.
{
Propiedad 1 Si cualquier renglon o columna de A es el vector cero, entonces det A =0.
Demostracion  Supongamos que el i-ésimo rengldn de A contiene Unicamente ceros. Es decir,

a; = Oparaj = 1,2, ..., n. Entonces detA = a4, + a,A;, + +

a, A, =0+ 0+ --- + 0 = 0. La misma demostracion funciona si la j-ési-
m m

ma columna es el vector cero. B

* Las demostraciones de estas propiedades estdn dadas en términos de los renglones de xlma ma-
triz. Si usamos el Teorema 1, las mismas propiedades pueden ser demostradas para las columnas.
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Ejempio 2 Es facil verificar que
-1 3 0 1
235 4 2 0 5
0 0 0] =0 vy 16 0 4 = 0
1 -2 4
21 01
Propiedad 2 Si el i-€simo renglon o la j-ésima columna de A se multiplican por la constante
¢, entonces det A se multiplica por c. Es decir, si llamamos a esta nueva matriz
B, entonces
a1 Q2 "7 Gy Ay Qi " Qg
Az1  Qpp " Ay, Q1 Gy """ Qoy
[B|= =c =clA]l  (3)
Caiy €Ay " COy, Ay Qip 0t Gy,
anl an2 e ann anl an2 e ann
Demostracion ~ Para demostrar (3) expandimos en el i-ésimo renglén de A:
det B = ca;; Aiy + cainApp++ - - €Ay,
=c(a1Ai1 T A+ +a,AL)=c det A
Una demostracion analoga funciona para las columnas. B
1 -1 2
Ejempio 3 Sea A= (3 1 4) . Entonces det 4 =16. Si multiplicamos el segundo

0 -2 5
1 -1 2
renglon por 4, tenemos B = (lZ 4 16) y det B=64=4 det A. Si se
0 -2 5

1 -1 -6
multiplica la tercera columna por —3, obtenemos C= (3 1 ~«12) y
0 -2 -15
det C=—48= —3 det 4.

Observacion.  Si usamos la Propiedad 2 podemos demostrar (Problema 28) el
siguiente resultado interesante: Para cualquier escalar o y cualquier matriz A
de nxn, det o A=andet A.
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Propiedad 3 Sean

dy; Qg 0 Gy o Gy ayy Qqp oyttt G
Az Gz """ Gy Azp Ay Gpy '+ Ogp e Oy,
A= . , B=} - . . . s
a.nl a;ﬁ_ e a.n]- e a;tn A,y Qup 0 Oy e ay,
a;; Qiz aytay; 0 G
(py Gpy -0 Opjtan o0 dog
y C = B .
an 1 anZ ani + an] ann
Entonces
det C=det A+det B 4)
En otras palabras, supongamos que A4, By C son idénticas e>§c’e;,)to por la j-
ésima columna y que la j-ésima columna de C es la suma de las J-ésimas colum-
nas de A y B. Entonces det C = det A + det B. Esto mismo es valido para ren-
glones.
Demostracion  Se desarrolla det C en la j-ésima columna para obtener
det C=(ay;+ay)Ay+(ay+ay)Ay+- -+ (@ + an) Ay
= (ayAq+agAy+FayAy)
+(ay Ayt agyAy+e +a,A,)=det A+det B B
1 -1 2 1 -6 2 1 -1-6 2
Ejemplo 4 Sea A:(3 1 4),B=(3 2 4), y C={3 1+2 4}=
0 -2 5 0 4 5 0 —2+4 5
1 -7 2
3 3 4. Entonces det A =16, det B=108y det C=124=det A +det B.
6 2 5
Propiedad 4  Si se intercambian dos renglones (o columnas) cualesquiera de 4, es como $i
se multiplicara det A por —1.
Demostracion  Haremos la demostracion para renglones y vamos a suponer primero que se

intercambian dos renglones adyacentes. Es decir, vamos a suponer que se in-
tercambian el i-ésimo y el (i + 1)-ésimo renglén. Sean
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dqq ay, Ay, a, ai, Ay,
asq ayy Ay, ay, Ay e a,,
= a;q a; R/ 5 y B= Giira Givip cc Ggn
Aivir Qiv12 " Oy a;y a;s e oay,
Any Ao Ay a,, G,s e ay,

Entonces, si se desarrolla det A en su i-ésimo renglén y det B en su (i + 1)-ési-
mo renglon,

det A=a;, A, +a,A,+- +a, A (5)
det B=0a;B.1 1+ By, +- - + B,

Aqui 4, =(- 1)"*/’[1\/[,-]-], donde M, se obtiene eliminando el j-ésimo renglon y la
J-ésima columna de 4. Notemos ahora que si eliminamos el (i + 1)-ésimo

renglon y la j-ésima columna de B, obtenemos el mismo M. Asi
By =(=1)"i IM;[ = _(‘“])Hj“\lﬁ‘ =—A;

por lo tanto, de las Ecuaciones (5), det B= —det A4.

Ahora supongamos que / < J ¥ que se intercambian el j-ésimo y el j-ésimo
renglones. Esto se logra intercambiando renglones adyacentes varias veces. Ne-
cesitaremos j — i intercambios para mover el J-ésimo renglén al i-ésimo reglon.
Entonces el i-ésimo renglén se habra movido al (7 + 1)-ésimo renglén, por lo
cual se necesitaran j — i — 1 intercambios adicionales para mover el renglén
i al j-ésimo renglén. Para ilustrar, intercambiemos los renglones 2 y 6:*

1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 6 6 6 6

3 3 3 6 2 3 3 3

4 —> 4 > 6 B 3 —> 3 —> 5 —> 4 —> 4

5 6 4 4 4 4 2 5

6 5 5 5 5 5 5 2

7 7 7 7 7 . 7 7 7

6—2=4 intercambios para mo- 6—2-—1=3 intercambios para mo-
ver el 6 a la posicion del 2. ver el 2 a la posicion del 6.

Finalmente, el numero total de intercambios de renglones adyacentes es
=-D+G-i—-1 = 2j—=2i—1,elcuales impar. Asi, el det 4 se multipli-
ca por —1 un ndmero impar de veces, lo cual es lo que necesitabamos demostrar.

B

* Note que aqui todos los nimeros se refieren a renglones.
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Ejemplo 5

1 -1 2
Sea A= (3 1 4. Si intercambiamos el primero y el tercer renglones,
0 -2 5
0 -2 5
obtenemos B = { 3 1 4. Siintercambiamos la primera y la segunda
1 -1 2
-1 1 2
columnas de A4, obtenemos C = 1 3 41} . Entonces, por calculos direc-
-2 0 5

tos, detA = 16y detB = detC = —16.

Propiedad 5

Demostracion

Si A tiene dos renglones o columnas iguales, entonces det 4 =0.

Supongamos que el i-ésimo y el j-ésimo renglonf:s de A son igua}es. Si inter-
cambiamos estos renglones obtenemos una matriz B con la Propledad de,qu?
det B = —det A {de la Propiedad 4). Pero puesto que re’nglon i = renglén j,
si los intercambiamos se obtiene la misma matriz. Asi, 4 = B y detd =
det B = —det A. De donde 2 det 4 = 0, lo cual s6lo puede pasar sidet 4 = 0.

Ejemplo 6

1 -1 2

Por calculos directos podemos verificar que para A ={5 7 31 [dos
5 2 2 1 -1 2

renglones iguales]y B={ 3 —1 —1} [doscolumnas iguales], se tiene que

-2 4 4
detA = detB = 0.

Propiedad 6

Demostracion

Si un renglon (columna) de A es un multiplo constante de otro renglén (colum-
na), entonces det 4 =0.

— . - 2
Sea (a1, @25 - - - Ain) =@y, Qias . . ., Aiy). Entonces de la Propiedad 2,
A1y QA " Qqy

A1 Gpp "' Ay

det A=c =0 (de la Propiedad 5)

j-ésimo renglon— |a;, a5, - Gy,
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2 =3 5
Ejempio 7 1 7 2| =0 puesto que el tercer rengloén es el primer renglon mul-
—4 6 —10 tiplicado por —2.
2 1 12
Ejemplo8 -1 1 0 3| -
0 -1 9 -3/ = 0 puesto que la cuarta columna es tres veces la segunda
; 3 6 columna.

Propiedad 7

Si un multiplo de un renglon (columna) de A se suma a otro renglon (columna)
de A, el determinante no cambiara.

Demostracion  Sea B la matriz obtenida sumando ¢ veces el i-ésimo renglon de A al j-ésimo
renglon de 4. Entonces
ayy (2P Qg
G Az Tt Qo
all ai2 a’m
det B = :
aj tca;y aptea, - a, tca,
anl (%) [
Ay Az "t Ay, Air Qi " Ay,
a1 dap Aoy az1  dx Aon
(por la Propiedad 3)| %1 42 ' 4, t+ | @ izt i
il i2 am
N . . .
iy 4, Ajn Ciy CAiz """ LGy,
an an? T aml anl an2 T ann

= detd + 0 = detAd (el cero se debe a la Propiedad 6) ®
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Ejemplo 9

1 -1 2
Sea A= (3 1 4) Entonces det A4 =16. Si multiplicamos el tercer

0 -2 5
renglén por 4 y lo sumamos al segundo renglon, obtenemos una nueva matriz
B dada por

1 -1 2 1 -1 2
B= (3+4(0) 1+4(=2) 4+5(4)> = (3 -7 24)
0 -2 5 0o -2 5
yasidetB = 16 = det 4.

Las propiedades que preceden hacen mucho mds facil el calculo de determi-
nantes de érdenes elevados. Simplemente ‘‘reducimos por renglén’’ el deter-
minante, usando la Propiedad 7, hasta que el determinante se reduzca a una
forma mds fécil de evaluar. Lo mds comun es usar la Propiedad 7 repetida-
mente hasta que (/) el nuevo determinante tenga un renglén (columna) de ceros,
o un renglén (columna) sea un multiplo de otro renglén (columna), en cuyo
caso el determinante es cero, o (#i) la nueva matriz sea triangular de modo que
su determinante sea el producto de sus elementos diagonales.

Ejemplo 10

Solucion

Calcule
1 3 5 2
0 -1 3 4
|Al= |2 1 9 6
3 2 4 8

(Vea el Ejemplo 2.1.7.)

Tenemos ya un cero en la primera columna, asi que es mds simple reducir a
cero otros elementos en la primera columna. Luego se continuard reduciendo,
tratando de obtener una matriz triangular:

Multiplicamos el primer renglén por L3 > 2
—2 y lo sumamos al tercer renglon y |A] = 0 -1 3.4
se multiplica el primer renglén por —3 60 -5 -1 2
y se le suma al cuarto renglén. 0 -7 -1t 2
1 3 5 2
Multiplicamos el segundo renglon por 0 -1 3 4
—5y —7 y lo sumamos al tercer y =
cuarto renglones, respectivamente. 0 0 -16 -18
0 0 -32 -26

1 3 5 2

Factorizamos — 16 del tercer renglon 16 |0 1 3 4
(usando la Propiedad 2). 0 0 1 4
0 0 -32 =26
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[1 35 2
Multiplicamos el tercer renglén por ' - 16 0 -1 3 4
32 y se le suma al cuarto renglén. B 0 0 1 2
0 0 0 10
Ahora queda una matriz triangular superior y [A] = —16(1)(—1)(1)(10) =
(—16)(—10) = 160.
Ejemplo 11 Calcule
[—2 10 4]
'3 -1 5 2
Al= |
Al ‘—z 73 1
3 -7 25

Solucién

En este caso existen muchas maneras de proceder y no es claro cual camino nos
llevara mas rapidamente a la respuesta. Sin embargo, puesto que ya existe un
cero en el primer renglén, empezaremos la reduccién en ese renglon.

Multiplicamos
la segunda co-

lumna por 2 y | 10 0]
—4 y la suma- A= 1 -15 6
mos a la prime- 12 7 3 =27
ra y cuarta co- -11 -7 2 33
lumnas, respec-

tivamente.

Intercambia-
mos las prime- —_—

ras dos colum-
nas. -7 —-11

N W
JO8
(98]

Multiplicamos
gl BEREN
r —

y =6, y la su- __ |1 1 0 0
mamos a la ter- 7 12 =57 -99
cera y cuarta -7 -11 57 99
columnas, res-

pectivamente.

Puesto que la cuarta columna es ahora un multiplo de la tercera (columna
4 =% x columna 3), vemos que |A4| = 0.
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Ejemplo 2 Calcule

|Al=

W A~
-2 <
|
W o=
-
O W
W A~ O

-5 -1 3 7 -9

Si sumamos primero el renglén 2 y despueés el renglon 4 al renglon S, obte-

Solucién
nemos
1 -2 3 57
2 0 -1 -5 6
|Al= {4 7 3 -9 4| =0 (de 1a Propiedad 1)
3 1 -2 -2 3
0 0 0 0 O

Con este ejemplo se ilustra que si observamos un poco antes de hacer los
calculos, podemos simplificar el trabajo considerablemente.

Hay otras tres propiedades de los determinantes que nos seran muy utiles.

Teorema 2 Sea A una matriz de nxn. Entonces

i1 Aj + At AR = 0 Sii#Fj 6)

Nota, Del Teorema 1 vemos que la suma en la Ecuacion (6) es igual a det 4

sii = Jj.
Demostracion ~ Sea
ayy A "7 Gy
dyy Qo ~ " Gy
i
lg .
; Gip Qg Qi
B=
J-ésimo renglén — Ay G v Gy

Ant Qno e Apn
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Teorema 3

Demostracion

Entonces, como dos renglones de B son iguales, det B = 0. PeroB = A excep-
to en el j-ésimo renglén. De esta forma, si calculamos el det B desarrollando
en el j-ésimo renglén de B, obtendremos la suma de la Ecuacion (6) y el teore-
ma queda demostrado. Notemos que cuando se calculan los cofactores de B

desarrollando en el j-ésimo rengldn, éste desaparece. Asi es que B % = Ay para
k=1,2,...,n 8

Sea A una matriz de n x n. Entonces

det A =det A* (7)

Para esta demostracion se requiere induccién matematica. Si no esta familiari-
zado con este importante método de demostracién, consulte el Apéndice 1.
Demostraremos primero el teorema para el caso n=2. Si

9.2 ¢ Propiedades de los determinantes 113

y co
as1 a3y A1
[/P%) a32 et an2
|Nk1! =
Arp-1 G317 Q-1
Qo1 A3+t "7 Gnk+
ailn a3,, e ann

Claramente M,, = N},, y puesto que ambas son matrices de (n—1) X (gn - I){r;a
hipétesis de induccion nos dice que |[Mi|= N 1|. Asi A, =By, y la demos
cion esta completa. @

dy1 Qyp
|Al= = 411022~ Q1205
Az1 Qp;
entonces ay; Aoy
iA'I= T‘“u“zz"‘hlalzzlAf
Az Ay

y asi el teorema es valido para n=2. Ahora supondremos que el teorema es va-
lido para las matrices de (n — 1) X (n — 1) y se lo demostrara para las matri-
ces de n X n. Lo anterior prueba el teorema. Sea B = A'. Entonces

Q11 G Qg A1 Qa1 * 0 Gy
Ay Qo " Ay, Az, Gy "¢ 4,
p— . t) o —
|Al= y |Af=IB|=
1Qny Ayy " Ann 25 Aoy R ¢ .

Desarrollamos | 4| en el primer renglén y | B| en la primera columna. Con esto

lAI =a; AntapAp,t- taAg,
lBl: Ay By +a,By +-- “+a.,.B,,

Es necesario demostrar que 4,, = B, para k = 1, 2, ..., n. Pero Ay =
=D"*|M\|y B, = (=1)**!|N,|, donde M, es el 1k-ésimo menor de A y
Ny, es el kl-ésimo menor de B. Entonces

Q21 Q2 "' Gap1 Gogir 0t Qg

31 Q3zp " Q3xq Gagey C s,
IMlk | = .

Ay Onz " Gy Gpgey t ¢ A

1 -1 2 1 3 0 N
t={] -1 1 -2} v es facil verificar
i A=1{3 1 41}. Entonces A (
Ejemplo 13 Sea (0 > 5) S a s
que |Al=]|A'|=16.
Teorema 4 Sean A y B matrices de n X n. Entonces
det AB=det A det B (8)

Es decir: El determinante del producto es el producto de los determinantes.

i 10 . el Pro-
Demostracién  La demostracion con matrices elementales se daen la Seccxgn i3 En
blema 38 se pide verificar el resultado en el caso de 2 X 2.

1 -1 2 1 -2 3
- - = 1 4lyB=1{0 -1 4}.
Ejemplo 14 Verifique la Ecuacion (8) para A (g . 5) y (2 0 4

Solucion det A =16y det B= —8. Calculamos
1 =1 /1 -2 3 5 -1 -5
AB={3 1 4310 -1 41={11 -7 5
0 -2 5/\2 0 -2 10 2 -—18

y asi det AB = —128 = (16)(—8) = det A det B.
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En los Problemas del 21 al 27 calcule el determinante suponiendo que

Problemas 2.2

Ay G2 Gi3

dz1 Gz2 Q23

En los Problemas del | al 20 evaliie el determinante usando los métodos de esta 1z G da

Seccion.
1 a3y Q432 das A3y Gz Qa3
1. 3 75‘ 3 4 1 3 _% 0 2 21. Az Gz2 Q23 22. ayr G2 Qi3
2 61 ’ o -3 é (15 2 ay;; iz Gis Az; Gz Q23
21 -1 -3 2 4 0 -2 3| an G G —3a;;, —3ap; —3a:1
4. |3 -2 o0 5 1 -1 2 6. |1 2 -3 23. |2a; 2a; 2as| 24. | 24, 28, 2ax
5 1 6 -1 4 0 4 0 5 } a3y 43, Q33 Sas 5as, S5ass
_ 1 -1 2 4
7 2 :} 2 13 0 -3 5 6 ay 2a13 A A3~ A1z Gz Gas
418 8 4 0 6 9 1 4 3 25 Gy 2073 a2 26. A1~ Ay Gz Q23
20 5 723 0 5 —6 7 as; 2as; asm A3;— a3z Q32 Q4s3
2 -
0 _2 (1) g‘ 11 -10 2a:,—3ax 201,30, 2ay3— 3a,;
10. 3 - 1 “ 11. —3 4 60 i 27. as; Ay ass
[ 2i 2 5 -1 3 aqy ax; ars
4 1 -3 8 40 30 . . . ,
28. Usando la Propiedad 2, muestre que st « €8 un numero y A es una matriz de n X
3 -1 2 1 2 0 00 n, entonces deta A = o det A.
12. 4 31 -2 3 0 030 %29, Demuestre que
-1 0 2 3 0 -1 0 0 14+x, X, X3 ce Xn
6 25 2 0 06 0 4 X1 1+x, X3 R Xn
0 a 0 0 1 20 0 X X,  l4xs )fn e
14 b 0 0 O 15 3 -2 0 0
000« o 01 - f X Xa x; e l+x,
0040 0o 0.7 2 + 30. Una matriz es antisimétrica si A" = —A. Si A es una matriz antisimétrica de n X
. . n, muestre que det A = (—1)" det 4.
a b 0 0 2 -1 v 4 1 31. Usando el resultado del Problema 30, muestre que si A es una matriz antisimétrica
16 c d 0 0 7 g 11 20 de n X ny n es impar, entonces det 4 = 0.
00 —b ’ 0 2 2 > 1 32. Una matriz A se llama ortogonal si A es invertible y A—' = A'. Muestre que si 4
0 0 ¢ d 0 4 -16 es ortogonal, entonces det A = *1.
3 2 -1 %% 33. Supongamos que A denota el tridngulo en el plano con vértices en (X, )
1 -1 2 0 0! a 0 0 0 O (X3, ¥2) ¥ (X3, ¥3). Demuestre que el area del tridngulo esta dada por
314 00 00 b 00 Loxion
8. 12 -1 5 0 0f 19. 10 0 0 0 ¢ Areade A==#3 |1 X V2
0 00 2 3 000doO 1 x: v
6 00 -1 4 } 0 e 00 Ol 2En qué condiciones este determinante es igual a cero?
% % 34. [res rectas, las cuales no son paralelas dos a dos, determinan un triangulo en el
2 5 =6 80 plano. Suponga que las rectas estdn dadas por
0 -
3 0 3) Fé i g apx+apy+a;=0
o 2 1 5 1 Ay X+ a0y +a=0
4 -1 530 A3X + a3y +ds3=0
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* 4 37,

Muestre que el area determinada por las rectas es
All A12 Al3
A21 A22 A23
A31 A32 A33
35. El determinante de Vandermonde* de 3 x 3 esta dado por
1 1 1
Di;= |a, a, as,

+1
2A13A23A33

a? a3 a3
Muestre que D= (a,—a)(a;—a;)(as—ay).
1 1 1 1

36. D,= a; az aj 1 es el determina
@ @ @ o nte de Vandermonde de 4 x 4.
lal a} a} ai
Demuestre que Dy = (a,— ai)(as~ a1)(aa— a1)(as — ax)(a,— a,)(as — as).

a. Defina el determinante de Vandermonde D, de n X n.

b. M -1 -
uestre que D, Il (a; — a;), donde I1 representa a la palabra ‘“producto’’.
j>i

Note que €l producto del Problema 36 se puede escribir fl (a,—a).
i=1

38. Sean 4 = (a“ 12 y B= bu b -
A1 Gap by byy)
a. Escriba el producto AB. |
b. Calcule det A, det By det AB.
¢. Muestre que det AB = (det A)(det B)

39. Una matriz 4 de n X n se llama nulipotente si A* = 0, la matriz cero de n X n

a \ L
para algun entero k = 1. Demuestre que las siguientes matrices son nulipotentes
y encuentre el entero k mds pequefio para el cual 4% = 0

0 2 01 3
a. 0 0 b. f0 0 4
0 0 0

40. Demuestre que si 4 es nulipotente, entonces det 4 = 0.

41. La matriz A se dice idempotente si A> = A. ;Cudles son los posibles valores de

det A si A es idempotente?

2.3

Teorema 1

Si el tiempo lo permite: Demostracion
de tres teoremas importantes

Teorema Basico. Sea A = (a;) una matriz de n X n. Entonces
det A=a Ay tapApt +anAg,

=a;1A;1 T apAn o ta, A (1
=a;Aq FayA, ot agAy
parai::l,z,..‘,nyjzl,zl, h : ? S @

*
A.T. Vandermonde (1735-1796) fue un matematico francés.

Demostracion
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Nota. La primera igualdad es la Definicién 2.1.3 del determinante por desa-
rrollo o expansion de cofactores en el primer renglon; la segunda igualdad dice
que desarrollando por cofactores en cualquier otro renglén obtenemos el de-
terminante, y la tercera igualdad expresa que desarrollando por cofactores en
cualquier columna también se obtiene el determinante.

Probaremos la igualdad (1) por induccién matematica. Para la matriz de2 X 2

A = (Z“ 212), primero se desarrolla el primer renglén por cofactores:
21 22 ’

det A = ay Ay + dpAn = a,{ay) + ap(—ady) = audn ~ dpda. Andlo-

gamente, si se hace lo mismo en ¢l segundo renglon, obtenemos a, A4, +

Opp Aoy =y (—012) T Ay5(G11) = @102 — G1202. De este modo se produce el

mismo resultado desarrollando en cualquier renglén de una matriz de 2 X 2,

lo cual demuestra la igualdad (1) en el caso de 2 X 2.

Supongamos ahora que la igualdad (1) es valida para todas las matrices de
(n—1) x (n—1). Hay que demostrar que también es valida para matrices
de n x n. Nuestro procedimiento serd desarrollar por cofactores en el primero
y el i-ésimo renglon y mostrar que los desarrollos son idénticos. Si se desarrolla
o expande en el primer renglon, entonces un término caracteristico en la ex-
pansion del cofactor ¢s :

Ay A = (—I)Hkau‘Mm{ 3)

Observemos que éste es el tnico lugar en la expansion de [ A | en donde aparece

el término a,;, ya que otro término caracteristico es @y, A, = =DMy,
k #m,y M,, la obtenemos eliminando el primer renglén y la m-ésima colum-
na de A (y a,, esta en el primer renglon de A). Puesto que M,, es una matriz
de (n — 1) X (n — 1), podemos, por la hipotesis de induccion, calcular | My,
expandiendo en el j-ésimo renglon de A (el cual es el (i — 1)-ésimo renglon de
M,,). Un término caracteristico en esta expansion es

ay (cofactor deayen My, ) (k#1) 4)

Por las mismas razones, éste es el inico término en la expansion de | M|, en
el i-ésimo renglon de A, en el que aparece dy. Sustituyendo (4) en (3),

(=1)"**ay.ay (cofactordeayenMy) - (k#D) (5)

es la unica vez que aparece el termino a,a;, en la expansion por cofactores del
det A, en el primer renglon.

Ahora, si expandimos por cofactores en el i-ésimo renglén de A (en donde
i=#1), un término caracteristico es

(—1)""ay | My | (6)
y un término caracteristico en la expansion de |M,]| en el primer renglon es
a,. (cofactor de @, en M) (k# 1) N

y sustituyendo (7) en (6), encontramos que la inica vez que aparece €l término
a,a, en la expansion de det A, en el i-ésimo renglén es
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(—1)*"ay.a, (cofactor de ay, en M) (k#1) (8)

Si logramos demostrar que las expresiones (5) y (8) son las mismas, entonces
(1) quedara demostrado, ya que en (5) es la inica vez que aparece a,a;, expan-
diendo en el primer renglén, y en (8) es la Ginica vez que aparece a,,a; en la ex-
pansion del renglén i-ésimo, siendo &, i y / arbitrarios. Esto mostrard que las
sumas de los términos en las expansiones del primero y el i-ésimo rengloén son
las mismas. .

Supongamos que M, ,, denote la matriz de (n—2) X (n—2) obtenida elimi-
nando el primero y el i-ésimo renglones y la k-ésima y la /-ésima columnas de
A. (A esto se le llama menor de segundo orden de A.) Supongamos primero
que k </. Entonces

Ay " Gapr Qoksr T Gyttt Gy
My =% a, - Q1 Gy 0 Ga T Gy %)
an] T an,k— 1 an‘k%rl e anl e ann
ayy Tt Gy I W] Aq1+1 T Oa
M, = Qg1 " G 0 G- Gie1gser 70 Gicag (10)
Aivir "7 Qv 0 Gisrg-r Givrg+r T Givan
Any B % T O A t+1 T Ay
De (9) y (10), vemos que
Cofactor de a, en My, = (=1 VDM, 11
Cofactor de a,, en M, =(—1""* |M|, /| (12)

Asi (5) se convierte en
(“‘1)Hkalkau("D“ilw(l‘nlMu,kl1 =D " agay lMli,kfl (13)
y (8) en
(“’1)i+‘axkaxx("1)l+k‘Mn,kll = (‘Di et 1alkaillM1i.kl[ (14)

Pero (—1)"* *1=1 = (—1)"****1 entonces los segundos miembros de las Ecua-
ciones (13) y (14) son iguales. De aqui que las expresiones (5) y (8) son iguales
y (1) queda demostrado en el caso k < /. Si k > [, entonces, por un razona-
miento analogo,

Cofactor de @, en My, =(—1) "M,

Cofactor de @, en M, = (—1)""* "V |M,,

Lema 1

Demostracion

fema 2

Lema 3

Demostracion
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asi que (5) se convierte en

(”‘1)]+ka1kau('1)(i'71)+1‘M11.kl' = (—l)i+k+la1kail1M1i,k11
y (8) en

(“’”iﬂa1kau("1)l+k‘M1i,kl‘ = ("UHHIHaxkauuwli,kll
Esto completa la demostracién de la Ecuacion (1).

Para demostrar la Ecuacion (2) seguiremos un procedimiento analogo. Si
expandimos en la k-ésima y la /-ésima columnas, encontramos que la Uinica vez
en que aparece el término a,,a, estard dada por (5) y (8). (Vea Problemas I
y 2.) Esto muestra que la expansion por cofactores en dos columnas cuales-
quiera es la misma y que cada una es igual al desarrollo en cualquier renglén.
Lo anterior completa la demostracion. B

Ahora deseamos demostrar que para cualesquiera dos matrices de n X n de-
nominadas A y B, det AB = det A det B. La demostracion es dificil e implica
un cierto nimero de pasos. Haremos uso de un determinado numero de resul-
tados sobre matrices elementales que se demostraron en la Seccion 1.10.

Se comenzara calculando los determinantes de las matrices elementales.

Sea E una matriz elemental.

i.Si E = P, entonces det £ = —1 (15
ii. Si E = A;(c), entonces det &£ = 1 (16)
iii. Si E = M(c), entonces detE = ¢ (17

i. det/ = 1. E se obtiene de I intercambiando el renglén 7 con el j. De la
Propiedad 4, det £ = (—1) det/ = —1.
ii. £ se obtiene de I multiplicando por c el i-ésimo renglén de 7'y suméandolo
al renglén j. Por la Propiedad 7, det E = detl = 1.
iii. £ se obtiene de 7 multiplicando por ¢ el i-ésimo renglén de 1. Por la Pro-
piedad 2, det E = cdet!l = c. @

Sea B una matriz n X n vy sea E una matriz elemental. Entonces

det EB ==det E det B (18)

La demostracién del lema se deriva del Lema 1 y de los resultados relativos
a las operaciones elementales de renglones discutidas en la Seccion 2.2. Los pa-
sos en la demostracion se indican en los Problemas del 6 al 8.

Sea 7 una matriz triangular superior. Entonces T es invertible si y sélo sidet T #
0.

Sea .
Gyy Gyp Qg3 o0 Oy,
0 ay; ayy o Az
T=1 0 0 az; - 4y, (19)
0 0 0 a

Del Teorema 2.1.1,

det T = a; 4,3, ay, (20)
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Asi que det T # 0 si y s6lo si cada una de sus componentes diagonales es distin-

ta de cero.
Sidet T # 0, entonces 7 puede ser reducida por renglones del siguiente modo:

i. Parai = 1, 2, ..., n dividase entre a; # 0 la i-ésima fila de T para
obtener
1 ay, - dy,
0 1 - a,
o 0 - 1

ii. Utilice el 1 en la j-ésima componente diagonal para hacer cero cada com-
ponente por encima de €l en la j-ésima columna.

Asi pues, T es equivalente por renglén a I y por lo tanto es invertible segin
el Teorema 1.8.6 (el Teorema Resumen).

Supodngase que det T = 0. Entonces al menos un elemento diagonal es cero.
Sea a, el primer elemento tal. Entonces T puede ser escrita como

Ay Ayy o Oy g Ay Ay j+1 Ay,
0 ay, - ayiog ayi azi+1 " N
T = 0 0 Aioq,i-1 Q-1,i Gi—1,i+1 7 Gi—qn
= 21
0 0 0 0 L U Ain
0 0 0 0 Aiv1,i+1 7 Givin
0 o .. 0 0 0 e A,

Considérese el sistema homogéneo
A Xy + GaXy + o+ a1 X%+ ax; =0

UppXy 4o+ Gy Xy + ayX; =0
.

Aiog i1 Xi—q H Aoy X = 0

Este es un sistema de /i — 1 ecuaciones en [ incognitas. Por el Teorema 1.7.1,
el sistema tiene soluciones no triviales.

Xy
X2 -y
Sea | .” Juna solucion tal que no todas las x|, x,, ..., X; sean cero. Sea
Xi
Xy
X2
x* =1 x;
0
n — i Ceros

o e

Teorema 2

Demostracion

Teorema 3

Demostracion
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De (21), y por el modo en que son elegidas las x, vemos que 7x* = 0; esto

es, la ecuacion Tx = 0 tiene una solucién no trivial. Utilizando el Teorema
1.8.6 de nuevo (parte if), concluimos que 7 no es invertible. &

El siguiente teorema es muy importante.

Sea A una matriz de n X n. Entonces A es invertible si y solo si det 4 # 0.

Del Teorema 1.10.7 sabemos que es posible encontrar matrices £, E,, ..., E,
y una matriz triangular 7T tales que
A=EE,---E,T (22)

Utilizando m veces el Lema 2, se ve que

det A = det E| det(E,E5---E, T)
=det E, det E, det(E5--- E,T)

=det E, det E,---det E,,_, det((E,, T)
o finalmente,

det A=det E, det E,---det E,,_, det E, det T (23)

Por el Lema 1, det £, # 0. Concluimos que det A # 0 si y sélo si det T # 0.

Ahora supdngase que A es invertible. Entonces, usando (22) y el hecho de
que toda matriz elemental es invertible, podemos escribir T como el producto
de matrices invertibles. Asi pues, T es invertible, y por el Lema 3, su determi-
nante no se anula. Por tanto, det A tampoco se anula.

Si det A # 0, entonces, por (23), det T # 0, y por el Lema 3, T es invertible.
Fl lado derecho de (22) es el producto de matrices invertibles, y por lo tanto,
A lo es también. Con esto termina la demostracién. &

Ahora, finalmente, demostraremos el resultado principal.

Sean A vy B matrices n X n. Entonces
det AB = det A det B (24)

Caso 1: det A = det B = 0. Entonces, por el Teorema 2, B no es invertible,
y por lo mismo y por el Teorema 1.8.6, existe un n-vector x # 0 tal que Bx =
0. Entonces, (AB)x = A(Bx) = A0 = 0, lo cual, en virtud del Teorema 1.8.6,
vuelve a decir que AB no es invertible. Por el Teorema 2,

0 =det AB=0-0=det 4 det B.

Caso?: det A = 0y detB # 0; 4 no es invertible, de modo que existe un »-
vector y # 0 tal que Ay = 0. Como det B # 0, B es invertible y existe un vector
linico x # 0 tal que Bx = y. Asi pues ABx = A(Bx) = Ay = 0lo cual mues-
tra que AB no es invertible, y por lo mismo,

det AB =0 =0 det B =det A det B.
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Caso3: det. A # 0, A es invertible y puede ser escrita como el producto de ma-
trices elementales: : :

A = EIEZ'”Em
Entonces,

AB = E\E,---E,B

m

Usando el resultade del Lema 2 en forma repetida, vemos que

det AB = det(E,E, - E,B)
=det E, det E,---det E, det B

= det(E,E,---E,)det B
=detAdetB. B

Problemas 2.3

1. Demuestre que si 4 se expande en su k-ésima columna, entonces la tnica vez en
que aparece el término .4, la da la Ecuacion (5).

2. Pruebe que si 4 se expande en su /-ésima columna, entonces la unica vez en que
aparece el término aa, la da la Ecuacion (8).

3. Muestre que si 4 se expande en su k-ésima columna, entonces la Ginica vez en que
aparece el termino aya; es (— 1) "*aya; (cofactor de a; en My) para I#k.

1 5 7
4, Sea A = (2 -1 3) . Calcule det A expandiendo en cada uno de los renglones
4 5 -
y columnas.

1 -1 4
5. Haga lo mismo para la matriz A :( 0 1 5). .
-3 7 2
6. Sea £ = P;ysea Buna matriz n X n. Demuestre que det EB = det E det B. [Su-
gerencia: Describa la matriz EB y luego utilice la Ecuacion (15) y la Propiedad 4.]

7. Sea E = A (c)ysea Buna matriz n X n. Demuestre que det EB = det £ det B.
[Sugerencia: Describa la matriz EB y luego utilice la Ecuacion (16) y la Propiedad 7.]

8. Sea £ = M,(c) y sea B una matriz n X n. Demuestre que det £B = det E det B.
{Sugerencia: Describa la matriz EBy luego utilice la Ecuacion (7) y la Propiedad 2.}

2.4 Determinantes e inversas

En esta seccion veremos como se pueden calcular las matrices inversas usando
determinantes. Mas atin, completaremos el trabajo que iniciamos en el
Capitulo 1, de demostrar ¢l importante Teorema Resumen 2.7.6 (véanse Teo-
remas 1.8.6 y 1.10.4), mostrando la equivalencia de varias propiedades de las
matrices. Empezaremos con un resultado sencillo.

Teorema 1

Demostracion

Definicion 1
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Si A4 es invertible, entonces det A #0y

i —1
= . 1
det A dot A )

Del Teorema 2.3.2, det A # 0. Del Teorema 2.2.4,

1=det [=det AA™' =det A det AT (2)
lo cual implica que
det A”'=1/det A. B

Antes de usar determinantes para calcular inversas, necesitamos definir
la adjunta de una matriz 4 =(a;). Sea B={(A,), la matriz de cofactores de A.
(Recuerde que un cofactor, como se definié en la pdgina 98, es un numero.)

Entonces Ay A o A,
Ay An r As

B={ ; 3
An] AnZ t Ann

Adjunta. Sea A una matrizde n X ny sea B, dada por (3), la matriz de sus
cofactores. Entonces la adjunta de A, escrita como adj A, es la transpuesta de
la matriz B de n X n. Esto es,

An Azx o An1
Ap Ap o Anz
adj A=B'= : : : 4)
Aln A2n e Ann
L —
2 3
Ejemplo 1 Sea A={0 1 -1} Calcule adj 4.
3 7
1 -1 0 1 ‘
Solucion  Tenemos Ay = s 7 =12, A=~ 3 9 =-3, A,=-3, Ay =—13,
Ayp=5 Ap=2, Ay=-7, An=2 vy As=2.  Asi B=
12 -3 -3 /12 —13 =7
-13 5 21y ade:B‘Z(—S 5 21.
-7 2 2 -3 22
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Ejemplo 2 Sea

Calcule adj A4.

Solucién  Este caso requiere un poco mas de trabajo puesto que tenemos que calcular
dieciséis determinantes de 3 x 3.

| 3 -2 -6 1 -3 0}
Por ejemplo tenemos A12=~*i~2 2 5|=-1,A,=|-2 10 2|=
-1 1 3 -1 6 1
1 -3 -2
—2yAu,i=—| 3 —12 -6 =3. Completando estos calculos, encontramos
que -2 10 5
o -1 0 2
-1 1 -1 =2
B=lo 2 -3 -3
-2 -2 3 2
0 -1 0 -2
. . -1 1 2 =2
adj A=B'= 1 -3
2 -2 -3 2

a ~
Ejemplo 3 Sea A= ( " am). Entonces adj A = (A“ Az*) = ( @22 a12).
1 Q22 A Ay —dy aqs

Advertencia,. Cuando calcule la adjunta de una matriz, no olvide transponer la
matriz de cofactores.

Teorema 2 Sea A una matriz de nx n. Entonces

det A 0 0 0
0 det A 0 0
(A)adjA)=| © 0 detA - 0 H_Get A (5)
0 4] 0 -+ det A

Demostracion  Sea C = (¢;) = (A)(adj A). Entonces

Teorema 3

Demostracion
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ai; Gz "t Gan Ay Ay o An
dzy G2 ' Gop A, Ayp 0 A
C = . B . . . . (6)
Any an2 Tt ann Aln A2n e Arm
Tenemos
¢, = (i-ésimo renglon de A)-(j-ésima columna de adj A)
A
- Ap
=(a; Gy ay)° .
A,
Asi Cij = a1 Ay + GipAjp+ ot A (7N
Ahora, si i = j, la suma en (7) es igual a g, 4, + a, A + 0+ @A

lo cual es la expansion de det 4 en el i-ésimo renglon de A. Por otro lado, si
i # j, entonces el Teorema 2.2.2 la suma en (7) es igual a cero. Asi
{det A sii=j
[T Ce
Y 0 sii#j
Esto demuestra el teorema. B
Podemos ahora establecer el resultado principal.

Sea A una matriz de n X n. Entonces 4 es invertible si y sélo si det A # 0.
Si det 4 # 0, entonces

1 .
A= a&—‘/—{ adj A (8)

Note que el Teorema 1.8.4 para matrices de 2 X 2 es un caso especial de este
teorema.
La primera parte del teorema es el Teorema 2.3.2. Si det A # 0, entonces,

Teorema 2

1 1 1
P A)=—— P A)]= det A)[ =1
dor A 24 A) ot 4 ARd A)l= o (det A)

Pero, por ¢l Teorema 1.8.8, si AB = I, entonces B = A—'. De modo que

(1/det A)adjd = 47", &

)

Ejemplo 4

2 4 3
Sea A = (0 1 —1) . Determine si 4 es invertible y, si lo es, calcule A"
35 7
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1 -3 0 -2 0 1 0 2
3 —-12 -2 -6 1 -1 -2 2
-2 10 2 5 0 1 3 -3
-1 6 1 3 -2 2 3 -2

10 0 0
[0 100
“fo o 1o
00 0 1
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Solucion  Puesto que det A=3+0, vemos que A4 es invertible. Del Ejemplo 1,
12 -13 -7
adj A = (—3 5 2) .
-3 2 2
12 -13 -7 4 - I
Asi ATl=} (~3 5 2) = (——1 3 %)
’ -3 2 2 -1 z 2
12 -13 -7 2 4 3 3 0
Verificacion A T'A =1 (—3 5 2) (O 1 wl) =1 (O 3
-3 2 2 3 5 7 0 0
Ejemplo 5 Sea
1 -3 0 =2
A= 3 -12 -2 -6
-2 16 2 5
-1 6 1 3
Determine si 4 es invertible y, en tal caso, calcule 4
Selucion  Usando las propiedades de los determinantes, calculamos
1 -3 0 -2
3 -12 -2 -6
-2 10 2 5
-1 6 1 3
Multiplique la prime- 1 0 0 0
ra columna por 3 y 3 -3 -2 0
por 2 y simela a la se- =
gunda y cuarta colum- -2 4 21
nas, respectivamente. -1 3 11
-3 -2 0
Expanda en el primer =1 4 7 1l=-1
renglon. 3 1
Asi, detA = —1 # 0y A" existe. Por el Ejemplo-2, tenemos
0 -1 0 -2
adj A = -1 1 2 =2
S 0 -1 -3 3
Asi 2 -2 -3 3
0 -1 0 -2 0 1 0o 2
A":—L’ -1 1 2 =21 1 -1 -2 2
—1 0 -1 -3 3 0 1 3 -3
2 -2 =3 2 -2 2 3 =2

Teorema 4

Demostracion

Nota. Como se habra observado, si # > 3 generalmente es mds facil evaluar
A—"! reduciendo por rengldn y después usando adj A puesto que, aun para el
caso de 4 X 4, es necesario calcular 17 determinantes (16 para la adjunta y ade-
méds det A). Sin embargo, el Teorema 3 es muy importante ya que, antes de
que se haga cualquier reduccién por renglén, el calculo de det A (en caso
de que pueda hacerse facilmente) nos dird si A~ existe 0 no.

Habiamos visto el Teorema Resumen (Teoremas 1.2.1, 1.8.6 y 1.10.4) en la
Seccidn 1.10. Este es el teorema que relaciona muchos de los conceptos expues-
tos en los primeros dos capitulos de este libro.

Teorema resumen, Yersion 4, Sea A una matriz de n X n. Entonces, cada uno de
los siguientes seis enunciados implica los otros cinco. Es decir, que si uno es
verdadero, todos los demés lo som.

i. A es invertible. —
ii. La tnica solucion al sistema homogéneo Ax = 0 es la solucién trivial
x = 0).
iii. El sistema Ax = b tiene una solucion unica para cada n-vector b.
iv. A es equivalente por renglones a la matriz identidad 7, de n X n.
v. A es el producto de matrices elementales.
vi. det A # 0.

En el Teorema 1.8.6 demostramos la equivalencia de las partes (i), (i), (i)
y (iv). En el Teorema 1.10.3 vimos la equivalencia de (i) y (v). El Teorema
1 (o el 2.3.2) prueba la equivalencia de (i) y (vi). B

Problemas 2.4

En los Problemas del 1 al 12 use los métodos de esta seccion para determinar
si la matriz dada es invertible. Si es asi, calcule la inversa.

(3 2 () = (i o)
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111 32 1 111
4.023) 5.{0 2 2) 6.0'11)
5 5 1 01 -1 00 1/.
12 3 3 10 2 -1 4
7. {112 8.1—12) 9~105)
01 2 111 19 -7 3
1 6 2 11 11 1 -3 0 -2
10.{-2 3 5 n [t t2 | 726
S o a 1 -1 21 -2 10 2 s
1 3 32 -1 6 1 3

13. Muestre que una matriz 4 de n X n es invertible si y s6lo si A’ es invertible.

1 1
14. Para A= (2 5), verifique que det A~ "= 1/det A.

1 -1 3
15. Para A= 4 1 6|, verifique que det A~'= 1/det A.
2 0 -2
16. ;Para qué valores de « la matriz (Z o )no es invertible?
—a
—-a a-1 a+l
17. ;Para qué valores de « la matriz 1 2 3 ) no tiene una inversa?
2—a a+3 a+7

18. Suponga que la matriz 4 de n X n no es invertible. Muestre que (A) (adj 4) es la
matriz cero.

205

Regla de Cramer

En esta seccion examinaremos un método antiguo para resolver sistemas con el
mismo namero de incognitas y de ecuaciones. Considere el sistema de n
ecuaciones en # incognitas,

A%+ A%+ A, = by

Ar1X;+apxy+ +axX, = by

(1)
a,,'lxl + a,:2x2+ BRI a,:,,xn = i),,
el cual puede ser escrito en la forma
Ax=b 2

Supongamos que det A4 #0. Entonces el sistema (2) tiene una Unica solucion
dada por x=A4"'b. Podemos desarrollar un método para encontrar esa solu-
cion sin reduccion por renglones y sin calcular A1,

Teorema 4

Demostracién

2.5 e Regla de Cramer 129

Sea D=det A. Definimos n matrices nuevas:

by ayn 0 Gy, ay by o ay,
b, Gy -+ ap a by -+ ap,
A=1 . Do A=) . N FERR
bn anZ Tt ann anl bn o ann
a;p dp b,
Ay Qnp b,
A, = :
anl an2 bn

Es decir, A, es la matriz que se obtiene sustituyendo la i-ésima columna de 4
por b. Finalmente, sea D, =detA,,D, =detA,, ..., D,=det4,.

Regla de Cramer.* Sea A una matriz de n X n y suponga que det A # 0. En-
tonces, la solucién tinica para el sistema Ax = b estd dada por

D D D, D,
xlz-D—lax2=32)-~-1xi:_5’-~'»xn:5— (3)
La solucion de Ax=b es x=A4"'b. Pero
Au Ay o An b,
1 1 Ay, Azz e A bz
Ab=—(adjAb=—{ - - : : 4)

pIAP=D : : : : (

Aln A2n e Ann bn

Ahora (adj A)b es un n-vector cuya j-ésima componente es

b,

b,
(Ali A2i e Am') * = blAlj +b2A2,‘ +e .+bnAnj (%)

* Llamada asi por el matemadtico suizo Gabriel Cramer (1704-1752). Cramer publicé la regla en
1750 en su Introduction to the Analysis of Lines of Algebraic Curves. En realidad hay evidencia de
que la regla era conocida desde 1729 por Colin Maclaurin (1698-1746), quien fue, probablemente,
el matemadtico britdnico mas destacado en los afios posteriores a la muerte de Newton. La regla
de Cramer es uno de los resultados mds famosos en la historia de las Matematicas. Durante casi
doscientos afios, fue esencial en la ensefianza del Algebra y de la teoria de ecuaciones. Debido al
enorme numero de calculos que implica su uso, la regla es poco utilizada hoy dia. Sin embargo,
el resultado fue muy importante en su momento.
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Consideremos la matriz A;:

ay; ap 0 by o oag
Gz; Gy " by o ay,

A=| - (©6)
anl Ann Tt bn Tt Apn

J-ésima columna
Si expandimos el determinante de A4; en su j-€sima columna,

D; = b, (cofactor de b,) + b, (cofactor de b,) + -~
+ b, (cofactor de b,)

Pero para encontrar el cofactor de b,, por ejemplo, eliminamos el j-ésimo
renglon y la j-ésima columna de A; (puesto que b, se encuentra en la j-ésima co-

lumna de A4)). Pero la j-ésima columna de A4, es by con ésta eliminada, tenemos
simplemente el ij-ésimo menor M;; de A. Asi

Cofactor de b;en 4,=A4,
de modo que (7) se convierte en
D;=b1Ay+byAgy+- -+ b Ay (®)

Pero esto es igual que el lado derecho de (5). Asi, el i-ésimo componente de
(adj A)bes D,y

X1 D, D,/D\
X Ao 1 ( d‘A)b—l D, D,/D
X, D, D,/D

La demostracién esta completa. @

Ejemplo 1 Usando l1a regla de Cramer resuelva el sistema
2x, + 4x, + 6x53 = 18
4x; 4+ 5x, + 6x3 =24 ©)
3, + x, —2x3=4
Solucién  Ya hemos resuelto este sistema usando reducciéon por renglones en el Ejemplo
1.6.1. Podriamos resolverlo también calculando 4! (Ejemplo 1.8.6) y des-

pués encontrando 4-'b. Ahora lo resolveremos usando la regla de Cramer.
Primero

2 4
D=4 5 6| =06#0
301

l: 6
|
| -2

(7N
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de manera que el sistema (9) tiene una unica solucién. Entonces

18 4 6 2 18 6|
D, =124 5 ‘6l=24, D,=14 24 6)=—12 vy
4 1 - 3 4 =2
2 4 18 b,
Dy = 5 24| =18, . Porlotanto x; = 5=Z:4’
31 4
D, 12 D, 18
=2 = _ (= 2= =3
27D 6 2Y =P =%

Ejemplo 2

Solucion

Muestre que el sistema
X1+ 3x,+5x,+2x, =2
— X, +3x;+4x,=0
2%+ X+ 9x,+6x,=-3
3x,+2x,+4x;+8x,=~1

(10)

tiene solucion unica y encuéntrela usando la regla de Cramer.

Vimos en el Ejemplo 2.2.10 que

1 3 5 2
0 -1 3 4

= =160#0
Al 2 1 9 6
3 2 48

De modo que el sistema tiene una Gnica solucion. Para encontrarla calcula-
mos: D, = —464; D,=280; D,= —56; D,=112. Asi x,=D,/D= —464/160,
x,=D,/D=280/160, x,=D,/D= —56/160 y x,= D,/D=112/160. Estas solu-
ciones pueden ser verificadas por sustitucion directa en el sistema (10).

Problemas 2.5

En los Problemas del 1 al 9 resuelva el sistema dado, usando la regla de Cramer.

1. 2x; +3x, = —1 2.3x; - x;=0
—Txy + 4x, = 47 dxy +2x, =5
3.2x, + X, + x3=06 4. x4+ X3+ x3=28

Ix, —2x, = 3x3 =95
8x; + 2x, + 5x3 = 11

5. 2%, +2%,+ x3=7 6. 2x;+5x,— x3=-1
X1+ 2x,— x3=0 dx,+ x,+3x,=3
—x1+ x,+3x;=1 —2%,+2x, =0

4x, — x3= =2
3y — x; +2x3=0
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T 2%+ x,— x3=4 8. x;+ x4+ x3+ x,=6
X+ X3=12 2xy - X3— x,=4
— X+5x,=1 3x;+6x,=3
Xy —x4=5
9. x, —x,=17
2x,+ x5 =72
4x,— x, =-3
3x,—5%x,=2

*10. Considere el tridngulo en la Figura 2.2.

b C a
Figura 2.9 4 5
b cos A acos B

a. Usando trigonometria elemental, muestre que

¢ cos A +acos C=b
b cos A+ a cosB =c
ccosB+b cos C=a

b. Si el sistema de la parte (a) se considera como un sistema de tres ecuaciones

en las tres incdgnitas cos 4, cos By cos C, pruebe que el determinante del siste-
ma no es cero.

Use la regla de Cramer para resolver el sistema para cos C.
d. Aplique (¢) para demostrar la ley de los cosenos: ¢ = a* + b? — 2ab cos C.

[

Ejercicios de repaso ¢ Capitulo 2

En los Ejercicios del 1 al 8 calcule el determinante.

12 -3 5 -2 3]
l_ ’ z.’ r 3,00 4 5
0 4 - 0 06
'5 00 112 31 =2
4. ‘ 6 2 0 503 4 2 6.| 4 0 5
(10 100 6 -2 3 4] -6 1 3
1 -1 2 3 13 15 17 19
4 0 2 5| 0 2 21 60
L - N 4 B U 501
5 10 4 lo 0o 0 -1

En los Ejercicios del 9 al 14 use determinantes para calcular la inversa, si la hay.

34 3 =5 7 1 -1 2
9. ( ) 1> 10. O 2 4 1.3 1 4
0 0 -3 5 -1 8
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/2 1 0 0 3 -1 2 4
11 1

0 -1 3 o0 » 1 10 3

2.1 0 1 13. L0 0 -2 . 9 41 5

0 11 4 0 -1 0 6 —4 1 2

En los Ejercicios del 15 al 18 resuelva el sistema empleando la regla de Cramer.

15. 2x;,— x;=3 16. x,— X+ x3=7
3x,+2x,=5 2x, —8x;=4
3x,— x3=2
17 2x,+3%x,— x3=5 18. x; — X3+ x4=7
—x;+2%,+3x,=0 2x,+2x3—3x,=—1
4x,— x+ x3=-1 . dx,— Xo— X3 =0
2%+ X,t+4xs =2




CAPITULO

3.1

Vectores en
ZRQ y @3

En la Seccion 1.3 se definieron los vectores columna y renglén como conjuntos
ordenados de » numeros reales. En el siguiente capitulo definiremos otros ti-
pos de conjuntos de vectores, llamados espacios vectoriales.

El estudio de espacios vectoriales arbitrarios requiere, inicialmente, de un es-
fuerzo considerable de abstraccion. Por esa misma razén es util poseer un ‘‘al-
macén’’ de vectores facilmente visualizables, los cuales pueden ser utilizados
en los ejemplos.

En este capitulo discutiremos las propiedades basicas de los vectores en el
plano xy y en el espacio tridimensional real. Los estudiantes que han cursado
calculo de varias variables ya habran visto este material con anterioridad. Si
¢éste es el caso, este capitulo debe ser expuesto en forma breve y como un repa-
so. Para otros casos, la cobertura de este material proveera al estudiante de
ejemplos que hacen mucho mas comprensible el material de los Capitulos 4y 5.

Vectores en el plano

Como lo definimos en la Seccion 1.3, R? es el conjunto de vectores (x,, X,), con
X, ¥ x, nimeros reales. Como cada punto del plano se puede escribir en la for-
ma (x, »), es evidente que cualquier punto del plano se puede ver como un
vector en R? y viceversa. Por tanto usaremos indistintamente ios términos
‘el plano’ y “R*’. Sin embargo, para varias de las aplicaciones fisicas (inclu-
yendo los conceptos de fuerza, velocidad, aceleracion y cantidad de movimien-
to) es importante pensar en un vector no como un punto, sino como un objeto
que tiene ‘‘magnitud’’ y ‘“direccion’’. Veremos ahora como se hace esto.

Sean Py Q dos puntos en el plano. Entonces el segmento de recta dirigido de
P a @, denotado por PQ, es el segmento rectilineo que va de P a Q (vea Figura
3.1a). Notemos que los segmentos de recta dirigidos PO y OT’ son diferentes
pues apuntan en direcciones opuestas (Figura 3.15).

135
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Figura 3.1

Figura 3.2

Definicion 1

Figura 3.3

(a) (b)

El punto P en el segmento de recta dirigido 17(3 se conoce como punto inicial
del segmento, y el punto Q como punto terminal. Las dos propiedades princi-
pales de un segmento de recta dirigido son su magnitud (longitud) y su direc-
cién. Si dos segmentos dirigidos PO y RS tienen igual magnitud y direccion
decimos que son equivalentes, sin que interese su ubicacion con respecto al ori-
gen. Todos los segmentos dirigidos de la Figura 3.2 son equivalentes.

Definicion geométrica de un vector. El conjunto de todos los segmentos de recta
dirigidos equivalentes a un segmento dirigido dado, se llama vector. Cualquier

segmento de recta dirigido en ese conjunto se conoce como un representante
del vector.

Observacion. Todos los segmentos de recta dirigidos en la Figura 3.2 son repre-
sentantes del mismo vector.

De la Definicion lﬁmos que un vector dado v se puede representar de dife-
rentes maneras. Sea PQ un representante de v. Entonces, sin cambiar su mag-
nitud ni su direccion podemos mover F@paralelamente hasta que su punto ini-
cial quede en el origen. Hemos obtenido asi el segmento de recta dirigido OR
que es otro representante del vector v (vea Figura 3.3). Ahora supongamos que
R tiene coordenadas cartesianas (a, b). Entonces podemos describir el segmento
de recta dirigidob?, por las coordenadas (a, b). Esto es, ORes el segmento
dirigido con punto inicial (0, 0) y punto terminal (@, ). Como un representan-

te de un vector sirve tan bien como otro podemos expresar el vector v como
(a, b).

=

Definicion 2

i
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Definicién algebraica de un vector. Un vector v en el plano xy es dri par Ordcnado o
de numeros reales (a, b). Los nimeros a y b se conocen como las componenles -
del vector v. El vector cero es (0, 0).

Observacion 1. Con esta definicion, un punto en el plano xy puede corsiderarse
como un vector que se inicia en el origen y termina en ese punto.

Observacién 2. El vector cero tiene magnitud cero. Por tanto, como el punto
inicial y el terminal coinciden decimos que el vector cero no tiene direccion.

Observacion 3. Enfatizamos que las Definiciones 1y 2 describen exactamente
los mismos objetos. Cada punto de vista (geométrico y algebraico) tiene sus
ventajas. La Definicion 2 es la definicién de un vector con dos componentes
que hemos venido usando hasta ahora.

Como un vector es realmente un conjunto de segmentos de recta equivalen-
tes, definimos la magnitud o longitud de un vector como la magnitud de cual-
quiera de sus representantes, y su dlrecuon como la de cualquiera de sus
representantes. Si usamos el representante OR y consideramos el vector v =
(a, b), se tiene que

{
|v| = magnitud de v=va*+b? (1)

Esto se sigue del teorema de Pitagoras (vea Figura 3.4). Hemos usado la nota-
cién |v| para simbolizar la magnitud de v. Notemos que |v| es un escalar.

y R(a, b)

Figura 3.4
Ejemplo 1  Calcule las magnitudes de los vectores (i) (2, 2); (ii) (2, 23); i) (— 23, 2);
(iv) (=3, =3); () (6, —6).
' Solucién i v =v22+22=/8=22
i, [v]=v2Z+(2V3y =4
i v =v(=2v3)+2° =4

a2

iv, Wl=v(=3)*+(-3)= J18 =32
v. V=V6 (=67 =V12=632
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Ahora definimos la direccidn del vector v = (a, b) como el dngulo 6 (medi-
do en radianes) que forma el vector con la parte positiva del eje x. Por conven-
cion escogemos 6 tal que 0< @< 2x. De la Figura 3.4 se observa que si a%O,
entonces ‘

b
tan § =—
an a (2)

Ejemplo 2 Calcule las direcciones de los vectores del Ejemplo 1.

Solucion  Estos cinco vectores estdn representados en la Figura 3.5.

i. Aqui v esta en el primer cuadrante y como tan §=2/2 = 1, 6=mn/4.

il. Aquif=tan-'2+/3/2=tan-'v3=17/3 (pues v esta en el primer cuadrante).

iii. Vemos que v estd en el segundo cuadrante y, como tan—'2/2v3 =
tan—'1/v/3 = w/6, resulta de la Figura 3.5¢c que § = 7 — (n/6) = 57/6.

iv. Aqui v esta en el tercer cuadrante y, como tan-' | = x/4, tenemos que
=7+ (n/4)=5n/4.

v. Como v estd en el cuarto cuadrante y tan—!(—1) = —=x/4, se tiene que
=2~ (w/4)=Tn/4.

(-2V73, 2
1 : 77 St
Figura 3.5 3 3
X : | 1 X 1 1 1 X
0 A
(b)

¥ y
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la multiplicacién por un escalar. Siv = (g, b) entoncgs av = (aa, ab). De
manera que

|o¢v|=\/a2a2+a2b2=Iai\/a2+b2=|al 4 (3)

Esto es:

Multiplicar un vector por un escalar tiene el efecto de multiplicar la
magnitud del vector por el valor absoluto de ese escalar.

Mas aln, si o>0, entonces «v estd en el mismo cuadrante que vy, por tanto,
la direccion de av es la misma que la direccion de v pues tan~'(ab/aa) =
tan-'(b/@). Si a<0, entonces av apunta en la direccion opuesta a la de v. En

otras palabras:

Direccion de av = direccion de v, si >0 @

Direccion de av = direccion de v+, si a<0

Ejemplo 3

Sea v=(1, 1). Entonces [v|=vI+1=v2 y [2v/=|2,2)|=v2+2>=V8=
242 =2lv|. Més atn, |-2v] = V(=2)>+(~2)>=2v2 = 2|v|. Ademas, la direc-
cion de 2v es 7/4 mientras que la direccién de —2v es 57/4 (vea Figura 3.6).

‘5,

LI

En la Seccion 1.3 definimos la suma de vectores y la multiplicacion por un
escaiar. ;Qué significan geométricamente estos conceptos? Empezamos con

Figura 3.6
(a)
Supongamos ahora que se suman los vectores u = (a;, b)) yv = (a,, by)
como en la Figura 3.7. En el croquis vemos que el vector u + v =
(a, + a,, b, + b,) se puede obtener trasladando el representante del vector
= (a) + az, by + b2)
Figura 3.7
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Figura 3.8

Figura 3.9
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v de manera que su punto inicial coincida con el punto terminal (a,, b,) del
vector u. Podemos obtener asi el vector u + v dibujando un paralelogramo
con uno de sus vértices en el origen y lados uy v. Entonces u + v es el vector
que va desde el origen a lo largo de la diagonal del paralelogramo.

Nota. Como la recta es la minima distancia entre dos puntos, se deduce inme-
diatamente de la Figura 3.7 que

vl <Jul+ v 5)

Por razones obvias la desigualdad (5) se conoce como la desigualdad del trian-
gulo.

Podemos usar la Figura 3.7 también para obtener una representacion geo-
métrica del vector u—v. Como u=u—v -+ v, el vector u—v es el vector que de-
be ser sumado a v para obtener u. Este hecho se ilustra en la Figura 3.84. Un
hecho similar se ilustra en la Figura 3.85.

S

1, 0)

Existen dos vectores especiales en R2 que nos permiten representar otros
vectores de R? en una forma conveniente. Denotaremos el vector (1, 0) con
el simbolo i y el vector (0, 1) con el simbolo j (vea Figura 3.9).* Siv = (q, b)
¢€s otro vector del plano entonces, como (a, &) = a(1, 0) + b(0, 1),

v=(a,b) = ai+bj )

Con esta representacion decimos que v esta resuelto en sus componentes verti-
cal y horizontal. Los vectores i y j tienen dos propiedades:

* Nota histdrica: Los simbolos i y j fueron usados por primera vez por Hamilton, quien definié
el cuaterniéon como una cantidad de la forma a + bi + cj + dk, donde « es la “‘parte escalar’’
ybi+ ¢cj+ dkla “‘parte vectorial’’. En la Seccién 3.3 se expresardn los vectores en el espacio
segun la forma bi + cj + dk.

Definicion 3
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i. Ninguno de ellos es multiplo del otro. (En la terminologia del Capitulo
4 se dice que son linealmente independientes.). o
ii. Cualquier vector v se puede escribir en términos de i y j como en la

Ecuacién (6).*
. 2 -
En estas dos condiciones se dice que i y j forman una base de R". Discutire

mos las bases de espacios vectoriales arbitrarios en el Caplltulo 4, o
Definiremos ahora una clase de vector que es muy util en ciertas aplicaciones.

Vector unitario. Un vector unitario u es un vector de magnitud igual a 1.

Ejemplo 4 El vector u=(1/2)i+(+~/3/2)j es un vector unitario pues
1\? «/3)2 1 3
ul \/(2> +( 2 44
Sea u=ai+bj un vector unitario. Entonces lu|=\/a24'-b2= 1, de donde
a*+b*=1 y u se puede representar por un punto en el ‘cnculc‘) unitario (Fi-
gura 3.10). Si 6 es la direccidén de u, entonces vemos 1nmed1atam.er.1te que
a=cos 6 y b=sen 6. Asi, cualquier vector unitario u se puede escribir en la
forma
u=(cos 0)i+(sen @)j N
donde 6 es la direccion de u.
y
u = da + bj
(a, )
Figura 3.10 x

Ejemplo 5 El vector unitario u=(1/2)i+ (\/§/2)j del Ejemplo 4 se puede escribir en la for-

ma (7) con f=cos~' (1/2) ==/3.

* En la Ecuacion (6), decimos que v se escribe como una combinacion lineal de iy j. Discutiremo
el concepto de combinacion lineal en la Seccion 4.5.
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También tenemos:

Sea v un vector distinto de cero. Entonces u = v/ |v| es un vector unita-
rio con la misma direccion de v (vea Problema 17).

Ejemplo 6 Encuentre un vector unitario con la misma direccién que v=2i—13j.

Solucion  Aqui [v| =v4+9=+13, yasi, u=v/lv|= (2/v13)i~ (3/¥/13)j es el vector uni-
tario pedido.

Tabla 3.1

Concluimos esta seccidn con un resumen de las propiedades de los vectores

(Tabla 3.1).
Expresion en términos de componentes si
Definicion u=ui+ud, v=ud+0,4
Objeto intuitiva — 8 ' Ay
u=(uy, Up), v={_(0y, v3)
Objeto con
vector v magnitud y vii+v,§ o bien (v4, v,)
direccion
vl magnitud de v N R

o

avii+av,j o bien (av,, av,)
(En este esquema

a=2)
~v v \[~v —v1i— 05§ 0 bien (—v,~v,) 0 bien —(v,, v,)
utv u+v K]V (uy +v )i+ (uy+v2)§ 0 bien (u; + vy, U, +v,)
u

u-v v /_l'l_} u-y (uy —v1)i+ (4~ 02)j 0 bien (u; — vy, U —v,)
Problemas 3.1
En los Problemas del 1 al 12 encuentre la magnitud y direccion del vector dado.

1. v=(4,4) 2. v=(—4,4) 3. v=(4,-4)

4. v=(-4,-4) 5.v=(3,1) 6. v=(1,v3)

7. v=(~1,3) 8. v=(1,-3) 9. v=(~1,—3)
10. v=(1,2) 11. v=(-5,8) 12. v=(11,-14)
13. Seanu = (2,3) y v = (=5, 4). Encuentre: (a) 3u; (b) u + v; (¢) v — u; (d) 2u —

7v. Dibuje estos vectores.

14.

i5.

16.
17.
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Seanu = 2i —3jyv = —4i + 6j. Encuentre: (a) u + v;(b) u —v; (¢) 3u; (d) -7v;
(e) 8u — 3v; (f) 4v — 6u. Dibuje estos vectores.

Muestre que los vectores i y j son vectores unitarios.
Muestre que el vector (1/v2)i+ (1 /x/i)j es un vector unitario.

Muestre que si v = ai + bj, entonces u = (a/va’+b)i + (b/va®+b>)j es un
vector unitario con la misma direccidon de v.

En los Problemas del 18 al 21 encuentre un vector unitario que tenga la misma
direccion que el vector dado.

18.
20.

22,

23.
24.

v=2i+3j 19. v=i—4}

yv=-3i+4j 21. v=ai+aj; a#0.

Siv = ai + bj, muestre que a/v/a>+b> = cosfy b/va’+b* = sent, en donde
§ es la direccidn de v.

Si v = 2i — 3j, encuentre sen f y cos 6.

Siv = —3i + 8j, encuentre senf y cos 6.

Un vector v tiene la direccion opuesta al vector u si la direccion de v es la direc-
cion de w + . En los Problemas del 25 al 28 encuentre un vector unitario v
que tenga la direccidn opuesta a la direccion del vector dado u.

25.
27.

29.

30.
31.

u=i+j 26. u=2i—3j
u=—-3i+4j 28. u=—2i+3j
Seanu = 2i —3jyv = —i + 2j. Encuentre un vector unitario en la misma direccion

que (a) u + v; (b) 2u — 3v; (c) 3u + 8v.
SeanP = (¢,d)yQ = (¢ + a,d + b). Muestre que la magnitud de PQes va > +b2
Muestre que la direccion de PO del Problema 30 es la misma que la del vector (a, b).

[Sugerencia: Si R = (a, b), muestre que la recta que pasa por los puntos PyQ
es paralela a la que pasa por los puntos Oy R.}

En los Problemas del 32 al 35 encuentre un vector v que tenga la magnitud y
direccion dadas.

32.
34.

* 36.

37.

v|=3; =7/6 33, [v|=8;0=m/3
v|=1; 0 =m/4 35. |v|=6; 8 =2m/3.
Muestre algebraicamente {esto es, estrictamente a partir de las definiciones de suma

de vectores y de magnitud) que para cualquier par de vectores u 'y v, lu + v| =
lul + |vI.

Muestre que si u y v son distintos del vector cero, entonces [u + v| = [u] + |v]
si y solo si u es un multiplo escalar positivo de v.

3.2 Elproducto escalary proyecciones en [’

En la Seccion 1.5 definimos el producto escalar de dos vectores. Siu = (a;, b,)
y v = (a,, b,), entonces

u-v=a.a, +bb, (1)
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Definicion 1

Figura 3.11

Teorema 1

Demostracion

Figura 3.12

lar.

Angulo entre dos vectores, Sean u 'y v dos vectores distintos de cero. El dngulo
p entreu y v se define como el menor dngulo* positivo entre los representantes
de u y v que tienen al origen como sus puntos iniciales. Si u = av para algun

escalar o, definimos ¢ = Osia > 0 Ve=asia < 0.
Esta definicion se ilustra en la Figura 3.11. Notemos que ¢ siempre se puede
escoger como un angulo positivo en el intervalo [0, =]

J y

(©

0]

(d) , ©

Sean u y v dos vectores distintos de cero. Si ¢ es el angulo entre ellos, entonces

La ley de los cosenos (Problema 2.5.10) establece que en el tridngulo de Ia Fi-
gura 3.12.

c*=a’+b>—-2ab cos C 3)

Ahora llevamos los representantes de w y v al origen de forma que

* Este dngulo estard en el intervalo [0, 7].

Veremos ahora como puede interpretarse geométricamente el producto esca-
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® (ai, by)
(a2, by)
Figura 3.13
n = (ay, b)) yv = (a,, b,) (vea Figura 3.13). Entonces, de la citada ley de
los cosenos, [v—ul>=|v[>+|a|*>—2u| |v| cos ¢. Pero
V—uf=(v-u) - -v-u)=v-v—2u-v+tu-u
= —2u-v+u?
Asi, después de simplificar obtenemos que —2usv= —2fu| |[v| cos ¢, de donde
se deduce el teorema. ®
Observacién. Si usamos el Teorema 1 podriamos definir el producto escalar
u - v por
u-v=|ul|v|cos ¢
Ejemplo 1 Encuentre el coseno del angulo entre los vectores u=2i+3jy v=—7i+]j.
Solucion w-v=-14+3=-11, [=v22+32=V13, y |v|= V(=7P+12=v50.

Asi,

vy U U asse
lul[v] V13v50 650

Cos @ =

Definicion 1

Vectores paralelos. Dos vectores u y v distintos de cero son paralelos si el an-
gulo entre ellos es cero o bien .

Ejemplo 2

Solucién

Muestre que los vectores u=(2, —3) y v=(~—4, 6) son paralelos.

u-v_ —8-18  -26 26

Wl Vi3v52 Vi3v13) 2013)

cos @ =

Por lo tanto ¢ = .

* Este numero, como otros en el texto, se obtuvo con una calculadora de bolsillo.
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Teorema 2

Demostracion

Definicion 3

Si u=0, entonces v = ou para alguna constante « distinta de cero siysolosiuy
v son paralelos. ‘

Esta demostracion queda como ejercicio (Problema 35).

Vectores ortogonales. Se dice que los vectores u y v distintos de cero son orfo-
gonales (o perpendiculares) si el angulo entre ellos es /2.

Ejemplo 3 Muestre que los vectores u=3i—4jy v= 4i+ 3j son ortogonales.
Solucion uw -v = 3 -4—4 -3 = 0. Esto implica que cos¢ = (u - v)/(Jul [v]) = 0.
Como ¢ estd en el intervalo [0, ], ¢ = 7/2.
Teorema 3 Los vectores u y v distintos de cero son ortogonales si y solo sim-v=0.
Demostracion  Esta demostracion también queda como ejercicio (Problema 36).
Ejemplo 4 Secau =i + 4jyv = 3i + . Determinar o tal que () uy v resulten ortogo-
nales; (ii) u y v resulten paralelos.
Solucién i. Tenemos queu - v = 3 + 4o. Paraqueuyv resulten ortogonales, debe-
mos exigir que u - v = 0. Esto implica que 3 + 4a = 0, o lo que es lo
mismo, a = —3.
ii. En este caso debemos tener ¢ = 0, o bien m, asi que cos ¢ = x1. Entonces,
u-v 3+4a 41
Cos @ = = =
lal [v] V17V9+a?
Elevando al cuadrado ambos lados de esta ecuacion, obtenemos 9 + 24a +
1602 = 17(9 + «?) = 153 + 17«2 Esto conduce a la ecuacion cuadratica
@~ 240 + 144 = 0 = (o — 12)?, con la solucién tnica « = 12.

Un buen numero de problemas interesantes implica el concepto de proyec-
¢cion de un vector sobre otro. Antes de dar la definicion de esto, demostrare-
mos el siguiente teorema.

Teorema 4 Sea v un vector distinto de cero. Entonces para cualquier otro vector u el vec-
tor w=u—[(m - v)v/[¥|*] es ortogonal a v.
. (u-vv (u-v)(v-v)
Demostracion Wey= - VE ——
Ivi Ivi
vl
=u-v-—(3——-—lﬂ-=u-v~n-v=0 =

v)?

Figura 3.14

Definicion 4

Figura 3.15
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Los vectores u, v y w se ilustran en la Figura 3.14.

y

- u-v

/ _VFAV = Projy u

X

Proyeccién. . Sean u y v vectores distintos de cero. Entonces la proyeccion de
u sobre v es un vector denotado proy,u, que se define por

proy, u= %ﬁ v 4)

. u-v
La componente de u en la direccion v es —|T 5)
v

Notemos que v/|v| es un vector unitario en la direccion de v.

Observacion 1. De la Figura 3.14 y el hecho de que cos¢ = (u * v)/(|u| |v]),
encontramos que:

v y proy,u tienen (/) la misma direccién si u - v > 0y (ii) direcciones
opuestas si u - v < 0 (vea Figura 3.15).

<tV
L)

u'v>90

(a)

Observacion 2. Es claro que proy,u se puede considerar la ‘‘componente segun
v’’ del vector u.
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Observacion 3. Si tenemos que u y v son ortogonales, entonces u - v = 0 de

donde proy,u = 0.

Observacion4. Otra manera de definir proyeccién es: Siuy v son vectores dis-
tintos de cero, entonces proy,u es un vector unico con las siguientes pro-
piedades:

i.-proy,u es paralelo a v.
ii. m — proy,u es ortogonal a v.

Ejemplo 5 Sean u=2i+3jy v=i+j. Calcule proy,u.
Solucién  Proy, u=(u- v)v/|v]>=[5/(v2)*v=(5/2)i+(5/2)j. (Figura 3.16).
i+1)
%)
, J
Figura 3.16 L x
Ejemplo 6 Sean u=2i—3jy v=i+j. Calcule proy,u.
Solucién  Aqui (m - v)/|¥]* = —%; por lo tanto, proy, m=—3i—3j. (Figura 3.17).
>7
i v
Figura 3.17 O
1 13 '
-1 =3}
AANN
-3

Problemas 3.2

En los Problemas del 1 al 8 calcule el producto escalar de los dos vectores y
el coseno del dngulo entre ellos.

1 u=itj v=i-j 2. u=3i; v=—7Tj
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4. u=«ai; v=8i; o, B reales

L w=2i+5§; v=5i+2j 6. u=2i+5§; v=5i—2j

Lu=—3i+4§; v=-2i—7§ 8. a=4i+35j;, v=5i—4j

. Muestre que para cualquier par de numeros reales o y 3, los vectores u = ai +
Bjy v = Bi— «aj son ortogonales.

u=—5i; v=18j

& quxfd

16. Sean u, v y w tres vectores arbitrarios. Explique por qué el productou - v © W no
estd definido.

En los Problemas del 11 al 16 diga si los vectores dados son ortogonales, para-
lelos o ninguna de las dos cosas. Dibuje cada par.
11. uw=23i+5§; v=—6i—10§ 12. u=2i+3j;, v=6i—4j
13. u=2i+3j§; v=06i+4j 14. u=2i+3j§; v=—06i+4j
15. u=7i; v=—23j 16. u=2i—6§; v=—i+3j
17. Sean w=3i+4j y’ v=i+aj. Encuentre « tal que:
a. uy v sean ortogonales. b. uy v sean paralelos.
¢. El angulo entre u y v sea 7/4. d. El angulo entre u y v sea /3.
18. Seau = —2i + Sjyv = ai — 2j. Encuentre « tal que:
a. u y v sean ortogonales. b. u y v sean paralelos.
¢. El angulo entre u y v sea 27/3. d. El angulo entre u 'y v sea /3.

19. Con los datos del Problema 17, muestre que no existe ningdn valor de o para el
cual u y v tengan direcciones opuestas.

30. Con los datos del Problema 18 muestre que no existe ningin valor de « para el cual
u y v tengan la misma direccion.

En los Problemas del 21 al 30 calcule proy,u.

21, u=3i; v=i+j 22. u=—5j; v=i+j
23. u=2i+i; v=i—2j \g}luu=2i+3j; v=4i+j
25. w=i+j; v=2i—3j 26. u=i+j; v=2i+3j
27. u=ai+Bj; v=i+i; a, B reales y positivos

28. u=i+§; v=ai+Bj, o, B reales y positivos

29. u=ai—Bj; v=i+i; o, B realesy positivos, con a > B.

30. u=ai—Bj; v=i+i; o, B reales y positivos, con o < 8.

31. Seanu = a,i + b,jyv = a,i + b,j. Halle condiciones en a, by, a,y b, que ase-
guren que v y proy,u tengan la misma direccion.

32. En el Problema 31 encuentre una condicion que asegure que v y proy,u tengan di-
recciones opuestas.

33. Sean Pj 2,3,0=6G6,7R=2,-NyS= (1, 2). Calcule proy,}‘éﬁy
proyzsPQ.

34, Sean P = (-1,3),0 = 2,4, R=(=6,-2)y S
proy 2 PQ.

35. Demuestre que dos vectores u 'y v distintos de cero son paralelos siy so6losiv =
«u para alguna constante «. [Sugerencia: Muestre que cos ¢ = +1siysolosiv =
au.]

——

(3, 0). Calcule proypg RS y

It

36. Demuestre que u y v son ortogonales si y sélo siu - v = 0.
37. Muestre que el vector v = ai + bj es ortogonal a la recta ax + by + ¢ = 0.
38. Muestre que el vector u = bi — aj es paralelo a la recta ax + by + ¢ = 0.

39. Un triangulo tiene como vértices a (1, 3), (4, —2) v (-3, 6). Encuentre el coseno
de cada uno de sus angulos.
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4. % 41. La desigualdad de Cauchy-Schwarz establece que para cualquier conjunto de nu-

/
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40. Un tridngulo tiene como vértices a (a,, b,), (a,, b 2y (as, by). Encuentre una for-
mula para los cosenos de cada unc de sus dngulos.

[

mero reales a,, a,, b, y b,.
2

L anf=(Zat)"(Z1e)"

k=

Use el producto escalar para demostrar esta formula. ;En qué circunstancias esta
desigualdad puede ser reemplazada por una igualdad?

* 42. Demuestre que la distancia mas corta entre un punto y una recta se mide a lo largo
de una linea que pasa por el punto y es perpendicular a la recta.

43. Encuentre la distancia entre P = (2, 3) y la recta que pasa por los puntos Q=-L7

= (3, 5).

44. Encuentre la distancia entre (3, 7) y la recta que contiene el vector v = 2i — 3jy
pasa por el origen.

45. Sea A una matriz de 2 x 2 tal que cada columna es un vector unitario y las dos
columnas son ortogonales. Demuestre que A es invertible y que 4= = 4. (A se
denomina matriz ortogonal.)

3.3

Figura 3.18

Yectores en el espacio

Hemos visto que cualquier punto en un plano se puede representar como un
par ordenado de nimeros reales. Anilogamente, cualquier punto en el espacio
se puede representar por una triada ordenada de nimeros reales

(a, b, c) (1)

R> est4 compuesto de vectores de la forma (1). Para representar un punto en el
espacio empezamos por escoger un punto en R*. Llamamos a este punto el ori-
gen, denotado 0. Luego dibujamos tres ejes mutuamente perpendiculares que
llamamos eje x, eje y y eje z. Estos ejes se pueden seleccionar de varias ma-
neras, pero la seleccion més comun es con los ejes x y y dibujados horizontal-
mente, con el eje z vertical. En cada eje escogemos una direccién positiva y
medimos la distancia a lo largo de ese eje como el nimero de unidades en esta
direccion positiva medidas desde el origen.

z z

(a) (b)

Los dos sistemas basicos para representar estos ejes se ven en la Figura 3.18.
Si los ejes se ubican como en la Figura 3.18«, entonces se dice que el sistema
es de mano derecha; si se colocan como en la Figura 3.18b, se dice que es de
mano izquierda. En las figuras las flechas indican las direcciones positivas

Figura 3.19

Teorema 1
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[N

X

de los ejes. La justificacion de estos términos es la que sigue: En un sistema de
mano derecha, si ponemos la mano derecha de forma que el dedo indice apun-
te en la direccion positiva del eje x, mientras que el dedo medio apunte en la di-
reccion positiva del eje y, entonces el pulgar apunta en la direccion positiva del
eje z. Este concepto se ilustra en la Figura 3.19. Para un sistema de mano iz-
quierda la misma regla se aplica para la mano izquierda. En lo que resta de este
texto seguiremos la practica comin y dibujaremos los ejes coordenados usan-
do un sistema de mano derecha.

Los tres ejes en nuestro sistema determinan tres planos coordenados que son
llamados el plano xy, el xz y el yz. El plano xy contiene a los ejes x y y, y
es simplemente el plano con el cual hemos estado tratando en la mayor parte
de este libro. Los planos xz y yz se pueden considerar de manera analoga.

Habiendo construido nuestra estructura de ejes y planos coordenados, po-
demos describir cualquier punto P en R> en forma tnica:

P=(x,y,2) 2)

donde la primera coordenada x es la distancia del plano yz a P (medida en
la direccién positiva del eje x y a lo largo de una linea paralela al eje x), la se-
gunda coordenada y es la distancia del plano xz a P (medida en la direccion
positiva del eje y y a lo largo de una linea paralela al eje y) y la tercera coorde-
nada z es la distancia del plano xy a P (medida en la direccién positiva del eje
zZ'y a lo largo de una linea paralela al eje z).

En este sistema los tres planos coordenados dividen R> en ocho ocrantes al
igual que en R? los dos ejes coordenados dividen el plano en cuatro cuadran-
tes. El primer octante es siempre aquél en el que las tres coordenadas son posi-
tivas.

El sistema coordenado asi escogido se llama frecuentemente sistema coorde-
nado rectangular o sistema coordenado cartesiano. Una vez que nos familiari-
cemos con la forma de describir un punto en este sistema, podremos generalizar
varios conceptos del plano.

Sean P_:*(x}, Vi, 2) Y Q=(x,, ¥,, 2,) dos puntos en el espacio. Entonces la dis-
tancia PQ entre Py Q esta dada por

T)—é:\/(x1_xz)2+(}’1“Y2)2+(21”22>2 (3

En el Problema 39 se pide demostrar este resultado.
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Ejemplo 1 Calcule la distancia entre los puntos (3, —1, 6) y (=2, 3, 5).

Solucion

PQ=V3=(-2)F+(-1-3+(6-57 =42

En las Secciones 3.1 y 3.2 discutimos propiedades geométricas de los vecto-
res en el plano. Debido a que los sistemas coordenados en R* y R* son muy si-
milares, no es sorprendente que los vectores en R* y [R®, tengan estructuras
muy similares. Discutiremos ahora el concepto de un vector en el espacio. El
desarrollo de este tema seguirad estrechamente el desarrollo de las Gltimas dos
secciones y por tanto se omitiran algunos detalles.

Sean Py Q dos puntos distintos en R*. Entonces el segmento de recta dirigi-
do PO es el segmento de recta que va de P a Q. Dos segmentos de recta dirigi-
dos son equivalentes si tienen la misma magnitud y direccion. Un vector en R*
es el conjunto de todos los segmentos dirigidos equivalentes a un segmento di-
rigido dado y cualquier segmento dirigido PO en ese conjunto se llama un re-
presentante del vector.

Hasta aqui las definiciones son idénticas. Por conveniencia elegimos P como
el origen, de forma que el vector v = 00 se pueda describir por las coor-
denadas (x, y, z) del punto Q. Entonces la magnitud de v = |v|=vx>+y2+ 22
(Teorema 1).

Ejemplo 2

Solucién

Sea v=(1, 3, —2). Encuentre |v|.

lv|=v12+ 3 +(=2)=14.

Figura 3.20

Sean u=(x,, y,, 2,) Yy v={(X,, », 2,) dos vectores y sea o un namero real (es-
calar). Entonces definimos "

ut+v=(x%+x;, Y1+ Y2 2, +2,)

au=(ax, ay,, az,)

Esta es la misma definicion de suma de vectores y multiplicacién por un escalar
que teniamos antes y se ilustra en la Figura 3.20.

z

(a) (b)

Figura 3.20
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(@

Un vector unitario u es un vector de magnitud 1. Si v es cualquier vector dis-
tinto de cero, entonces u= v/|v| es un vector unitario que tiene la misma direc-
cion que v.

Ejemplo 3

Solucion

Encuentre un vector unitario que tenga la misma direccion que v=(2, 4, ~3).

Como v=+2>+4+(-3)>=+29, tenemos que u=(2/~29, 4/v29, ~3/329).

Figura 3.21

Definicion 1

Figura 3.22

Ahora podemos definir formalmente la direccion de un vector en R®>. No
podemos definirla como el angulo 6 que forma el vector con la parte positiva
del eje x pues, por ejemplo, si 0 < 6 < w/2, entonces existe un nimero infimi
to de vectores que forman el dngulo 6 con la parte positiva del eje x y todos
ellos forman un cono (Figura 3.21).

X
Direccion en R> La direccion de un vector v distinto de cero en R® se define
como la direccién del vector unitario u = v/|[v].

Observacion. Podriamos haber definido la direccién de un vector v de R* de
esta forma. Si u= v/|v|, entonces u = (cos 6, sen 6) donde 8 es la direccidon de v.

Definiremos la direccion de un vector en términos de ciertos angulos. Sea v
el vector OP descrito en la Figura 3.22. Definimos o« como el 4ngulo entre vy

4

0, 0, z
o)/ v
v S
¢~ (P (%o, Yo, 20)
i N
i 0 N N
|

>
(0, 30, 0)
4

7 (0, 0,0
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la parte positiva del eje x, 8 el angulo entre v y la parte positiva del eje y y v el
angulo entre v y la parte positiva del eje z. Los angulos «, 3y v se conocen
como los dngulos directores del vector v. Entonces, de la Figura 3.22.
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X0 Yo 29
cos a =— cos B =~ cos y=— 4
v v v @
Si v es unitario entonces [v|=1y
COoS a = X cos B =y, cos vy =z, %)

Por definicion, cada uno de estos tres angulos esta en el intervalo [0, =]. Los
cosenos de estos tres dngulos se denominan cosenos directores del vector v. No-
temos, de las Ecuaciones (4), que

x§+y§+z§:x§+y§+z§:
v[? x5+yo+z3

cos®a +cos? B +cos’y =

(6)

Si @, 8y vy son tres ndmeros cualesquiera entre 0 y m que satisfacen la condicidén
(6), entonces determinan un vector tinico dado por u = (cos a, cos 3, ¢os ).

Observacion. Siv = (a, b, ¢) y v # 1, entonces los niimeros a, by csecono-
cen como los niumeros directores del vector v.

Ejemplo 4

Solucion

Figura 3.23

Encuentre los cosenos directores del vector v=(4, —1, ).

La direccion de v es v/|v| = v/v/53 = (4/4/53, —1/3/53, 6/+/53). Entonces
cosa = 453 = 0.5494, cos B = ~1/V53 =~ ~0.1374 y cosy = 6/v53 ~
0.8242. De aqui, usando una tabla de cosenos o una calculadora de bolsillo
obtenemos o = 56.7° = 0.989rad, 8 =~ 97.9° = 1.7] radyy = 34.5° = 0.602
rad. El vector, junto con sus dngulos «, 8y v, aparece en la Figura 3.23.

Ejemplo 5

Encuentre un vector v de magnitud 7 y cuyos cosenos directores sean /e,

1/V3 y 142,

Sea u = (1//6, 1/\/5, 1/v/2). Entonces u es un vector unitario pues |“‘,: L. Asi,
la direccion de v estd dada poruy v = [vlu = 7u = (7/V6, 7/V/3, 7/v2).

Nota. Podemos resolver este problema porque (1/v/6) + (1/v/3)2 +(1/4/2) = 1.

Figura 3.24

Figura 3.25

Es interesante notar que si v, un vector en R?, se escribe v = (cos 0)i +
(sen 0)j, donde 6 es la direccion de v, entonces cos 6 y sen 8 son los cosenos
directores de v. Aqui « =0y definimos 8 como el angulo que v forma con el eje
Y (vea Figura 3.24). Entonces 8 = (n/2) —« y asi cos 8 = cos(w/2 — o) =
sena y v se puede escribir en la forma de ‘‘cosenos directores’’:

v=cosa i+cosfj

En la Seccién 3.1 vimos que cualquier vector en el plano se puede escribir en
términos de los vectores basicos i y j. Para extender esta idea a R® definimos

i=(1,0,00  §=(0,1,00 k=(0,0,1) (7

Aqui, i, j y k son vectores unitarios. El vector i esta sobre el eje x, jenelejey
v k en ¢l eje z (se representan en la Figura 3.25). Siv = (x, y, z) es un vector
cualquiera en R>, entonces

v=(x¥,2)=(x,0,00+(0,y,0)+(0, 0, z) = xi+ yj+ zk

Esto es: Cualquier vector ven R se puede escribir de forma uinica en términos
de los vectores i, j y k.
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La definicion de producto escalar en R® es, desde luego, 1a definicion que
dimos en la Seccién 1.5. Notemos quei-i=1,j-j=1,k-k=1,i cj=
0,j-k=0,ik=0. :

Teorema 2 Si ¢ denota el menor angulo positivo entre dos vectores u y v distintos de cero,
tenemos que
WV
cos @ =—— (8)
fu |v]
Demostracin  La demostracion es casi idéntica a la demostracién del Teorema 3.2.1y se deja
como ejercicio (Problema 40).
Ejemplo 6 Calcule el coseno del angulo entre u=3i—j+2k y v=4i+3j—k.
Solucion  w-v=7, lu|=v14, ¢ |v|=v26, de modo que cos ¢ = 71V (14)(26) =7/364 ~

0.3669 y ¢=68.5°~1.2 rad.

Definicion 2

Teorema 3

Demostracion

Vectores paralelos y ortogonales. Dos vectores u y v distintos de cero son

i. Paralelos si el angulo entre ellos es cero o bien .
ii. Ortogonales (o perpendiculares) si el angulo entre ellos es /2.

i. Si u#0, entonces u y v son paralelos si y s6lo si v=au para alguna cons-
tante a#0.

ii. Siwyvson distintos de cero, entonces u y v son ortogonales si y s6lo si
u-v=0,

Nuevamente la demostracién es f4cil y se deja como ejercicio (Problema 41).

Ejemplo 7

Solucién

Muestre que los vectores u=i+ 3j—4k y v=—2i— 6j + 8k son paralelos.

u-v= -5, |ul = V26 y [v| = V104 = 2v26. Asi, u-v/ul v =
~52/(~/2‘6- 2\/55) = —1, de manera que cosf = —1, § = T Y Uy vson parale-

los (pero de direcciones opuestas). Otra forma de ver esto es notando quev =
—2u 'y, por el Teorema 3, u y v son paralelos (Figura 3.26).
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(=2, -6,8)

Figura 3.26
1,3, -4
Ejemplo 8 Encuentre un niimero « tal que u = 8i — 2 + dkyv = 2i + 3j + ok sean
ortogonales.
Solucion Debemos mostrar que O=u-v= 10+ 4« de donde o = — 5. Los vectores u Vv
estdn dibujados en la Figura 3.27.
z
Figura 3.27 (3,
Volvamos ahora a la definicién de la proyeccién de un vector sobre otro.
Primero estableceremos un teorema analogo al Teorema 3.2.4 (y que tiene
identica demostracion). ‘
Teorema 4 Sea v un vector distinto de cero. Entonces, para cualquier otro vector u,

Definicion 3

u-v
w=u——l‘—7l—2v

es ortogonal a v,

Proyeccién. Sean u y v dos vectores distintos de cero. Entonces la proyeccion
de u sobre v, denotada proy,u, se define como

proy, u= E‘;% v ©)

La componente de u en la direccion v esta dada por (u - v)/|v].
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Ejemplo 9 Sean u=2i+3j+ky v=i+2j—6k. Encuentre proy,u.

Solucion  Aqui (w - v)/|v]>=2/41 y proy,u = Zi+4i—12k. La componente de u en la di-

reccion v es (w - v)/|v| = 2/v/41.

Notemos que, corho en el caso del plano, proy,u es un vector que tiene la
misma direccion que vsiu - v > 0 y direccion opuestaaladevsiu - v < 0,

Problemas 3.3

En los Problemas del 1 al 3 encuentre la distancia entre los dos puntos.

1. (3, —4,3); (3. 2. 5) 2.3, —-4,7;3, -4,9

3. (=2,1,3);(4,1,3)
En los Problemas del 4 al 17 determine la magnitud y los cosenos directores
del vector dado.

4. v=3j 5. v=-3i 6. v=4i—j

7. v=i+2k 8. v=i-j+k 9. v=itj-k
10. v=—i+j+k 1. v=i—-j—k 12. v=—i+j—k
13. v=—i—j+k 4. v=—~i—j—k 15. v=2Zi+5§—-7k
16. v=-3i—3j+8k 17. v=-2i—-3j—4k

18. Los tres angulos directores de cierto vector unitario son los mismos y estan entre
0y w/2. ;Cuél es el vector?

19. Encuentre un vector de magnitud 12 que tenga la misma direccion que el vector
del Problema 18.

20. Muestre que no existe ningin vector unitario cuyos angulos directores sean /6,
w/3y w/4.

21. Sean P = (2, 1,4)y Q = (3, -2, 8). Encuentre un vector unitario en la direccion P—(_j

22. Sean P = (-3, 1,y Q = (8, 1, 7). Encuentre un vector unitario cuya direccién
sea la opuesta a la de PO.

23. En el Problema 22 encuentre todos los puntos R tales que PR1PG.

%24, Muestre que el conjunto de puntos que satisfacen la condicion del Problema 23y

la condicion |PR| = 1 forman un circulo.

25. Siuy vestan en R®, muestre que |u + vl < Ju] + |v].

26. ;En qué circunstancias la desigualdad del Problema 25 se puede sustituir por una
igualdad?

En los Problemas 27 al 38 sean u = 2j — 3j +4k, v =-2i—3j + 5k, w =
i=7)+ 3kyt=3i + 4j + 5k.

27. Calcule w+v.
29. Calcule t+3w—v.
31. Calcule 2v+7t—w.

28. Calcule 2u—3v.
30. Calcule 2u—7w+5v.
32. Calcule u-v.

I
’
f
I

Figura 3.28

3.4 = El producto vectorial (o cruz) de dos vectores

33. Calcule |w].
35. Calcule el angulo entre u y w.
37. Calcule proy,v.

34. Calculeu - w—w - t.
36. Calcule el 4ngulo entre t y w.
38. Calcule proy,w.
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39. Demuestre el Teorema 1. [Sugerencia: Usar el teorema de Pitagoras dos veces en
la Figura 3.28.]

P(xi, y1, 21) S(xy, v,
— SO0 %2

40. Demuestre el Teorema 2. 41. Demuestre el Teorema 3.

42. Demuestre el Teorema 4.

3.4

Definicion 1

El producto vectorial (o cruz) de
dos vectores

Hasta aqui el tinico producto de vectores que hemos considerado es el produc-
to escalar o producto punto. Definimos ahora un nuevo producto llamado
producto vectorial (o producto cruz)* que s6lo esta definido en R,

Producto vectorial. Seaw = a\i + b,j + ckyv = a,i + b,j + ck. Entonces
el producto cruz (o vectorial) de uy v, denotado u x v, €S un nuevo vector
definido por N

uxv={(bic,— ¢ by)i+(c;a,— a;6)j+(ab, —byay)k (1

Observe que el resultado del producto cruz es un vector, mientras el resultado
del producto escalar es un escalar.

Pareceria que el producto cruz ha sido definido de una manera un tanto ar-
bitraria. Existen obviamente varias maneras de definir un producto vectorial.
¢Por queé se escogi6 esta definicion? Responderemos a esta pregunta en esta
seccion demostrando algunas de las propiedades del producto cruz e ilustrando
algunos de sus usos.

Ejemplo 1

Seau=i—j+2kyv=2i+3j—4k. Calcule w=uxv.

* Nota histdrica: El producto cruz fue definido por Hamilton en uno de los articulos en que dis-
cutia los cuaterniones, publicados en Philosophical Magazine entre los afios 1844 y 1850.
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Solucién Usanao la formula (1),
w=[=DEH -0+ [(2)2) - (D=4 +[(1)(3) - (—1)(_2)}k
=—2i+8j+ 5k

Nota. En este ejemplou - w = (i —§ +2k) (=21 + 8 + 5k) = 2 —8 +
10 = 0. Anédlogamente v - w = 0. Esto €s, u X v es ortogonal tanto a u como

av. Como veremos en breve, el producto cruz de u y v siempre es ortogonal
auyav.

Antes de continuar nuestra discusién de los usos del producto cruz observe-
mos que hay una forma facil de calcular u X v con el uso de determinantes.

Teorema 1
i § k |=*
uxv=|a, b, ¢
a; b, ¢,
Demostracion i ik
a; by ¢ =iil €1 --ja1 IS b,
a, by, ¢ 2 C2 a, € a, b,

= (b1cz‘clb2)i+(cla2 —a;63)j+(ab,— biay)k

lo que es igual a ux v de acuerdo a la Definicién 1. B

Ejemplo 2 Calcule ux v, donde u=2i+4j—-5ky v= —3i-2j+k.

i § ok
Solucion uxXv=| 2 4 =5 =(4-10)i-(2-15)j+(-4+12)k
-3 -2 1

=—6i+13§+8k

El siguiente teorema resume algunas de las propiedades del producto cruz. Su
demostracion se deja como ejercicio (vea Problemas del 32 al 35).

Teorema 2 Sean u, v y w vectores en R? y sea o un escalar. Entonces:
i ux0=0xu=0.
ii. uXv=—(vXu) (propiedad anticonmutativa del producto vectorial).

* Este no es realmente un determinante pues i, j y k no son nimeros. Sin embargo, usando nota-
cion de determinantes, el Teorema 1 nos ayuda a recordar cémo se calcula un producto cruz.

Teorema 3

Demostracion

Figura 3.29
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ifi. (cw)xXv=a@xv).
v, u x (v +w) = (u x v) + (u x w) (propiedad distributiva del producto vec-

torial).

v. (@xXv) w=u-(vXw. (Esto es llamado el triple producto escalar de u, v,
y W)

vi. w- (uXv)=v-(uxv)=0. (Estoes, uxv es ortogonal tanto a u como
av.)

vii. Siuy v son paralelos entonces ux v=0.

La parte (vi) es la mas comunmente usada de este teorema. La reformulare-
mos a continuacién:

El producto cruz u X v es ortogonal a u y v.

Sabemos que u X v es un vector ortogonal tanto a u como a v. El siguiente re-
sultado nos da su magnitud.

Si ¢ es el Angulo entre u y v, entonces

|ux v =|ul|v|sen ¢ (2)

Es facil mostrar (comparando componentes) que jux v =[uf|v]> —(u - v)?
(Problema 31). Entonces, como (u-v)*= [ul’|v? cos?¢ (del Teorema 3.3.2),

o % v]? = |u*|v> — u*[v]* cos® ¢ = [u’lv* (1—cos? 6)
= [|v]* sen® ¢

y el teorema queda demostrado tomando la raiz cuadrada de ambos lados.
]

Existe una interpretacion geométrica interesante del Teorema 3. Los vecto-
resuy v estan dibujados en la Figura 3.29 y se los puede imaginar como los dos
lados adyacentes de un paralelogramo. Entonces, de la geometria elemental,
Vemos que
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Area del paralelogramo = |u| || sen ¢ =luxv (3) |

Ejemplo 3  Encuentre el area del paralelogramo con vértices consecutivos en P=(1, 3, —2),
0=@2,1,49yR=(-3,1,6).

R(-3,1, 6)
A

Figura 3.30

* P(1,3, -2)

Solucién  El paralelogramo est4 dibujado en la Figura 3.30. Tenemos

Area =|POx QR| = |(i—2j+ 6k) X (— 5i+ 2K)|
i § k
=1 1 =2 6|=|-4i—32j—10k|=+1140 unidades cuadradas
-5 0 2

Interpretacion Podemos usar la discusién anterior para dar una interpretacién geométrica
geométrica de del determinante. Sea 4 una matriz de 2 x 2 y sean u y v dos vectores con dos
determinantes

9x 92 Seanu = (31> yv = (Z’) Estos vectores estan dados en la Figura 3.31. El
2 2

drea generada por u y v se define como el 4rea del paralelogramo dado en la
figura. Podemos considerar a u y v como vectores de R? en el plano xy.

Figura 3.31

U, Uy

Entonces u={ u, |, v= U, | ¥ por tanto
0 0
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i § k
drea generada poruy v =jaxvl =|u;, u, 0
v, v, O

= |(uyv,— uv, k| = |“1vz — U0y |*

Ay a4y , ,
,u' = Auyv = Av. Entonces

Ahora sean A = (az, .
u = (011u1+012u2) v = (allvl+a1202).
Az Uyt anU, A3101+ A30;
¢Cudl es el drea generada por u’ y v'? Siguiendo los pasos anteriores,
i i k
Area generada por W' y V' =|w'XV|= | a,u; +aau, Aoty + asit, O
1101t 0120, G0+ dxnv, O

=|(ayu, + AU 02101+ A2 05) —(an1 Uy + A2U) (@101 + a1o0,)]
Por algebra elemental podemos verificar que la ultima expresién es igual a
[(@11a25 — @1251) (U0, — uyv,)| = £det A (4rea generada por uy v)

Asi (en este contexto): El determinante tiene el efecto de multiplicar el drea. En
el Problema 41 se pide mostrar que, en cierto sentido, un determinante de 3 X 3
tiene el efecto de multiplicar el volumen.

Problemas 3.4

En los Problemas del 1 al 20 determine el producto cruz u X v.

1. u=i-2j;, v=3k 2. u=3i—-7§ v=i+k
J.a=i—-j; v=j+k 4. u=-Tk; v=§+2k

S. u=-2i+3f; v=7i+4k 6. w=aqi+bj; v=ci+dj

7. u=ai+bk; v=ci+dk 8. u=aj+bk; v=ci+dk

9. u=2i-3j+k; v=i+2j+k 10. u=3i—4j+2k; v=6i—3j+ 5k
1. u=-3i—-2j+k; v=6i+4§j—2k 12. u=i+7j-3k; v=—i—7j+3k
13. u=i-7j-3k; v=—i+7j—-3k 14. u=2i—3j+5k; v=3i—j—k
15. u=10i+7§—3k; v=—-3i+4§— 3k 16. u=2i+4j—-6k; v=—i—j+3k
17. u=2i—j+k; v=4i+2j+2k 18. u=3i—-j+8k; v=i+j—4k

19. w=ai+aj+ak; v=>bi+bj+bk 20. w=ai+bj+ck; v=ai+bj—ck

21. Halle dos vectores unitarios ortogonales au = 2i — 3jyav = 4j + 3k.
22. Encuentre dos vectores unitarios ortogonalesau = i + j+kyav=1i—-j—k

23. Utilice el producto cruz para encontrar el seno del angulo ¢ entre los vectores u =
2 + j-kyv = -3i-2j + 4k.
24. Utilice el producto escalar para calcular el coseno del angulo ¢ entre los vectores

del Problema 23. Luego muestre que para los valores calculados se cumple senp +
cos’p = 1,

] ] ) u, v
* Notemos que éste es el valor absoluto de det ( ! ‘).
U, U,
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En los Problemas del 25 al 30 encuentre el drea del paralelogramo con los vérti-

ces adyacentes dados.

25. (1,-2,3); (2,0, 1); (0,4, 0) 26. (=2,1,1); (2,2,3); (-1,-2,4)

27. (=2,1,0); (1,4,2); (=3, 1,5) 28. (7,-2,-3); (=4, 1,6); (5,-2,3)
29. (a,0,0); (0,5, 0); (0,0, c) 30. (a, b,0); (a, 0, b); (0, a, b)
31. Muestre que |u x v|? = [ulP[v[?> = (u - v)2 [Sugerencia: Desarrolle en términos

de sus componentes. |

32. Use las Propiedades 1,4, 2y 3 (en ese orden) en la Seccién 2.2 para comprobar
las partes (i), (ii); (iii) y (iv) del Teorema 2.

33. Pruebe el Teorema 2(v) escribiendo en forma completa los componentes de cada
lado de la igualdad.

34. Demuestre el Teorema 2(vi). [Sugerencia: Utilice las partes (if) y (v) y el hecho

de que el producto escalar es conmutativo para mostrar que u - (uXv)=—-n-
(u x v).]
35. Demuestre el Teorema 2(vii). [Sugerencia: Use el Teorema 3.33 y la Propiedad 6.]
a, by ¢
u-(vyXw= |a, b, ¢,
as b; ¢

# 37. Seanwu, vy w tres vectores que no estan en el mismo plano. Tales vectores forman

los lados de un paralelepipedo en el espacio (Figura 3.32). Demuestre que el volu-
men del paralelepipedo esta dado por V = [ (@ X v) - w|.* [Sugerencia: El 4rea
de la base es |u x v].]

38. Calcule el volumen del paralelepipedo determinado por los vectores u = 2i —-j +
k,v:3i+23—2kyw:3i+2j. :

39. Calcule el volumen del paralelepipedo determinado por los vectores j — §, 31+ 2k,
-7j + 3k.

40. Calcule el volumen del paralelepipedo determinado por los vectores PO, PR y ﬁi
donde P = (2, 1, ~1), Q = (-3, L4, R=(1,02yS8 = (-3, —I, 3).

*%* 41. El volumen generado por tres vectores u, vy w de R* se define como el volumen

del paralelepipedo cuyos lados son u, vy w (Figura 3.32). Sea 4 una matriz de 3 x
3ysean u; = Au, v, = Ay y w; = Aw. Muestre que:

Volumen generado por Uy, Vi Y w,

= (+ det A)(volumen generado por u, v y W)

* Esto significa que el volumen del paralelogramo est4 dado por

a, by ¢
= | det (a1 b, cz)
as by ¢y
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Esto muestra que al igual que el determinante de una matriz de 2 x 2 multiplica
el drea, el determinante de una matriz de 3 x 3 multiplica el volumen.

2 3 1 2 1 -1
42. Sean Ar(él -1 5), u=(~1), V=(0) yw= ( 3)-
1 0 6 0 4 2

. Calcule el volumen generado por u, vy w.

. Calcule el volumen generado por Au, Avy Aw.

. Calcule el determinante de 4.

. Muestre que [volumen en la parte (b)] = (zdet 4) x [volumen en la parte (@)].

ae o

43. El triple producto cruz (o vectorial) de tres vectores en R se define como u X
(v X w). Demuestre que
ux (vxw =@ wy— (uv)w

3.5

Figura 3.33

Rectas y planos en el espacio

En el plano R* podemos encontrar la ecuacion de una recta dados dos puntos
de la recta o un punto y la pendiente de la recta. En R?, nuestra intuicién nos
dice que las ideas basicas son las mismas. Como dos puntos determinan una
recta deberiamos ser capaces de calcular la ecuacién de una recta en el espa-
cio si conocemos dos puntos en ella. De otra forma si conocemos un puntoyla
direccion de la recta debemos también ser capaces de encontrar su ecuacion.

Empezamos con dos puntos P=(x,, y,, z,) y Q= (x,, )’_zi__zz) en una recta L.
Un vector paralelo a L es un vector con representante PQ. Por tanto,

v:(xz“xl)i+(Y2“Y1)j+(22"Z1)k (H

es un vector paralelo a L. Ahora, sea R =(x, y, z) otro punto en la recta. En-
tonces PR es paralelo a PQ, que a su vez es paralelo a v y asi, por el Teorema
3.3.3

PR=1tv 2

para algin nimero real ¢. De la Figura 3.33 tenemos (en cada uno de los tres
casos posibles)

OR=0P+PR (3)
z 0 z R z 0
P Q R
R P P
0 Y 0 i’ 0 ’
X x X
(a) (b) (c)
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Ecuacion vectorial
de una recta

Ecuaciones
paramétricas de
una recta

Ecuaciones
simétricas ce
una recta

Ejemplo 1

Solucion

Y, combinando (2) y (3) obtenemos

PR=0OR-0P=1tv
0 bien

OR= OP+tv 4)

La Ecuacién (4) se denomina ecuacion vectorial de la recta L. Si R estd en L,
entonces (4) es satisfecha para algin namero real ¢. Inversamente, si (4) es sa-
tisfecha, entonces, regresando sobre nuestros pasos, vemos que PR es paralela
a v, lo que significa que R estd en L.

Si desarrollamos en componentes la Ecuacion (4) obtenemos

xi+ yj + zk = xd+ yj+ zk + t(x, - xi + t(y, — y))j + iz, - z)k

X =x;+t{x,—x,)
y :Y1+t(}’2")’1) 5)

z2=2z1+t(z,—2z))

-_— ]

Las Ecuaciones (5) se conocen como las ecuaciones paramétricas de una recta.
Finalmente, despejando ¢ en (5) y definiendo x, — x, = g, Y=y =by
<2 7 Z; = ¢, encontramos que

o bien

Las Ecuaciones (6) se conocen como las ecuaciones simétricas de la recta. Aqui
a, by cson los nimeros directores del vector v. Desde luego, las Ecuaciones 6)
son validas solo si a, b y ¢ son distintas de cero.

Encuentre una ecuacién vectorial, las ecuaciones paramétricas y las ecuaciones
simétricas de la recta [, Que pasa por los puntos P=(2, —1, 6) yO=@,1, -2).

Primero calculamos: v = B3-2)i+[1- Dh+(-2-6k=i+ 2j—8k. Enton-
ces, de (4)si R = (X, y,z) estden la linea, obtenemos OR = xi + Vi + zk =
OP+tv=2i~j+6k+t(i+2j—8k) 0

X=240 y=—142t  r=6-g
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Finalmente, como a=1,b=2y c¢= —8, encontramos las ecuaciones simétricas
x—2 y+1 z-6
1 2 -8

Para verificar esto veamos que (2, =1, 6) y (3, 1, —2) estan realmente en la
recta. Tenemos [después de sustituir estos puntos en Nl

2-2_-1+1_6-6_

)

0
1 2 -8
3—2_1+1_—2—6_1
1 2 -3

Se pueden encontrar otros puntos de la recta. Si f= 3, por ejemplo, obtenemos

_x—=2 y+1 z-6
1 2 T =8
que nos da el punto (5, 5, —18).

3

Ejemplo 2

Solucién

Encuentre las ecuaciones simétricas de la recta que pasa por el punto (1, —2, 4)
y es paralela al vector v=i+j—k.

Usamos la férmula (6) con P = (x1, Y, 2))=(, 2,4 yv como antes, de

formaquea = 1,b = 1yc = —1. Esto da
x—1 y+2 z-4
1 1 -1

¢ Qué sucede si es cero uno de los nimeros directores a, boc?

Ejemplo 3

Solucion

Encuentre las ecuaciones simétricas de la recta que contiene a los puntos

Aqui v=—35i+Tkya=~5, b=0 y ¢=7. Entonces una representacion para-
métricadelalineaesx = 3~ 5¢, y = 4 yz = =1 + 7¢. Despejando ¢, encon-
tramos que

x—3 z+1

—_—=— y =4

-5 7 Y

La ecuacidn y=4 es la ecuacion de un plano paralelo al plano xz y asi hemos
obtenido una ecuacién de una recta en ese plano.

Ejemplo 4

Encuentre las ecuaciones simétricas de la recta (en el plano xy) que pasa por los
puntos (x,, y;, 0) y (x,, »,, 0), donde x, # x,.
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En este caso, v = =X + (», — )i v obtenemos
X — xl
X2 ™ Xy

Podemos escribir esto como

y_'Yr':(

¥ N 2=0
Y=y

Y2— Y1

Xy =X

)(x—xl)

Aqui (¥, = y)/(x, - X,) = m, la pendiente de la recta. Cuando x =0,y =
Y= = y)/(x, —x)]x, = b, la interseccion de la recta con el eje y. Esto
€s, ¥ = mx + b, que es la forma simplificada de una recta en el plano xy. Asi
vemos que las ecuaciones simétricas de una recta en el espacio realmente son
una generalizacién de la ecuacién de una recta en el plano.

¢ Queé sucede si dos de los nimeros directores son cero?

Ejemplo 5

Solucién

Encuentre las ecuaciones simétricas de la recta que pasa por los puntos P=
(29 3) ~2) y Q = (2’ —'ls —'2)

Aqui v= —4j, de manera que a=0,b=—4yc=0. Una representacion para-
métrica de la recta es, por la Ecuacion (5), x=2, y=3-4f, z= —2. Sabemos
que x =2 es la ecuacién de un plano paralelo al plano Yz mientras que z= — 2 es
la ecuacion de un plano paralelo al plano xy. Su interseccion es la linea x=2,
zZ= —2, que es paralela al eje y. De hecho, la ecuacion y=23—4t dice, esencial-
mente, que y puede tomar cualquier valor (mientras x y z permanecen fijas).

Advertencia. Las ecuaciones paramétricas o simétricas de una recta 7o son uni-
cas. Para ver esto basta eémpezar con otros dos puntos de la recta.

Ejemplo 6

En el Ejemplo 1 la recta contenia al punto (5, 5, —18). Escojamos ahora
P=1(,5-18yQ = (3, 1, =2). Encontramos quev = —2i —4j + 16k, asi
quex =5-2fy=5—-4tyz=—18 + 16/ (Notemos que si ¢ & 3, enton-
ces (x, ¥, z) = (2, ~1, 6).) Las ecuaciones simétricas ahora son

X—5 y-5 z+18
-2 -4 16

La ecuacion de una recta en el espacio se obtiene especificando un punto en
la recta y un vector paralelo a esta recta. Podemos deducir Ia ecuacion de un
plano en el espacio especificando un punto en el plano y un vector ortogonal a
cada vector del plano. Este vector ortogonal se conoce como vector normal y
se denota por n (Figura 3.34),

Figura 3.34

Definicion 1

Notacién
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y
P(xo, Yo, Z0)

Plano. Sea P un punto en el espacio y sea n un vector dado distinto de cero.

Entonces el conjunto de todos los puntos Q para los cuales PG+ n = 0 for-
man un plano en R

Usualmente denotamos un plano por 7. .
Sea P=(x,, ¥, z,) un punto fijo en un plano con vector normal n=gai+
bj+ck. Si O=(x, y, ) es cualquier otro punto en el plano entonces PQ=
(x = x)i + (¥ = y)j + (2~ zo)k. Como PO L m, tenemos que PO - n =
0. Pero esto implica que
a(x—=xo)+b(y —yo)+c(z—25)=0 (8)

Una forma mas comun de escribir la ecuacion de un plano se deriva facilmente
de (8):

ax+by+tcz=d ©)

en donde .
d=ax,+by,+czo=0OP-n

Ejemplo 7

Solucion

! Figura 3.35

Encuentre el plano 7 que pasa por el punto (2, 5, 1) y tiene por vector normal
alm =1i—2j + 3k.

De (8) obtenemos inmediatamente (x —2)—2(y —5)+3(z—=1)=0 o bien
xX—=2y+3z=-5 (10)

Este plano estd representado en la Figura 3.35.
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Observacion.  El plano se dibuja facilmente haciendo x = Y = 0en la Ecuacion .

(10) para obtener ©0,0,-3);x =z = 0 para obtener (0, 5,0,y =2z=0 para
obtener (=5, 0, 0). Estos tres puntos estdn en el plano. ‘

Los tres planos coordenados 8€ representan como sigue:

i. El plano xy pasa por el origen (0, 0, 0) y cualquier vector en el eje z es
normal a él. De tales vectores el mas simple es k. Asi, de (8), obtenemos
0(x—0)+0(y —0)+ 1(z~0)=0, lo que nos lleva a

z=0 (11

como la ecuacidén del plano xy. (Este resultado no deberfa ser muy
sorprendente.)

ii. Elplano xz tiene la ecuacion

y=0 (12)
5i. El plano yz tiene la ecuacion
x=0 (13)

Tres puntos no colineales determinan un plano pues ellos determinan dos
vectores no paralelos que se intersecan en un punto (Figura 3.36).

z

Figura 3.36 ¢

Ejemplo 8 Encuentre la ecuacion del plano que pasa por los puntos P = (1,2, 1), 0 =
(2,3, -y R = (1,0, 4).

Solucion  Los vectores PO = -3i+ji—-2k yOR = 3i—3j+ 5k estan en el plano y por tan-
to son ortogonales al vector normal, de donde

i § k
n=POXQR=|-3 1 —2|=-it0j+6k
3 -3 5

y obtenemos
o —(x~-1)+9(y —-2)+6(z—1)=0

0 —x+9y+6z =23

Figura 3.37

3.5 ¢ Rectasy planos en el espacio 1 71

Notemos que si escogemos otro punto, digamos O, obtenemos la ecuacion
~(x+2)+ 9%y—3)+6(z+ 1) =0,quesereducea—x + 9y + 6z = 23.
El plano se dibuja en la Figura 3.37.

z

(—23,0,0

©,0, D 4

©,%,0

Definicion 2

Planos paralelos. Dos planos son paralelos* si sus vectores normales son para-
lelos; esto es, si el producto cruz de sus vectores normales es cero.
Dos planos paralelos se dibujan en la Figura 3.38.

z

Figura 3.38
Ejemplo 9 Los planos 7,: 2x + 3y —z = 3y 7,0 —4x — 6y + 2z = 8 son paralelos pues
mo=2i+3j-k,m=—-4i-6j + 2k = —2n,(yn, X n, = 0).
Si dos planos no son paralelos entonces se intersecan en una linea recta.
Ejemple 10 Encuentre todos los puntos de interseccion de los planos 2x —y — z = 3 y
xX+2y+3z=17.
Solucién  Cuando los planos se intersecan tenemos x + 2y + 3z = 7y 2x — y—z=73.

Resolviendo este sistema de dos ecuaciones en tres incognitas por reduccidon
por rengldn obtenemos, sucesivamente,

(1 2 3l7) AL (1 2 3|7>
2 -1 -113 0 -5 -71-11

M,(-p <1 23
o N0 1 %

7\ a,-» (1 0 32
%) 01 E3

* Notemos que dos planos paralelos podrian ser coincidentes. Por ejemplo, los planos x + y +
=1y 2x+2y+2z=2 son coincidentes (el mismo).

(SIS VTN
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I 11 . .
Asiy = 5 = ($)zy x = 22— (1)z. Finalmente, haciendo z = ¢, obtenemos

la representacion paramétrica de la recta de interseccidn: x = B-1lsy = u.
5 :
styz =1 .

Problemas 3.5

En los Problemas del 1 al 14 encuentre una ecuacion vectorial, las ecuaciones
paramétricas y las ecuaciones simétricas de la recta indicada.

NGO NN B b

Pt et emd da pmd et
DR W N e D

16.

17.

. Que contenga a los puntos (2, 1, 3) y(l,2, -1

. Que contenga a los puntos (1, —1, Dy(—=1,1, =1

- Que contenga a los puntos (—~4, 1, Ny (—4,0,1

- Que contenga a los puntos (2, 3, —4) y (2, 0, — 4)

- Que contenga a los puntos (1, 2, 3) y 3,2, 1

. Que contenga a los puntos (7, 1, Hyv(-1, =2,3)

- Que contenga al punto (2, 2, 1) y paralela a 2i—j—k

- Que contenga al punto (—1, —6, 2) y paralela a 4i+j—3k

. Que contenga al punto (=1, =2, 5) y paralela a —3j+ 7k

- Que contenga al punto (-2, 3, —2) y paralela a 4k

. Que contenga al punto (a, b, ¢) y paralela a di + e€j

- Que contenga al punto (a, b, ¢) y paralela a d k

--Que contenga al punto (4, 1, —6) y paralela a (x —2)/3 =(y + 1)/6 =(z —5)/2 -
- Que contenga al punto (3, 1, —2) y paralela a (x +1)/3 = (y +3)/2 = (z - 2)/(—4)
. Sea L, dada por

X—X Y=Y z—z4

y L, dada por

Muestre que L, es ortogonal a L, si y s610 si aay+ byby+ 0y =0,
Demuestre que las rectas H
x=3 y+1 z-2 x—3 +1 -
Ly ——=2= v L =222.273
2 4 ~1 5 -2 2
son ortogonales.
Demuestre que las rectas

L;:

1" 2 "3 vV Leoms

x—léy+3_z+3 x—=3 y-1 z-8
6

son paralelas.

Las rectas en R* que no tienen la misma direccion no necesariamente tienen
un punto en comun.

i8.

19.

Muestre que las rectas Lix=14+1ty=-34+227=-2- tyLyx =17 +
35, = 4 + 5,z = —8 — s tienen en comiin al punto (2, —1, —3).

Pruebe que las rectas L,: x = 2 — ¢, y=1l+tz=-2tylyx=1+sy=
-2s5,z = 3 4+ 25 no tienen ninglin punto en comun.
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20. Sea L dada en su forma vectorial OR = OP + fv. Encuentre un nimero / tal que

OR sea perpendicular a v.
21. Utilice el resultado del Problema 20 para encontrar la distancia de la recta L (que
contiene a Py es paralela a v) al origen cuando:
a. P=(2,1,-4);, v=i+j+k
b. P=(1,2,-3); v=3i—j—k
¢. P=(—1,4,2); v=—i+j+2k

En los Problemas del 22 al 25 encuentre una recta L ortogonal a las dos rectas
dadas y que pase a través del punto dado.

x+2 y—-1 z x-3 y+2 z-8

. = - ;(1,-3,2

e =T )
- + + -5 z+3

23 X2 ¥H3 2L XA YOI 2T3 4 g3
-4 -7 3’ 3 -4 =2

24, x=3-2t; y=4+3t; z=~T+5t; x=—-2+4s, y=3-2s, 2=3+s,(-2,3,4)
25, x=4+10t, y=—4-8t, z2=3+T7t; x=-2t, y=1+4t, z=-7-3t; (4,6,0)
# 26. Calcule la distancia entre las rectas
x—2 y—=5 z-1 x=4 y=5 z+2
. =l = L. = =
Lo ===7%="¢ ¥ b ==~
[Sugerencia: La distancia se mide a lo largo de un vector v que es perpendicular
tanto a L, como a L,. Sean P un punto en L, y Q un punto en L,. Entonces la
magnitud de la proyeccién de PQ en v es la distancia entre las rectas medida a lo
largo de un vector perpendicular a ambas.]

% 27. Encuentre la distancia entre las rectas

L, Xr2oy-7 zo2 0 xol y2 zHd

3 -4 4 G

En los Problemas del 28 al 41 encuentre las ecuaciones del plano.

28. P=(0,0,0); n=i 29. P=(0,0,0); m=j

30. P=(0,0,0); n=k 31. P=(1,2,3); m=i+j

32. P=(1,2,3); m=i+k 33. P=(1,2,3); n=j+k

34. P=(2,-1,6); m=3i—j+2k 35. P=(—4,-7,5); n=—-3i—-4j+k
36. P=(-3,11,2); n=4i+j—Tk 37. P=(3,-2,5); n=2i—7i—8k

38. Que contenga a los puntos (1, 2, —4), 2,3, vy 4, —1, 3)
39. Que contenga a los puntos (=7, 1,0), 2, —1,3) y &, 1, 6
40. Que contenga a los puntos (1, 0, 0), (0, 1, 0) y (0, 0, 1)

41. Que contenga a los puntos (2, 3, —=2), 4, =1, =)y (3, 1,2)

Dos planos son ortogonales si sus vectores normales lo son también. En los
Problemas del 42 al 46 diga si los planos dados son paralelos, ortogonales, coin-
cidentes (esto es, el mismo) o si no se cumple ninguno de estos casos.

42, w1 x+y+z=2; m, 2x+2y+2z=4

43. mwy: x—y+z=3; m; -3x+3y-3z=-9
44, w2 2x—y+z=3;m; x+y—z=7

45. my: 2x—y+z=3; m: x+y+z=3

46. 0 3x-2y+7z=4; my: —2x+4y+2z=16
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En los Problemas del 47 al 49 encuentre la ecuacion del conjunto de todos los
puntos de interseccion de los dos planos.

47. 70 x—y+z=2; m,: 2x-3y+4z=7

48. m: 3x—y+4z=3;m,: —-4x—-2y+T7z=8§

* 49, 72 2x—y+17z=4; 7, 2x—-y—z=-7

Figura 3.39

50. Sea w un plano, P un punto del mismo, # un vector normal al plano y Q un punto
fuera del plano (ver la Figura 3.39). Demuestre que la distancia (perpendicular) D
de Q al plano estd dada por la férmula

|PQ n|

D =|proy, PQ| = ol

9
P2
%4
Proyy PO i Vo

En los Problemas del 51 al 53 encontrar la distancia del punto dado del plano
dado.

§1. (4,0,1);2x —y+8z=3
53.(=3,0,2); —=3x+y+52=0

54. Demuestre que la distancia entre el plano ax + by + cz = d'y el punto (X, Yo, Z)
esta dada por

52. (=7, —2, —1); —2x + 8z = —5

D= laxo+byo+czo—d|
var+bi+c?

El angulo entre dos planos se define como el dngulo agudo* entre sus vectores
normales. En los Problemas del 55 al 57 halle el valor del dngulo entre los dos
planos.

55. Los planos del Problema 47.
56. Los planos del Problema 48.
57. Los planos del Problema 49.

* 58. Sean uy v dos vectores distintos de cero, no paralelos, en un plano 7. Muestre que

au + fv. Esta se conoce como la representacion paramétrica del plano #. [Suge-
rencia: Dibuje un paralelogramo en el cual ou y 8v formen los lados adyacentes
y el vector diagonal sea w.]

si w es otro vector cualquiera en 7 entonces existen escalares o y 3 tales que w =

* 59. Se dice que tres vectores u, v y w son coplanares si 1os tres estan en el mismo plano

«. Muestre que si u, vy w pasan por el origen entonces son coplanares si y sélo
si el triple producto escalar u - (v X w) es cero.

* Recuerde que un angulo agudo « es un angulo entre 0° y 90°, esto es, a € [0, 7/2).
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En los Problemas del 60 al 64 diga si los tres vectores de posicion dados festo
es, con uno de sus puntos finales en el origen) son coplanares. Si son coplana-
res encuentre la ecuacion del plano que los contiene.

60. uw=2i—3j+4k; v="7Ti—2j+3k; w=9i—5j+7k
61. u=—3i+j+8k; v=—2i—3j+5k; w=2i+14j—4k
62. u=2i+j—2k; v=2i—j—2k; w=2i—j+2k

63. u=3i—2j+k; v=i+j—5k; w=—i+5§—16k

64. u=2i—j—k; v=4i+3j+2k; w=6i+7j+5k

Ejercicios de repaso ¢ Capitulo 3

En los Ejercicios del 1 al 6 encuentre la magnitud y la direccién del vector dado.

1. v=(3,3) 2. v=-3i+3j 3. v=(2,-2V3)
4. v=(3,1) 5, v=—12i—12j 6. v=i+4j

En los Ejercicios del 7 al 10 escriba el vector representado por 15@ en la forma
ai + bj. Dibuje PQ y v.
7. P=(2,3); Q=(4,5) 8. P=(1,-2); Q=(7,12)
9, P=(—1,-6); Q=(3,-4) 10. P=(-1,3); Q=(, -1
11. Seanu = (2, 1) y v = (=3, 4). Determine: (a) 5u; ®) u—v; (¢) —8u + Sv.
12. Seanu = —4i + jy v = —3i — 4j. Determine: (a) —3v; (b)) u + v; () 3u — 6v.

En los Ejercicios del 13 al 19 encuentre un vector unitario que tenga la misma
direccion que el vector dado.

13. v=i+j 14. v=—i+j 15. v=2i+5j

16. v=—7Ti+3j 17. v=3i+4j 18. v=-2i—2j

19. v=qi—aj

20. Si v=4i—7j, encuentre sen § y cos 6, donde 8 es la direccion de v.

21. Encuentre un vector unitario con direccion opuesta a la de v=5i+2j.

22. Encuentre dos vectores unitarios ortogonales a v=i—]. .
23. Encuentre un vector unitario con direccién opuesta a la de v= 10i—7j.

En los Ejercicios del 24 al 27 encuentre un vector v con la direccion y magnitud
dadas.
v|=2; 0=7/3 25. vl=1; 6 =m/2

|=4; 0=m 27. |v{=7; 0=5u/6

En los Ejercicios del 28 al 31 calcule el producto escalar de los dos vectores
y el coseno del dngulo entre ellos.

29, u=—4i; v=11j
31, u=—i—2j; v=4i+5j

28. u=i—j; v=i+2j
30. u=4i—7j; v=5i+6§

En los Ejercicios del 32 al 37 diga si los vectores dados son ortogonales, parale-
los o ninguna de las dos cosas. Luego dibuje cada par.

32. u= 2i—6§; v=—i+3j 33, u= 4i-5j; v=5i-4

34, u= 4i—5j; v=-5i+4j 35, u=-7i—7j; v= i+ }
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36. u=-7i—7§; v=—i+ j 37 u=-T7i~7j; v=—i— j
38. Sean u=2i+3jy v=4i+aj. Encuentre « tal que

a. u y v sean ortogonales.

b. u y v sean paralelos.

¢. El angulo entre u y v sea w/4.

d. El angulo entre u y v sea #/6.

En los Ejercicios del 39 al 44 calcule proy.u.

39. u=14i; v=i+j 40. u=14i, v=i—j
41. u=3i-2j; v=3i+2j 42, w=3i+2j; v=i—3j
43. u=2i-5§; v=—3i-7j 4. u=4i-5j; v=-3i—j

45. SeanP = (3,-2),Q = 4,7),R = (-1,3)yS = (2, —1). Calcule Proygg RS v proy
& PO.

En los Ejercicios del 46 al 48 encuentre la distancia entre los dos puntos dados.

46. (4,-1,7); (-5,1,3) 47. (-2,4,-8); (0,0, 6)
48. (2,-7,0); (0, 5, —8)

En los Ejercicios del 49 al 51 encuentre la magnitud y los cosenos directores
del vector dado.

49. v=3j+11k 50. v=i-2j-3k

51. v=—4i+j+6k

52. Encuentre un vector unitario en la direccién de PO, donde P = 3, -1,2)y0 =
(_—4; 15 7)‘

53. Encuentre un vector unitario cuya direccién sea la opuesta a la de PO, donde P =
1, -3,0y0 =(~7,1, —4).

En los Ejercicios del 54 al 61 seanu = i — 2§ + 3k, v="-3+ 2+ 5ky
w = 2i — 4j + k. Calcute:

54. u—v 55. 3v+ 5w 56. iproy,,w
57. proj, u 58. 2u—4v+7w 59. urw—w-v
60. El angulo entre uyv 61. El angulo entre vy w

En los Ejercicios del 62 al 65 encuentre el producto cruz uw X v.

62. u=3i—§; v=2i+4k 63. u=7j; v=i-k

64. u=4i—j+7k; v=—Ti+{-2k 65. w=-2i+3j—<k; v=-3i+j— 10k

66. Encuentre dos vectores unitarios ortogonales tanto a w=i—j+3k como a
v=—2i—3j+4k.

67. Calcule el area del paralelogramo con vértices adyacentes (1,4, =2),(-3,1,6) y
(1, =2, 3).

En los Ejercicios del 68 al 71 encuentre una ecuacion vectorial, las ecuaciones
paramétricas y las ecuaciones simétricas de la recta dada.

68. Que contenga a los puntos (3, —1,4) y (1, 6, 2)
69. Que contenga a los puntos (-4, 1,0 y (3,0, 7)
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70. Que contenga al punto (3, 1, 2) y sea paralela a 3i — j — k.

71. Que contenga al punto (1, =2, —3) y sea paralela a (x + 1)/5 = (y — 2)/(-3) =
(z — 4)/2.

72. Muestre que lasrectas L: x = 3 -2, y =4+ t,z2 = -2+ TtyLyx = -3 +
s,y = 2—4s,z =1 + 6s no tienen puntos de interseccion.

73. Encuentre la distancia del origen a la recta que pasa por el punto (3, 1, 5) y tiene
la direccidn del vector v = 2i —j + k.

74. Encuentre la ecuacién de la recta que pasa por (—1, 2, 4) y es ortogonal a L:
(x—1/4d = (y + 6)/3 =2z/(=2)y Ly (x + 3)/5 =(y—1)/1 = (z + 3)/4.

En los Ejercicios del 75 al 77 encuentre la ecuacion del plano que contenga al
punto dado y sea ortogonal al vector normal dado.

75. P=(1,3,-2); n=i+k

76. P=(1,—-4,6); n=2§-3k

77. P=(—4,1,6); n=2i—3j+5k

78. Encuentre la ecuacion del plano que contiene a los puntos (—2, 4, 1), 3, =7, 5) y
-1, =2, =1).

79. Encuentre todos los puntos de interseccion de los planos 7t —x + y + 2 = 3y
my —4x + 2y — Tz = 5.

80. Obtenga todos los puntos de interseccion de los planos 71 —4x + 6y + 8z = 12
y my 2x — 3y — 4z = 5.

81. Obtenga todos los puntos de interseccion de los planos 71 3x — y + 4z = 8y my:
-3x—y—1lz = 0.

82. Encuentre la distancia del punto (1, —2, 3) al plano 2x — y — 2 = 6.

83. Encuentre el dngulo entre los planos del Ejercicio 79.

84. Muestre que los vectores de posicién u = i— 2j + k, v = 3i + 2j — 3k yw =
9i — 2j — 3k son coplanares y encuentre la ecuacién del plano que los contiene.
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CAPITULO

4.1

4.2

Espacios
vectoriales

Introduccion

Segtin se vio en el capitulo anterior, los conjuntos R? (vectores en el plano) y
R* (vectores en el espacio) tienen propiedades interesantes. Asi, si sumamos
dos vectores en R? obtenemos otro vector en R*. Sometidos a la suma, los vec-
tores en R? son conmutativos y satisfacen la ley asociativa. Si x € R?, enton-
ces x+0=x y x+(—x)=0. Ademas, podemos multiplicar los vectores en R>
por escalares y establecer varias leyes distributivas. Las mismas propiedades
también valen en R>.

A los conjuntos como R? y R* se los Hama espacios vectoriales. Intuitiva-
mente, podemos decir que un espacio vectorial es un conjunto de objetos que
cumplen con las reglas descritas en el parrafo anterior.

" En este capitulo pasaremos de un mundo concreto, en donde resolviamos
ecuaciones y tratabamos con vectores facilmente visualizables, a un mundo
abstracto de espacios vectoriales arbitrarios. Esto es muy ventajoso, ya que, si
establecemos una cierta propiedad sobre espacios vectoriales en general, pode-
mos aplicar dicha propiedad a todc espacio vecterial. De otra forma, tendria-
mos que demostrar dicha propiedad una y otra vez para cada nuevo espacio
vectorial que estuviéramos tratando (y de hecho, hay una cantidad innumera-
ble de ellos). Ademas, como se vera mas adelante, los teoremas abstractos que
demostraremos no son mas dificiles que los que ya hemos visto en este libro.

Definicion y propiedades basicas

Espacio vectorial real. Un espacio vectorial real V es un conjunto de objetos lla-
mados vectores, junto con dos operaciones, llamadas suma y multiplicacion
por un escalar que satisfacen los diez axiomas que se enumeran a continuacion.

179
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Notacién

Axiomas de un
espacio vectorial

Sixyyestan en V'y si o es un niimero real, entonces escribiremos x +y para la
suma de X y y y ax para el producto escalar de « y x.

Antes de enumerar las propiedades de los vectores en un espacio vectorial,
hagamos un par de aclaraciones. Primero, si bien es cierto que es muy atil pen-
sar en R* o en R*> cuando tratamos con algin espacio vectorial, es frecuente
encontrarse con espacios vectoriales cuya forma es muy diferente de la de estos
espacios tan familiares.’ (Esto lo veremos muy pronto.) Segundo, la Definicion
1 se refiere a un espacio vectorial real. La palabra “‘real’ significa que los esca-
lares que usamos son reales. Es muy facil definir un espacio vectorial complejo
usando nimeros complejos en lugar de niimeros reales. En este libro se trata
basicamente con espacios vectoriales reales, pero no es muy dificil hacer gene-
ralizaciones a otros conjuntos de escalares.

i.Six € Vyy € V, entoncesx + y € V (es decir, Ves cerrado para la suma).
ii. Paratodos x,y,zen V, (x + y) + z = x + (y + z) (ley asociativa de
la suma).
iii. Existe un vector 0 € Vtalque paratodox € V,x + 0 = 0 + x = x (0 se
conoce como neutro aditivo).
iv. Si x € V, existe un vector —x en ¥ tal que x + (—x) = 0 (—x se conoce
como el inverso aditivo de x).
v.Sixyyestdnen V, entonces x + y = y + x (ley conmutativa de la suma
de vectores).
vi. Si x € V, y « es un escalar, entonces ax € V (se dice que V es cerrado
para la multiplicacién escalar).
vii. Sixy yestdn en V'y si o es un escalar, entonces a(x + y) = ax + oy
(primera ley distributiva).
viii. Six € V'y si a y 8 son escalares, entonces (« + B)x = aX + (X (segunda
ley distributiva).
ix. Six € Vysioaypson escalares, entonces a(8x) = afx (ley asociativa
de la multiplicacion por escalar).
x. Para todo vector x € V, Ix = x (al escalar 1 se le conoce como neutro

multiplicativo).

Ejemplo 1  Elespacio R Sea V= R" = {(x,, x,, ..., x,):x, € R parai = 1,2, ..., n}.
De la Seccién 1.3 (véase Teorema 1.3) podemos ver que V satisface todos los
axiomas de un espacio vectorial si tomamos a R como el conjunto de escalares.

Ejemplo 2 Sea V'=(0}. Esto es, V' contiene solamente el namero 0. Ya que 0+0=1-0=

0+(0+0)=(0+0)+0=0, vemos que V es un espacio vectorial, llamado fre-
cuentemente espacio vectorial rrivial.

4.2 + Definicion y propiedades basicas 181

Ejemplo 3 Sea V'=1{1}. Es decir, V contiene solamente el niimero 1. En este caso, Vno es
un espacio vectorial, puesto que no cumple con el axioma (i). Para ver esto,
simplemente notemos que 1 + 1 =2g V.

Ejemplo 4 Sea V = {(x, y): ¥ = mx, donde m es un nimero real fijo y x es un nimero

real arbitrario}. Esto es, V consiste en todos los puntos que estdn sobre la recta
Yy = mx que pasa por el origen y que tiene pendiente /. Supdngase que
(x, 1)y (x,, ;) estan en V. Entonces y, = mx,, ¥, = mx,, ¥

(e ) + (X2, ¥2) = (X, mxy) + (x5, mxy) = (x; + x5, mx; + mx,)
= (x; + Xy, m(x; + x,))e V.
El axioma (7) se satisface. Los axiomas (i), (iii) y (v) son obvios. M4s atn,

—(x,mx) = (—x, —mx) = (—x,m(—x))eV

(x,mx) + (=x,m(—x)) = (0,0) =0

de modo que el axioma (/v) también es satisfecho. Los demds axiomas se veri-
fican con facilidad y se ve que el conjunto de puntos en el plano que quedan
sobre la recta que pasa por el origen constituye un espacio vectorial.

Ejemplo 5

Sea V= {(x,y):y = 2x + 1,x € R}. Esto es, V es el conjunto de puntos
sobre larecta y = 2x + 1. V no es un espacio vectorial porque la cerradura
no se cumple, como en el Ejemplo 3. Para ver esto, supongamos que (x,, ¥;)
y (X3, ¥,) estan en V. Entonces,

Cers y1) + (X2, ¥2) = (cq + X3, y1 + 12).
Si este ultimo vector estuviese en V, tendriamos que
Vit Yy =20x; + x5) + 1 =2x; +2x, + L.
Peroy, = 2x, + 1y y, = 2x, + 1, asi que
ity =Cx; + D)+ Cx, + 1) =2x; + 2x, + 2.
De aqui se concluye que

¢y + X2, y1 +y) ¢V si (xpy)eV vy (xpy)eV.

Ejemplo 6 Sea V={(x,y,2): ax+by+cz=0}. Esto es, V es el conjunto de puntos de R>

que estan sobre el plano que pasa por el origen con vector normal (a,b,c). Su-
pongamos que (X, ¥1,21) ¥ (Xo, 2, 2,) estan en 1. Entonces (X1, Y1, Z)+

(%2, ¥2, 22) = (%1 + X5, 1 + y2. 21 + z) € Vporque a(x; + x;) + b(yy + y,) +
c(zy + z,) = (ax; + by, +czy) +(ax, + by, +cz,)= 0 + 0 = 0; por lo tanto, se
satisface el axioma (/). Puede verificarse facilmente la validez de los otros axio-
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mas. De esta manera concluimos que el conjunto de puntos que estan sobre
un plano en R® que pasa por el origen es un espacio vectorial.

Ejemplo 7 Sea V=P, el conjunto de polinomios con coeficientes reales de grado menor o
igual que n. Si pe P,, entonces

px)=ax"+a,_x" '+ +ax+a,

donde cada a, es real. La suma p(x) + q(x) se define de la manera obvia: Si
q{x) = b,x"+ b,_x"' + .-+ + bx + b,, entonces

p(x)+q(x)=(a, +b,)x" (@t by )X T +(a;+b)x+(ae+by)

Claramente la suma de dos polinomios de grado menor o igual que 7 es otro
polinomio de grado menor o igual que #, por lo que se satisface el axioma (7).
Las propiedades (ii)y de la (v) a la (x) son obvias. Si definimos el polinomio ce-
ro por §=0x"+0x7-1+- - - +0x+0, entonces claramente ¢ € P, y se satisface el

axioma (#ii). Finalmente, haciendo —p(x) = —a,x"—a,_x"~'— - —ax —
a,, vemos que vale el axioma (iv), de tal manera que P, es un espacio vecto-
rial real.

Ejemplo 8 Sea V = ([0, 1]= el conjunto de funciones reales continuas definidas sobre el
intervalo [0, 1]. Definimos (f + gx = f(x) + g(x) y (af}x) = a[f(x)].
Como la suma de dos funciones continuas es continua, se satisface el axioma
(i) y los otros axiomas se verifican facilmente con 0 = la funcién cero y

(=Nx) = ~f(x).

Ejempio 9 Denotemos con ¥'=M,, al conjunto de matrices con componentes reales de ta-
mafio 3 x 4. Es muy facil verificar que con la suma usual y multiplicacion esca-
lar de matrices, M, es un espacio vectorial con el 0 definido con la matriz de
tamafio 3 X 4 cuyas componentes son todas cero. Si 4 = (a;) esta en M,,, enton-
ces ~A = (—a;) también lo estd.

Ejemplo 10  De idéntica manera podemos ver que M,,,, el conjunto de matrices reales de ta-
mafio m X n, es un espacio vectorial para cualesquiera dos enteros m y n.

Ejemplo 11  Denotemos con S, al conjunto de matrices invertibles de tamafio 3 x 3. Defina-
mos la “‘suma’ 4+ Bcomo A+ B=AB. Si Ay B son invertibles, entonces 4B
es invertible (Teorema 1.8.3) de tal forma que se satisface el axioma (7). El
axioma (ii) es simplemente la ley asociativa para la multiplicacién matricial
(Teorema 1.5.2); los axiomas (4if) y (iv) se satisfacencon 6 = L,y —A4 = A1,
Sin embargo, el axioma (v) no se cumple, puesto que normalmente AB # BA,
por lo que S; no es un espacio vectorial.

Ejemplo 12 Sea V={(x,»): y=0}.V consiste en los puntos de R que estan en la parte supe-
rior del plano (los primeros dos cuadrantes). Si y, =0 y y,=0, entonces
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¥, + », = 0; por lo tanto, si (x;, ) € Vy (x,, y,) € V, entonces se tiene
(%, + X, ¥, + ¥,) € V. Sin embargo, ¥ no es un espacio vectorial, puesto que
el vector (1, 1), por ejemplo, no tiene un inverso en ¥ ya que (=1, =1) ¢ V.
Mas aun, el axioma (vi) no se cumple dado que si (x, y) € V, entonces a(x, y) &

Vsia < 0.
Ejemplo 13 Elespacio C". Sea V = C" = {(c, ¢, ..., C,): ¢; €8 un numero complejo pa-
rai = 1,2, ...,n}y el conjunto de escalares es el conjunto de nimeros com-

plejos. Es muy facil verificar que C" es un espacio vectorial.

Seglin lo sugieren estos ejemplos, existe una gran variedad de espacios vecto-
riales vy muchas clases de conjuntos que #no son espacios vectoriales. Termina-
remos esta seccion demostrando algunos resultados elementales sobre espacios
vectoriales.

Teorema 1 Sea V un espacio vectorial. Entonces:

i. 0 = 0 para todo numero real «.
ii.0 - x = Qparatodox e V.
iii. Si ax = 0, entonces « = 0 o bien x = 0 (0o ambos).

iv. (~1)x = —x paratodox € V.
Demostracion i. Por el axioma (iii), 0 + 0 = 0; y del axioma (vii),
a(0+0)=ab+ad=al 1)

Sumando —«0 a ambos lados de la tltima ecuacion en (1) y usando la ley aso-
ciativa (axioma i), obtenemos ’
[a0+al]+(—af)=alb+(—al)
al0+[ab+(—a®)]=0
ad+0=90
ald=0
ii. Esencialmente tenemos el mismo argumento que el usado en la parte ().
Dado que 0 + 0 = 0, usando el axioma (viii) obtenemos'que Ox =
(0 + 0)x = Ox + Ox, o bien Ox + (—0x) = O0x + [0x + (—0x)], o bien
0=0x +0=0x.
iii. Hagamos ax = 6. Si o # 0, multiplicando ambos lados de la ecuacién
por 1/a, obtenemos (1/a)(ax) = (1/a)d = 6 (por la parte /). Pero

(1/a)(ax) = 1x = x (por el axioma ix), por lo tanto x = 0.
iv. Dado que 1 + (—1) = 0, usando la parte (i), obtenemos

0=0x=[1+(-D]x=1x+(-Dx=x+(-Dx 2)
Sumando —x en ambos lados de (2), llegamos a que
0+ (—x)=x+(-Dx+(—x) =x+(-x)+(-Dx
=0+ (—1Dx=(-1x
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Por lo tanto, —x = (—1)x. Notemos que en la ecuacion anterior pudimos
cambiar el orden de la suma usando la ley conmutativa (axioma »). ]

Observacién. La parte (iif) del Teorema 1 no es tan obvia como parece. Existen
ciertos objetos que satisfacen que xy = 0y sin embargo, ni x n1 y son cero.
Como un ejemplo, tomemos la multiplicacion de las matrices 2x2.8A4=

(g 2)) y B= (?) Hg), ‘entonces ni A ni B son cero y como puede verificarse

facilmente AB = 0, la matriz cero.

Problemas 4.2

En los Problemas del 1 al 20 determine si el subconjunto dado H del espacio
vectorial V' es un subespacio de V.

1. El conjunto de matrices diagonales de tamafo 7 X n con la suma comin de matri-

ces y la multiplicacién escalar comun.

2. El conjunto de matrices diagonales de tamafio n X n con la multiplicacién (esto
es, A + B = AB).
{(e,y)y=0x¥ reales} con la suma comiin y la multiplicacion escalar de vectores.
. Los vectores que caen ¢n el primer cuadrante del plano cartesiano.
. El conjunto de vectores en R? de la forma (x, x, X).

. El conjunto de polinomios de grado 4, con las operaciones del Ejemplo 7.

~N o W

. El conjunto de matrices simétricas de n X n (Seccion 1.9) con la suma comun y
la multiplicacién escalar. 0 a ’
8. El conjunto de matrices de 2 x 2dela forma (b 0) con la suma comun y la mul-
tiplicacién escalar. | o . -
9. Fl conjunto de matrices de la forma <ﬁ 1> con las operaciones matriciales de su-
ma y multiplicacion escalar.
10. El conjunto formado solamente por el vector (0, 0), con las operaciones comunes
de R*.
11. El conjunto de polinomios de grado =n con término constante igual a cero.
12. El conjunto de polinomios de grado =n con término constante positivo aq.

13. El conjunto de funciones continuas en [0, 1} con f(0) = 0y f(1) = 0, con las ope-
raciones del Ejemplo 8.

14. El conjunto de puntos en R* que estan sobre una recta que pasa por el origen.
15. El conjunto de puntos en R>que estan sobre larectax = f + 1,y = 26,2 =1~ 1.

16. R con la suma definida por (x;, »;) + (X, ») = (x, X, + Ly + y2 + D)y
la multiplicacién escalar usual.

17. El conjunto del Problema 16 con la multiplicacién escalar definida por a(x, y) =
(o + ax—1,a + ay— 1).

18. El conjunto que consiste en un solo objeto, con la suma definida como objeto +
objeto = objeto y multiplicacion escalar definida por a(objeto) = objeto.
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*019. El conjunto de funciones diferenciables definidas sobre [0, 1] con las operaciones

del Ejemplo 8.

% 20. El conjunto de numeros reales de la forma a + b\/i, donde a¢ y b son nimeros ra-

cionales, con la suma usual de numeros reales y con la multiplicacion escalar defi-
nida solamente para escalares racionales.

21. Demuestre que en un espacio vectorial el neutro aditivo es unico.
22. Demuestre que en un espacio vectorial cada vector tiene un inverso aditivo dnico.

23. Sixyy son vectores en un espacio vectorial ¥, demuestre que existe un tinico vector
ze V,talquex +z =y.

24. Demuestre que el conjunto de niimeros reales positivos forma un espacio vectorial
con las operaciones x + y = xyy ax = x%

* 025, Considere la ecuacion diferencial lineal y homogénea de segundo grado

Y'(x) + a(x)y'(x) + b(x)y(x) = 0

donde a(x) y b(x) son funciones continuas. Demuestre que el conjunto de solucio-
nes de la ecuacidn es un espacio vectorial bajo las reglas usuales de adicion de fun-
ciones, asi como de su multiplicacién por niimeros reales.

4.3

Definicion 1

Teorema 1

Subespacios

En el Ejemplo 4.2.1, vimos que R? = {(x, y): x e R y y € R} es un espacio
vectorial. En el Ejemplo 4.2.4 vimos que V = {(x, y): ¥y = mx} es también
un espacio vectorial. Ademads, es claro que ¥V < R2. Esto es, R? tiene un sub-
conjunto que es también un espacio vectorial. De hecho, todos los espacios vec-
toriales tienen subconjuntos que son a su vez espacios vectoriales. En esta seccion
estudiaremos estos conjuntos tan importantes.

Subespacio. Sea H un subconjunto de un espacio vectorial V' y supongamos
que H es en si un espacio vectorial con las operaciones de suma y multiplica-
cion escalar definidas sobre V. Se dice entonces que H es un subespacio de V.

En este capitulo veremos muchos ejemplos de subespacios. Antes de ello ve-
remos un resultado mediante el cual resulta relativamente sencillo determinar
si un subconjunto de V es de hecho un subespacio de V.

Un subconjunto no vacio H de un espacio vectorial ¥ es un subespacio de V' si
las dos reglas de cerradura valen:

Reglas para verificar si un subconjunto es un subespacio.

i. Sixe H y ye H, entonces x+ye H.
ii. Si xe H, entonces axe€ H para todo escalar a.

* Este simbolo cuadrado se usard en este libro para indicar que el problema requiere métodos de
Célculo.
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Demostracion

Para demostrar que H es un espacio vectorial, debemos verificar que los
axiomas (i) a (x) de la pagina 180 cumplen con las operaciones de la suma
vectorial y multiplicacion escalar definidas en V. Las dos operaciones de cerra-
dura (axiomas i y vi) se cumplen por hipétesis. Puesto que los vectores en H
también estan en V, las leyes asociativa, conmutativa, distributiva y la del
neutro multiplicativo (axiomas ii, v, vii, viii, ix y x) se satisfacen. Ahora, si
x ¢ H entonces 0x € H, debido a la hipdtesis (if). Pero por el Teorema 4.2.1
(parte if), 0x = 0. Consecuentemente 0 € H y el axioma (/i) se cumple. Final-
mente, de la parte (i) tenemos que (—1)x € H para todo x € H. Por el Teore-
ma 4.2.1 (parte iv), —x = (—1)x € H, de tal forma que el axioma (iv) también
se cumple vy con ello concluimos la demostracion. B

Este teorema nos dice que para probar que H es un subespacio de V, nos
basta con verificar que:

X+Yy Y ax estan en H, siempre que x y y estén en H y o sea un escalar.

La demostracion anterior contiene un resultado importante que debe men-
cionarse explicitamente:

Todo subespacio de un espacio vectorial ¥ contiene al 0. (1)

Este resultado nos permitira ver facilmente si un subes ‘acio particular V no
es un espacio vectorial. Esto es, si un subconjunto no ¢ atiene al 0, entonces
no es un subespacio.

Ahora daremos algunos ejemplos de subespacios.

Ejemplo 1

Para todo espacio vectorial V, el subconjunto {0} que contiene solamente el
vector cero, es un subespacio puesto que 0+0=0y =0 para todo numero
real « (parte i del Teorema 4.2.1); se le conoce como el subespacio trivial.

Ejemplo 2

I es un subespacio de si mismo para todo espacio vectorial V.

Subespacio propio

Los primeros dos ejemplos nos muestran que todo espacio vectorial V' con-
tiene dos espacios vectoriales, {0} y V (a menos que V'={0}). Desde luego, es
mucho mas interesante encontrar otros subespacios. Los subespacios que no
son ni {0} ni V se conocen como subespacios propios.
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Ejemplo 3

Sea H = {(x, y): y = mx} (Ejemplo 4.2.4). Como ya hemos mencionado, H
es un subespacio de R%. Veremos ademds en la Seccién 4.6 (Problema 4.6.15),
que los conjuntos de vectores que caen sobre lineas rectas que pasan por el ori-
gen son los unicos subespacios propios de R?.

Ejemplo 4

Sea H = {(x,y,z2:x =at,y = btyz = ct,cona, b, c, t reales}. Esto es,
H consiste en los vectores en R que estdn sobre una recta que pasa por el ori-
gen. Veamos que H es un subespacio de R Six = (at, bt,ct))e Hyy =
(at,, bt,, ct,) € H, entonces X + y = (a(t; + 4,), b(f, + ), ¢ty + L) €
H y se tiene también que ax = (a(at,), b(aty), c(at;)) € H. Luego, H es un
subespacio de R’ '

Ejemplo 5

Sear = {(x, 5, 2): ax + by + ¢z = 0; a, b, c reales}. Entonces, como vimos
en el Ejemplo 4.2.6, 7 es un espacio vectorial; por lo tanto = es un subespacio
de R3.

En la Seccidn 4.6 demostraremos que los conjuntos de vectores que €stdn
sobre lineas y planos que pasan por el origen son los Unicos subespacios pro-
pios de R*. -

Antes de estudiar mas ejemplos, notemos que no todo espacio vectorial tiene
subespacios propios.

Ejemplo 6

Sea H un subespacio de R.* Si H+ {0}, entonces A contiene un niimero real «
distinto de cero. Entonces, por el axioma (vi), 1 =(1/a)ac Hy Bl =< H pa-
ra todo numero real 3. Asi, si H no es el subespacio trivial, entonces H= R.
Esto es, R no tiene subespacios propios.

Ejemplo 7

Si P, denota el espacio vectorial de polinomios de grado <n, (Ejemplo 4.2.7),
ysi0 < m < n, entonces P,, es un subespacio propio de P,, como se puede
verificar facilmente.

Ejemplo 8

Denotemos con M,,, (Ejemplo 4.2.10) el espacio vectorial de las matrices de
m X ncon componentes reales y sea H = {4 € M,,: a,, = 0}. De las defini-
ciones de suma matricial y de multiplicacién escalar, es claro que los dos axio-
mas de cerradura se satisfacen, de donde H es un subespacio.

Ejemplo 9

Sea V=M, (las matrices de nx n) y sea H={Ae M, A es invertible]. Enton-

ces H no es un espacio vectorial puesto que la matriz cero de tamafio 7 X n no
esta en H.

* Note que R mismo es un espacio vectorial; esto es, R es un espacio vectorial donde los escalares
son los reales. Esto es el Ejemplo 4.2.1 conn = 1.
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Ejemplo 10

P[0, 17* < C[0, 1] (Ejemplo 4.2.8) puesto que todo polinomio es continuo y
P, es un espacio vectorial para todo entero n, de tal forma que cada P, [0,1] es
un subespacio de C[0,1]. )

O Ejemplo 11

Denotemos con C’'[0,1] al conjunto de funciones definidas sobre [0,1] con pri-
mera derivada continua. Como toda funcion derivable es continua, tenemos
que C’[0,1]< C[0,1]. Pado que la suma de dos funciones derivables es deri-
vable y que con la multiplicacion por un escalar de una funcion derivable obte-
nemos una funcién derivable, concluimos que C’[0,1] es un subespacio de
C[0,1]. Ademas, es un subespacio propio porque no toda funcioén continua es
derivable.

O Ejemplo 12

Si fe Cl0,1], entonces 3 f(x) dx existe. Sea H={f € C[0, 1]: f; f(x) dx = 0}.
Si feH y geH, entonces [§[f(x)+g(x)]dx =Jj f(x) dx +[5 g(x) dx =0+
0=0y ) af(x) dx = afs fx)dx=0. Asi, f+g y of estdn en H para todo nu-
mero real «. Esto nos muestra que H es un subespacio propio de C{0,1].

Teorema 2

Demostracion

Como lo ilustran los tres ultimos ejemplos, un espacio vectorial puede tener
una gran variedad de subespacios propios. Antes de concluir esta seccion, de-
mostraremos un resultado muy interesante sobre subespacios.

Sean H, y H, subespacios de un espacio vectorial V. Entonces H,NH, es un
subespacio de V.

Seanx, € H,NH,yx, € H, N H,. Entonces, dado que H, y H, son subespacios,
X, +X,€ H, yx,+x, € H,. Esto es, x, + %, € H;N H,. Anadlogamente, ax; € H,MN;
H,. De esta manera se satisfacen los dos axiomas de cerradura y por lo tanto
H, N H,, es un subespacio.T & ‘

Ejemplo 13

En R® sean H, = {(x,y,2): 2x—y—z = 0}y H, = {(x, y,2):x + 2y + 3z = O}.
Entonces H, y H, estan formados por vectores que estdn sobre planos que pa-
san por el origen y, por el Ejemplo 5, son subespacios de R*. H N H,esla
interseccion de dos planos y la podemos calcular como en la Seccién 3.5:

x+2y+3z=0
2x— y— z=0
o bien, si reducimos por renglones:

(1 2 3 0) ALL(-2) (1 73 ‘0) Ma(-3)
2 -1 —-110 0 -5 710
(1 2 3 0) Agu(=2) (1 0 %}O)
Y
0 1 %10 0 1 %]|0

* P, [0, 1] denota el conjunto de polinomios de grado <n definidos sobre el intervalo [0, 1].
t Note en particular, que como 8¢ H, y 0e H,, tenemos que 0 € H; N H,.
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En consecuencia, todas las s i i g 5
B H cas s -olucmnes del sistema horpogeneo estan dadas por
52, —%2Z, X dcxenl 0 z=1, obtenemos las ecuaciones paramétricas de la
R _ 5 . .
rectg LenR';x = —3t,y = ~It,z = ¢. Y como vimos en el Ejemplo 4, el
conjunto de vectores sobre L forma un subespacio de R®.

Problemas 4,3

En los. Problemas del 1 al 20 determine si el subconjunto dado H del espacio
vectorial V es un subespacio de V.
1. V=R* H={(x, y): y=0}

2. V=R’ H={(x,y): x=y}
R*, H = el plano xy. 4. V=R* H={

3. V=
(x, y): x*+y?=1}
5. V=M,,; H={De M, : D es diagonal}.
6. V=M, ; H={TeM,,: T es triangular superior}
7. V=M,; H={SeM,,: S es simétrica}. 8. V=M,.; H={AeM,,: a, =0}
; mnt Qi
9. V=M,,; H={AeM22:A:< N b)}
-b ¢
10. V=M, H={A € Myy: A=(g lg“)}

0 a
11. V=M,,; H= {A A= ( V= = P =
2 eM,,: A b0 12. P;; H={peP,: degp=4)

13. V=P, H={peP,: p(0) =0}
15. v=P; H={peP,: p(0)= 1}
16. V=C[0,1]; H={fe C[0, 1]: f(0)=f(1) =0}
17. V=CI0,1]; H={fe C[0, 1]: f(0)=2}
8113. V:C’[O, 1}, H={feCT0, 1}: f(0)=0}
- V=C([a, b], en dond b i ; =
Fecasimns dxe:ao}y son numeros reales y ¢ < b; H =
H20. V=Cla, b]; H={fe Cla, b]: {2 f(x) dx = 1}

4. V=P, H={peP,: p(0)=0}

21. Sean V=M,,, H =1Ae Myya, =0ly Hy= {A €EM,,: A= (kb a)}
a b))
a. Demuestre que H, y H, son subespacios

h Describa el subconjunto I = H; 0 H, y pruebe que es un subespacio.
022. 5.1 V=C[0,1], denotemos con H | el subespacio del Ejemplo 10 y con H, el subespa-
cio del Ejemplo 11. Describa el conjunto H,NH, y demuestre que es unrsuhespa‘cio
23. Si A4 es una matrizde n x m yH = {x € R™: Ax = 0}. Demuestre que H es uﬁ
subespacio de R™. A H se le conoce como el niicleo de la matriz A
24. Hagamos H = {x € R™:Ax#0} en el Problema 23. Demuestre que Hno‘cs un subes-

m

pacio de R™.
25. Sea H={(x, y, z, w): ax+ by+cz+dw=0}, donde g, b, ¢ y d son ntmeros reales,

no todos nulos. Demuestre que A es un subespacio propio de R*. A H se le conoce
como un hiperplano en R*.

26. Sea H :,{(xl, X oo X))t X + @X; + 0+ a,x, = 0}, donde a, a,, ...,
a, so? nimeros reales, no todos nulos. Demuestre que H es un subespacio propio
de R". Aligual que en el Problema 25, a H se le conoce como un hiperplano en R"
27. Sean H, y H, dos subespacios de un espacio vectorial V y sea H, + H, —
év: ;‘/z Vi + vyconvy € Hiyv, € H,}. Demuestre que H; + H, es un subespacio

e V.
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28. Sean v, y v, dos vectores en R” . Demuestre que F/ = {v: v = av, + bvy; a, b mi-
meros reales} es un subespacio de R*.

% 29. En el Problema 28, demuestre que si v, y v, no son colineales, entonces H= R’
* 30. Sean v,, V,, ..., V, vectores arbitrarios en un espacio vectorial V. Sea H =

{veViv=ayv +ay, + '+ + a,, dondea,, ay, ..., a,s0n escalares}. De-
muestre que-H es un subespacio de V. A H se le conoce como el subespacio generado
por los vectores vy, Vo, ..., V,.

4.4

Definicion 1

Independencia lineal

En el estudio de algebra lineal, una de las ideas centrales es la de independencia
o dependencia lineal de vectores. En esta seccién definiremos lo que entende-
mos por independencia lineal y se mostrara el modo en que se relaciona con
la teoria de sistemas homogéneos de ecuaciones y con los determinantes.

. . . 1 2
(Existe una relacién especial entre los vectores v, = (2) yv, = ( 4)? Desde

luego, vemos que v, = 2v,, o escribiendo esto de otro modo, que

2v1 —Vy = 0 (1)
1 -4
;Qué propiedad especial comparten los vectores v, = {2}, v, = 1jyv; =
=5 3 5
8 17 Esta pregunta es mds dificil de contestar a simple vista. Es fécil verifi-
19
car que v; = 3v; + 2v,, o escribiendo de otra manera
3y, +2v,—v;=0 (2)

Se ve pues que los dos vectores en la Ecuacion (1) y los tres vectores en la Ecua-
¢i6n (2), mantienen una relacién més cercana que un par cualquiera de vectores-2
o una terna arbitraria de vectores-3. En cada caso, decimos que los vectores
son linealmente dependientes. En general, se tiene la siguiente definicion im-
portante.

Dependencia ¢ independencia lineales, Sean vy, v,, ..., Vv, n vectores en un espa-
cio vectorial V. Entonces se dice que los vectores son /inealmente dependientes
si existen n escalares ¢, ¢, ..., C, no todos cero, tales que

vyt eyt v,. =0 3)

Si los vectores no son linealmente dependientes, entonces se dice que son /i-
nealmente independientes.

Expresado de otro modo, v, v,, ..., v, son linealmente independientes si la
ecuacion ¢;v, + ¢v, + -+ + ¢,v, = 0solo se satisface si¢, = ¢, = - =
c, = 0.

;Como se determina si un conjunto de vectores es o no linealmente indepen-
diente? El caso de dos vectores es sencillo.

Teorema 1

Demostracion
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Dos vectores en un espacio vectorial ¥ son linealmente dependientes si y sélo si
uno es un multiplo del otro.

Primero suponemos que v, = cv, con un escalar ¢ # 0. Entonces cv, — v, =
0; v, y v, son linealmente dependientes. Por otro lado, si v, y v, son linealmen-
te dependientes, entonces existen constantes ¢, v ¢,, ninguna de las cuales es ce-
ro, tales que ¢,v, + ¢,v, = 0. Si ¢, # 0, entonces, al dividir entre c,, se obtiene
v, + (¢/c))v, = 0, o bien

Esto es, v, es un multiplo escalar de v,. Si ¢, = 0 entonces ¢, # 0 y por lo mis-
mov, =0 =0v,. &

Ejemplo 1

2 -6
-1
Los vectores v, = y v, =
v, = —3v,. 0
3 -9

son linealmente dependientes porque

Ejemplo 2

1 2
Losvectores | 2| y§ 5 ] son linealmente independientes; si no lo fueran, ten-
4 -3
2 1 c
driamosque| 5])=c{2}={2c|. Entonces,2 = ¢, 5 = 2cy =3 = 4c, lo cual
-3 4 dc
es imposible para cualquier numero c.

Ejemplo 3

Solucién

1 2 0
Determine si los vectores { =21, { =2} v | 1 ] son linealmente dependientes o

. 3 0 7
independientes.

1 2 0 0
Supdngase que ¢;§ =2 }+c,d =2 f+csl 1 }=0={ 0 |.Entonces, multiplicando
3 0 7 0
¢ +2¢, 0
y sumando, resulta { —2¢;—2c,+ ¢;3 ] ={ 0 |. Esto da un sistema homogéneo
3¢, +7¢, 0
de tres ecuaciones con tres incognitas, ¢;, ¢, Cs:

c1+2¢, =0
—2¢,=2c,+ ¢3=0 (4)
3¢, +7¢;=0

Por lo tanto, los vectores seran linealmente dependientes si y-sélo si el sistema
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(4) posee soluciones no triviales. Se expresa el sistema (4) usando la matriz
aumentada v se reduce por filas o renglones:

1 2 010\ A 1 2 00

bz
AL B

2 -2 1|o)=2slo 2 t1}o
3 0 7lo 0 —6 710
12 0[O0\ a2 (1 0 -1)0
[ o) SIS FIS T N
0o -6 710 00 1000
10 =110y . (1 0 010
M, fo 1 4 o) vaiiifo 1 0|0
00 1l0 00 110

El ultimo sistema de ecuaciones se lee: ¢, = 0, ¢, = 0, ¢; = O: De manera que
(4) carece de soluciones no triviales y los vectores dados son linealmente inde-
pendientes.

Ejemplo 4

Solucién

;ta}da da :

1\ /3 11
Determinar si los vectores | —=31,1 0| y| —6 | son linealmente independientes
0/ \4 12
0 no.
1 3 11 0
La ecuacion ¢,| =3 ) +¢,} 0]+ csf =6 =| 0 Jconduce al sistema homogéneo:
0 4 12 0
¢ +3c,+11c3=0
-3¢, — 6¢3=0 (5)
4c,+12¢5=0

Escribiendo el sistema (5) en la forma de matriz aumentada y reduciendo por
filas, que sucesivamente,

1 3 11]0 1 3 1110
-3 0 —6 o)—ixﬁL> 09 27]0
0 4 12]0 0 4 1210

1 3 1110\ a,c» 1.0 210

M, 0130)_/‘_:.3‘_:290130

0 4 1210 0 0 010

Aqui podemos detenernos, pues la teorfa de la Seccién 1.7 muestra qge el siste-
ma (5) posee una infinidad de soluciones. Por ejemplo, la altima matriz aumen-

cy +2¢;=0
c;+3e;=0
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Si elegimos ¢; = 1, entonces ¢, = —3 y ¢, = =2, asf que, como se puede verifi-
car facilmente,

1 3\ /11y /0
—2{-3]-3(o}+{-6)={0
o/ \4/ \12/ \o

v los vectores son linealmente dependientes.

Teorema 2

Demostracion

La teoria de los sistemas homogéneos expresa algo respecto de la independencia
o la dependencia lineales de los vectores.

Un conjunto de n vectores en R™ es siempre linealmente dependiente si n > m.
Sean v, v,, ..., v, n vectores en R™ y tratemos de evaluar constantes ¢,, ¢,,
.., C,, NO todas nulas, tales que
CVy+Cv+ -+ v, =0 6)
Qaqq 3P Ain
A3y a2z as ‘2
Seanv,=§ ~ },v,=1 I ...,v,= 1. Entonces, la Ecuacién (6) se
am1 am2 amn
convierte en
a11C1+a12C2+ R +a1ncn :0
Q1€+ Ayt * 0+ +ay,c, =0 e
amlcl+am2c2+ e +amncn = 0

Pero el sistema (7) es el sistema (1.7.1) y, de acuerdo con el Teorema 1.7.1,
tal sistema tiene una infinidad de soluciones si # > m. Asi pues, existen escala-
Tes ¢y, &, ..., €, DO todos cero que satisfacen (7) y los vectores v,, v,,
v, son linealmente dependientes. &

sy

2 4 18 2
Ejemplo 5 Los vectores | -3}, | 7 ,( ~11]y{ —7 | son linealmente dependientes, por
4 —6 4 3
ser cuatro vectores-3.
Existe un corolario al Teorema 2 muy importante (y obvio).
Corolario

Un conjunto linealmente independiente de vectores en R” contiene, a lo sumo,
n vectores.

Nota. Podemos expresar el corolario como sigue: Si se tienen n vectores-n li-
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nealmente independientes, no es posible agregar mas vectores sin hacer que el

conjunto obtenido sea linealmente dependiente.

Fl sistema (7) permite formular otra observacién importante cuya demostra-
cion se deja como ejercicio (vea Problema 27).

Teorema 3 Sea . a;, @, - a,
A= G2 7T G
av.nl A2 e An

Entonces las columnas de 4, consideradas como vectores, son linealmente de-

pendientes si y solo si el sistema (7), que puede ser expresado como Ac = 0,
Cy

’ . 3 . . I C2
posee un numero infinito de soluciones. Aqui, ¢=§

Cn

Ejemplo 6 Considérese el sistema homogéneo

X+ 2%, — X3+ 2x, =0 ®)
3x; + Txy + x5+ 4x, =0

Resolvamos mediante reduccion por renglones:

12 =1 2]0\ sy (1 2 —1 20)
37 1 4]0 01 4 -2/0

-y (B0 =9 610
01 4 =210

X —9%3 +6x, =0

El ultimo sistema es:

Xy +4x3 — 2x4, =0

Vemos que este sistema posee un numero infinito de soluciones, que escribi-
mos como un vector columna:

X O9x5 — 6x4 9 /=6
3 — —4 2
x| _ dx3 + 2x4 = x, +ox, )
X3 X3 1 0
Xq X4 O 1
9 -6
Noétese que *? y g son soluciones linealmente independientes de (8)
0 1
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porque ninguno es miltiplo del otro. (El lector debe verificar que los vectores
son soluciones.) Como x, y x, son numeros reales arbitrarios, resulta de (9) que
es posible expresar todas las soluciones de (8) en términos de dos vectores solu-
cién linealmente independientes.

Los siguientes dos teoremas se deducen directamente del Teorema 3.

Teorema 4 Seanv, v, ..., V,, n vectores en R", y sea A una matrizde n X n cuyas co-
lumnas son v,, v,, ..., v,. Entonces v,, v, ..., v, son linealmente indepen-
dientcs si y s6lo si la tnica solucidn al sistema homogéneo Ax = 0 es la solucién
trivial x = 0.

Demostracion  Esto es el Teorema 3 enel casoenque m = n. H

Teorema 5 Seca A una matriz de n X n. Entonces det A4 # 0 si y solamente si las columnas
de A4 son linealmente independientes.

Demostracion  Del Teorema 4 y del Teorema Resumen (vea pag. 127), las columnas de A4 son
»n dependientes <> 0 es la tinica solucién de Ax = 0 <> det 4 # 0. (Aqui <> significa
#sioy sélo si’)) B

El Teorema 5 permite extender el Teorema Resumen.

Teorema 6 Teorema resumen - Version 5. Sea A una matriz de n x n. Entonces cada uno de
los siguientes siete enunciados implica a los otros seis {esto es, si uno se verifica,
todos son ciertos).

i. A es invertible.
ii. La unica solucion al sistema homogéneo Ax = 0 es la solucion trivial (x = 0).
iii. Bl sistema Ax = b posee una solucién tnica para todo n-vector b.
iv. A es equivalente por filas a la matriz identidad I,
v. A puede ser escrita como el producto de matrices elementales.
vi. det 4 # 0.
vii. Las columnas (y los renglones) de A4 son linealmente independientes.

Demostracion  La uinica parte que no ha sido demostrada es que los renglones de 4 son lineal-
mente independientes, si det 4 # 0. Si las columnas son independientes, det A #
0. Entonces det A* = detA # 0 (vea Teorema 2.2.3). Asi pues, las columnas
de A7 son linealmente independientes. Pero las columnas de 4’ son los renglo-
nes de A4, asi que los renglones de 4 son independientes. [ |

Todo ejemplo que se ha resuelto hasta ahora ha sido en el espacio R". Esto
no es tan restrictivo como parece. En la Seccidn 5.4 (Teorema 6) veremos como
muchos espacios vectoriales que parecen distintos, poseen especialmente las mis-
mas propiedades. Por ejemplo, se verd que el espacio P, es esencialmente
el mismo R#*!, Se dice que tales espacios vectoriales son isomorfos.

Este poderoso resultado no lo daremos sino hasta el Capitulo 5. Mientras
tanto, se examinardn algunos ejemplos en otros espacios que no sean R".
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ESPACIOS VECTORIALES

Ejemplo 7

Solucion

10 2) (—1 1 4) . (—l 0 1) :
= A = = . -
En M,, sean A, (3 1 —1) A2 2 3 0) 7Y A, 121 De

terminar si 4,, A,, ¥ A; son linealmente independientes o no lo son.

Supongase que ¢, 4, + ¢4, + ¢;A; = 0. Entonces

(0 0 0):C<1 0 2)+C (—1 1 4>+ (—1 0 1)
000 9\ 1 —1/7% 23 0/7%\ 1 21
=< C1—Cr—Cy C, 2cl+4c2+c3>

3¢i+2¢,tcs ¢ +3c,+2¢, —Cy+ ey

Esto da un sistema homogéneo de seis ecuaciones en las tres incognitas c¢;, ¢,
¢,, y es facil verificar que la unica solucién es ¢; = ¢, = ¢; = 0. Asi pues, las
tres matrices son linealmente independientes.

Ejemplo 8

Solucién

En P,, determinar si los polinomios 1, x, x2, x3son linealmente independien-
tes o0 no.

Supdngase que ¢, + G, X + ;x> + ¢,x3 = 0. Esto debe satisfacerse para cada
numero real x. En particular, si x = 0 obtenemos ¢, = 0. Entonces, tomando
x = 1, —1, 2, obtenemos, sucesivamente:

¢+ 3+ ¢,=0
—Cyt+ 3= ¢,=0
2¢,+4c;+8¢,=0

FEl determinante de este sistema homogéneo es

11 1
-1 1 —-1|=12#0
2 4 8

de modo que el sistema posee la solucién tnica ¢, = ¢; = ¢, = 0y los cuatro
polinomios son linealmente independientes. Es posible examinar esto desde otro
punto de vista. Sabemos que todo polinomio de grado 3 posee, cuando mas,
tres raices reales. Pero si ¢, + ¢,x + ¢,x? + ¢,x* = 0 para algunas constantes
no nulas ¢,, ¢,, ¢; ¥ ¢, ¥ para cada nimero real x, entonces se ha construido
un polinomio ciibico para el cual todo numero real es una raiz. Esto es, clara-
mente, imposible.

Ejemplo 9

Solucién

En P,, determinar si los polinomios x — 2x2, x2 — 4x, y — 7x + 8x? son lineal-
mente independientes o no.

Sea c,(x — 2x2) + oy(x2 — 4x) + ¢(—7x + 8x?) = 0. Reordenando términos,
(c;—4dc,—Tcz)x =0

(=2¢,+ ¢, +8c3)x*=0
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Estas ecuaciones valen para toda x si y solo si

c1—4c,—T7¢;=0

—2¢;+t ¢ +8¢;=0

Por el Teorema 1.7.1, este sisterna de dos ecuaciones en tres incé‘gnitas posee
un numero infinito de soluciones. Esto demuestra que los polinomios son li-
nealmente dependientes.

Si resolvemos este sistema homogéneo, se obtiene, sucesivamente:
( 1 -4 -7 ‘0) AL (1 -4 -7 0)
AT AN
-2 1 810 0 -7 =610
M, (=1 (1 -4 -7 ‘0) A, ) (1 0 - 0)
—————3 —l 5
0 1 ¢1lo 01 $10

Asi, ¢, puede ser elegida arbitrariamente, ¢, = 3¢,y ¢, = ~$¢,. Si¢e; = 7,
por ejemplo, entonces ¢, = 25, ¢, = —6, y tendremos 25(x — 2x?)—
6(x*—4dx) + 7(—7x + 8x%) = 0.

Problemas 4.4

En los Problemas del 1 al 22 determinar si el conjunto dado de vectores es lineal-
mente independiente o dependiente.

() (5)
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11.

13.
15.
17.

18.

19.

* 21,
* 22.

23.

* 24,

25.

26.

27.
28.

29.

30.

* 31.

32.

s

. EnM,,:

! > 1 4 —2 7
2 ; 0 ; ; 0 12. ~1); ol:1 3111
1 2 -1 3 2 0 5 2/,
-2 1 —1
En P,y 1-x,x 14. En Py —x, x*—2x, 3x +5x°
En P 1-x 1+xx° 16. En Py x, x*—x, x> —x

En Py 2x,x°—3,1+x—4x>, x*+18x -9

En Myy: (2 -1)’ (0 -3 ’(4 )
4 0/ \1 5/ \7

0 1

(G 2k G o)

)
ot o b (5 )b
(126 26 D6 )

EnC[0,1]: sen x, cos x
Formule una condicion para los numeros a, b, ¢y d tal que los vectores (a) y (C>

1
-5
11
1 2
-5
6

EnCl0,1]: x, vx, Ix
d

sean linealmente dependientes.
aiy az
Encontrar una condicién sobre los numeros a;; tal que los vectores § as |, | a2 |,
as

asy as;

a,3; | sean linealmente dependientes.

3

al?

a33 1 2
;Para qué valor(es) de « son linealmente dependientes los vectores | 2 |, (,1>’
3

4 2

¢Para qué valor(es) de « resultan ser linealmente dependientes los vectores (—\ ),
1
,.4 .
6), (T)” [Sugerencia: Examineseles con detenimiento.]

-2 2
Demuestre el Teorema 3. [Sugerencia: Examine en detalle el sistema (7).]
Demuestre que si los vectores vy, v,, ..., v, son linealmente dependientes (en R™),
y si v, es cualquier otro vector en R™, entonces el conjunto vy, vy, ..., V,, Vg
es linealmente dependiente.
Demuestre que si vy, v,, ..., v, (7 = 2) son linealmente independientes, entonces

también lo son v,, v,, ..., V;, donde k < n.

Pruebe que si en R” los vectores v, y v, son ortogonales (vea pag. 00), entonces ¢l
conjunto {v,, v,} es linealmente independiente.

Supdngase que v, es ortogonal respecto de v, y vy, ¥y que v, es ortogonal respecto
de v,. Si v;, 5, v; 10 son nulos, pruebe que el conjunto {v;, v,, v;} es linealmente
independiente.

Sea A4 una matriz cuadrada (n X #) con columnas vy, ¥, ..., V,. Demuestre que

vy, Va, ..., ¥, son linealmente independientes si y sélo si la forma escalén por fi- -

las de 4 no contiene un renglon de ceros.
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En los Problemas del 33 al 37 escribir las soluciones a los sistemas homogéneos
dados en términos de uno o mds vectores linealmente independientes.

33.
34.

3s.

36.

37.
38.

X, + X, +x3=0
Xy — Xy + Tx3 — x4 =0
2%, + 3%, — 8x3 +x, =0
Xy + 2%y — X3 =
2x; + 5x; +4x3 =0
Xy + Xy, + X3 —X4 —X5=0
—2x; + 3%, + X3 +4x, —6x5 =0
Xy 4+ 2x, — 3x3 +5x, =0
Seau = (1, 2, 3). »
a.Sea H = {v eR% u - v = 0}. Demuestre que H es un subespacio de R>.
b.Halle dos vectores en H linealmente independientes y lldmeselos x y y.
c.Evaluar w = x X y.
d.Pruebe que u y w son linealmente dependientes.
e.Dé una interpretacion geométrica de las partes () y (¢) y explique por qué (d)
debe verificarse.

Observacion. Si ¥V = {v € R*:v = ou para un nimero real o}, entonces ¥ es un subes-
pacio de R® y H se llama complemento ortogonal de V.

39.

40.
41.
* 42,
43.

44.
* 45.
46.

* 47.

48.

49.

50.

Elijase un vector u # 0 en R Repitanse los pasos del Problema 38 con el vector
elegido.

Demuestre que cuatro polinomios en P, son linealmente dependientes.
Demuestre que dos polinomios no pueden generar todo P,.
Pruebe que n + 2 polinomios en P, son linealmente dependientes.

Pruebe que cualquier subconjunto de un conjunto de vectores linealmente indepen-
diente es linealmente independiente. [Nota: Esto generaliza el Problema 29.]

Demuestre que siete matrices en M;, son linealmente dependientes.
Demuestre que mn + 1 matrices en M, son linealmente dependientes.

Sean S, y S, dos conjuntos de vectores linealmente independientes en un espacio
vectorial V. Demuestre que S; N S, es linealmente independiente.

Demuestre que en P, los polinomios 1, x, x?%, ..., x" son linealmente independien-
tes. [Sugerencia: Si n = 1, esto se verifica. Supéngase que 1, x, x2, ..., x" s li-
nealmente independiente y demuestre que esto implica que 1, x, x2, ..., x" también
lo es. Lo anterior completa la demostracion por induccién matematica.]

Sea {v,, V3, - - ., V,} un conjunto linealmente independiente. Demuestre que los vec-
tores v, v, + V5, ¥y + ¥, + V3, ..., ¥, + ¥V, + -+ + v, son linealmente inde-
pendientes.

Sea § = {v;, V3, ..., ¥,} un conjunto linealmente dependiente de vectores no nu-
los en un espacio vectorial V. Demuestre que al menos uno de los vectores de S
puede ser expresado como combinacién lineal de los vectores que lo preceden. Esto
es, pruebe que existe un entero k < 7y escalares a;, @y, ..., Gg, tales que v, =
av, + vy + 0+ @ Ve

Sea {v,, V5, ..., V,} un conjunto de vectores con la propiedad de que el conjunto
{v;, v;} es lincalmente dependiente si i/ # j. Demuestre que cada vector del conjun-
to es multiplo de un solo vector en el conjunto.
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D51, Sean fy g en C'[0, 11. El wronskiano* de fy g se define por

_|fx) g(x)
O
Demuestre que si /'y g son linealmente dependientes, entonces W(f, g)(x) = 0
para toda x € [0, 1].
U 52. Determine una adecuada definicién del wronskiano de las funciones Sito s fuE
ce~v o, 13t

53. Supongase que u, v, w son linealmente independientes. Demuestre o refute: u +
v, u + w,y v + wson linealmente independientes.

W(f, g)(x)

54. ;Para qué valores reales ¢, los vectores (1 — ¢, 1 + ¢), (I + ¢, I - ¢) son linealmente
independientes?

55. Demuestre que los vectores (1, a, a?), (1, b, b?) y (1, ¢, ¢?) son linealmente inde-
pendientes sia # b, a #c y b # c.

4.5

Definicion 1

Combinacion lineal y generacion
de espacio

Combinacién lineal. Sean v, v,, ..., v, vectores en un espacio vectorial V. En-
tonces, toda expresion de la forma
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Ejemplo 3

En P,, todo polinomio puede ser expresado como combinacion lineal de los
“monomios’ 1, x, x?, ..., x".

Definicion 2

Generacion de un espacio vectorial, Los vectores vy, v,, ..., ¥, €N un espacio vec-
torial ¥ se dice que generan V, si todo vector en V puede expresarse como com-
binacion lineal de ellos. Esto es, para todo v € V, existen escalares a,, a,, ...,
a, tales que

V= aw b avat o a, @

avit+av,+- - +a,v, (1)
en donde ay, a,, ..., a, son escalares, se llama combinacion lineal de v,, v,,
o V.
~7 -1\ 5 -7
Ejemplo 1 EnR3{ 7] es una combinacién lineal de 2} y{-3jvaquel 7}=
7 4 1 7
-1 5
2t 29—-1-3
4 1
. -3 2 -1 0 4 01 -2 ’
Ejemplo 2 En M,;, ( 3 8)23( 11 )+2(A2 3 ~6)’ lo cual demuestra que

-1 9 3 5

(*3 2 8) es una combinacion lineal de (_i (1) :) Y de(

01—2)
-1 9 3 '

-2 3 -6

* Recibe este nombre en honor del matematico polaco Jozef Maria Hoene-Wronski (1778-1853).
Hoene-Wroniski vivié la mayor parte de su vida adulta en Francia. Trabajé en la teoria de determi-
nantes y fue conocido también por sus escritos criticos en la filosofia de las matematicas.

T CU=Y10, 1] es el conjunto de funciones cuyas (1 — 1)-ésimas derivadas estén definidas y son con-
tinuas en [0, 1].

. (1 . (0 2
Ejemplo 4 Vimos en la Seccién 3.1 que los vectores i = (O) yi= (1 generanR*. En la
1 0 0
. . o 3
Seccidén 3.3sevioquei ={0}Lj=1{1}y k=0 generan R".
0 0 1
De hecho, no es dificil obtener conjuntos de vectores que generen [R", co-
mo lo ilustra el siguiente teorema.
Teorema 1 Un conjunto de n vectores linealmente independientes en R" genera a R™
Aqq (30 A1n
Az Azp Azy
Demostracién Sea v, = ) , V= eV, = y
anl an2 aml
Xq
seav = | *2 | un vector en R". Debemos demostrar que existen escalares ¢,
Xn
Gy - .., C, tales que
V=CVi+H vyt + e, v,
Esto es,
X1 a1 (V) 1
Xo Aoy (e 2% aln
=c, ) +c, ) e, . (3)

x" anl anZ ann
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En (3), efectuamos las multiplicaciones, sumamos e igualamos componentes para

obtener un sistema de n ecuaciones en las n incdgnitas ¢, ¢,, ..., (o

a;i¢1 a0+ Tt dyC, =X

A21C1 T ap0C+ - +ay,c, =X,
“)
Gn1C1t a0+ ta,,c, =X,

Se expresa (4) como Ac = v, en donde

A1y Q1 " Ay Cy

A1 G 't Ay, &)
A == y Q=

anl a’nZ e avm cn

Pero el sistema (4) posee una solucién tinica si y sélo si det 4 # 0. Pero det 4 #

0 porque las columnas de A son linealmente independientes. (Todo esto es con-

secuencia del Teorema 4.4.6.) Asi pues, existe un solo vector ¢ que satisface
el sistema (4) y el teorema queda demostrado. B

Observacién. Este teorema no solo muestra que v puede ser expresado como una

combinacion lineal de los vectores linealmente independientes Vi, Vo, e, Y,

sino que esto solo es posible de una sola manera (ya que el vector solucion ¢
es unico).

2 1
Ejemplo 5 Los vectores (2, -1, 4), (1, 0,2) y 3, ~1, 5) generan R® pues [-1 0 —1|=
4 2

—1 # 0, asi que son linealmente independientes.

Examinaremos a continuacion brevemente conjuntos generadores de algu-
nos otros espacios.

Ejemplo 6 Del Ejemplo 3, se deduce que los monomios 1, x, x2, , X" generan P,.

" b 10 0 1 0 0 0 0 1
Genplo 7. Como( 1)=af g)+4(7 g)+efy () :
jemp omocd a00+b00+c10+d01vemosque00,

0 1 0 0 0 0
0o o/ \1 of y (O ]) generan M,,.
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Ejemplo 8

Sea P el espacio vectorial de los polinomios de cualquier grado. Entonces no
existe conjunto finito alguno que genere a P. Para ver esto, supongamos que

Pys Das -+ -» D SON polinomios. Sea p, el polinomio de mas alto orden en este
conjunto y sea N = deg p,. Entonces es claro que el polinomio p(x) = x"V*!
no puede ser escrito como combinacién lineal de py, py, ..., P

Definicion 3

Ahora se considerara otro modo de encontrar subespacios de un espacio vec-
torial V.

Espacio generado por un conjunto de vectores. Seanv,, v,, ...,
espacio vectorial V. El espacio generado por {v, v, ...,

v, h vectores €n un
v,} es el conjunto de

las combinaciones lineales de vy, v,, ..., v,. Esto es,
gen{vy, Vo, .., Vot ={vi v=avitavot e tav, (5)
donde a,, a,, ..., @, son escalares.
Teorema 2 FEl gen {v,, v, ..., V,} es un subespacio de V.
pemostracion  Es facil y se deja como ejercicio (vea Problema 16). &
Ejemplo 9 Sean v, = (2, -1, 4), v, = (4, 1, 6). Entonces H = gen{v,, v,} =

(viv = a2, -1,4) + a4, 1, 6)}. ;A qué se parece H? Siv = (x,7,2) €H,
entonces x = 2a, + 4a,, y = —a, + a,, y 2 = 4a, + 6a,. Si consideramos que
(x, y, 2) es fijo, entonces estas ecuaciones pueden verse Como un sistema de tres
ecuaciones en dos incognitas a,, @,. Se resuelve el sistema en la forma usual:

-1 1]y 1 =1} -y a2 (1 -1 -y
M (=1) A LD
2 41 x) —— 12 4 x| 2510 6|x+2y
4 6|z 4 6 z 0 10 |z+4y
-1 -y A, (1 0 x/6—2y/3
M, (3 55(—10)
MO 0 1| mr2ye) 280 1 x/6+y/3
0 10 z+4y 0 0 1-5x/3+2y/3+z

Del Capitulo 1, vemos que ¢l sistema posee solucion si —5x/3 + 2y/3 + z =
0; o, multiplicando por =3, si

5x—2y—3z=0 (6)

Pero la Ecuacién (6) es la ecuacion de un plano en R® que pasa por el origen.
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El ultimo ejemplo puede ser generalizado para demostrar el hecho interesan-
te que sigue:

El espacio generado por dos vectores no nulos en R®y que
no sean paralelos es un plano que pasa por el origen.

Para una demostracion sugerida, véanse los Problemas 19 y 20.

Es posible dar una interpretacion geométrica de este resultado. Considere-
mos los vectores de la Figura 4.1. Conocemos (de la Seccion 3.1) la interpreta-
cién geométrica de los vectores 2u, —u y u + v, por via de ejemplo. Usando
éstos se ve que cualquier otro vector en el plano de u y de v se puede obtener
como combinacion lineal de u y de v. La Figura 4.2 muestra cémo en cuatro
situaciones diferentes, un vector w ubicado en el plano de u y v puede ser escri-
to como ou + (v eligiendo apropiadamente los numeros a y (.

Figura 4.1

(a) (b (©)

Figura 4.2 (a)

(d)

;
L
i
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Concluiremos esta seccion citando un resultado tutil. Su demostracion no es
dificil y se deja como ejercicio (vea Problema 21).

Teorema 3 Sean los n + 1 vectores vy, Vo, ..., ¥y Vi, de D espacio vectorial V. Si vy,
V,, ..., V, generan ¥V, entonces Vi, Va, ... Vi Viuy también generan V. Esto
es, la ad1c10n de uno (o0 mds) vectores a un conjunto generador resulta en otro
conjunto generador.

Problemas 4.5
En los Problemas del 1 al 13 determinar si el conjunto de vectores dado genera
al espacio vectorial que se da.
IERZ'13 ZERl'lzjz
S P AV SEREEL 2
1 -1\ /5
3. En R%: ! 2 > 4. En R*: {2 2 2
CEn RE L, b s . En R°: , ,
3 3/ \3
i\ /o\ /0 N B\ 1\ /7
5, BEnR: {1}, 11440 6. En R {0}, {1, 111,843
i \1/ \1 1/ \2/ \1) \s
7. En R (1,-1,2), (1,1,2), 0,0, 1)
8. EnR* (1,-1,2), (-1,1,2), (0,0, 1)
9. En P,: 1-x3-x°
10. En P, 1-x,3-x%x
e ()G V6 oG )
n : R N
2 \o of\2 1/\0 0/\3 1
12. Bn M <l ()) (1 2> (4 ~1> (—2 5)
nMzt ;oo 0/\3 0/\e 0
13. En M (100)(010)(001)
. n . 5 5
2 0 0 0/ 0 0/ 00
(0 0 0)(0 0 0)(0 0 O)
1 0 00 1 0/\0 0 1
14. Demuestre que P, no puede ser generado por dos polinomios.
* 15. Si p;, Py, ..., P, geNeran P, entonces m = n + 1.
16. Demuestre que si u, v estan en gen {v, V2, .. -, v,}, entonces u + vy o también
lo estan. [Sugerencia: Utilizar la definicién de espacio generado para expresar u +
v y au como combinaciones lineales de vy, vy, ..., Vol
17. Demuestre que el conjunto infinito {1, x, x2, x3, ...} genera P, el espacio vecto-
rial de polinomios.
18. Considere que H es un espacio de V' que contiene a vy, v,, ..., v,. Demuestre que
gen{v,, v5, ..., v,} € H. Es decir, gen {V(, Vo, ..., ¥y} 68 el mds pequefio subes-
pacio de V que contiene a vy, Vo, ..., V.

19. Sean v, = (X, y1, 2) ¥ V2 = (X, V2, Z,) vectores en R>. Demuestre que si v, =
cv,, entonces gen {v,, v,} es una recta que pasa por el origen.
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% % 20. En el Problema 19, supdngase que v, y v, son independientes. Demuéstrese que . ‘

* 23. Sean {u,, u,, ..

H = gen{v,, v,} es un plano que pasa por el origen. ;Cual es la ecuacién de este
plano? [Sugerencia: Si (x, y, z) € H, escribav = a,v, + a,v, y encuentre una con-

dicién que relacione x, y y z de modo que el sistema 3 X 2 resultante tenga una
solucidn.]

21. Demuestre el Teorema 3. [Sugerencia: Siv € V, escriba v como combinacion lineal
de vy, Y55 ..., ¥,, V,uy, con el coeficiente de v, igual a cero.]
22. Demuestre que M,; puede ser generado por matrices invertibles.
by {vy, v5, ..., v,} 2n vectores en un espacio vectorial V.
Suponga que
Vi=aull+aptt s +agm,

V2= Ao Uy Hdynly+ o r - +as,u,

Vo =0y T Aot + 0 0 a0,
Demuestre que si

i1 Qiz " Qe
Qz; Gz " da,
#0

An1 Quz2 " Gpn

entonces gen {u, Uy, ..., B} = gen{vy, v,, ..., v,}.
24. Sea {v, v5, ..., v,} un conjunto linealmente independiente y supongase que v &

gen{v,, v,, ..., v,}. Demuestre que {v,, v,, ..., v,, v} es un conjunto linealmente
independiente.

25. Halle un conjunto de tres vectores linealmente independientes en R® que conten-

2 -1 '
ga los vectores 1) y( 3). [Sugerencia: Realice la obtencion de un vector v ¢

2 4
2 -1
gen 1L 3
2 4

26. Determine un conjunto de tres vectores linealmente independientes en P, tal que
contenga a los polinomios 1 — x2y 1 + x2.

4.6

* * -~
Base y dimension
Hemos visto que en R? es conveniente escribir los vectores en términos de los

. 1 . 0
vectores i = (0) vi= ( ) En R*® se expresan los vectores en funcion de

1
1 0 0

0}, {10 §0]. Ahora generalizaremos esta idea.
0/ \0/ \1

i
{

-
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Base. Un conjunto de vectores {v,, v,, ..., v,} forma una base para V si

., v,} es linealmente independiente.
., v,} genera V.

icqvy, vy, ..
ii- {Vl’ Vz, L
Hemos visto ya algunos ejemplos de bases. En el Teorema 4.5.1, por ejem-

plo, se vio que cualquier conjunto de n vectores linealmente independientes
en R", genera R". Asi pues,

Todo conjunto de n vectores linealmente independientes en R" es
una base en R™.

En R" definimos

1 0 0 0
1 0
0 0 i 0
€, , € = ,e3— P , € =
0 0 0 1

Como los términos e; son las columnas de la matriz identidad (cuyo determi-
nante es 1), entonces {e,, €, ..., €,} es linealmente independiente y, por tan-
to, constituye una base en R". Esta entidad especial se llama base candnica
en R". Encontraremos ahora bases para otros espacios.

Ejempio 1

Por el Ejemplo 4.4.8, los polinomios 1, x, x2, x* son linealmente independien-
tes en P,. Por el Ejemplo 4.5.3, estos polinomios generan P;. Asi pues,
{1, x, x2, x3} es una base de P;. En general, los monomios {1, x, x2,x3, ..., x"}
constituyen una base de P,. A ésta se le llama base candnica de P,.

Ejemplo 2

10 0 1 0 0 0 0
Se vio en el Ejemplo 4.5.7, que <0 0>, 0 0/ o) Yo g gene-

. 1 0 0 1 0 0 (VI 0 0
ran M,,. Si cl<0 O)+CZ(O 0>+c3(1 0)+c4(0 1):(0 O,enton—

ces, obviamente, ¢, = ¢, = ¢; = ¢; = 0. As{ pues, éstas cuatro matrices son
linealmente independientes y forman una base de M,,, que recibe el nombre
de base canonica de M,y,.

Ejemplo 3 Encontrar una base para el conjunto de vectores en el plano

X
=4ty 2x—y+3z=0
z
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Solucion  En el Ejemplo 4.2.6 vimos que = es un espacio vectorial. Para encontrar una

X\
base, nétese que si x y z se eligen arbitrariamente y y Jem, entonces y =

z
x
2x + 3z. Asi que los vectores en 7 son de la forma | 2x+3z}. Como x y z
son arbitrarios, elegimos algunos valores simples para ellog. Tomando x = 1,
1 0
z = 0, obtenemos v, ={ 2 |; y tomando x = 0,z = 1, obtenemos v, = { 3
0 1
X 1 0
Entonces § 2x+3z|=x{2}+2{ 3 ). De manera que {v,, v,} generan 7 y, co-
z 0 1

mo obviamente son linealmente independientes (porque no son multiplos el uno
del otro) forman una base de .

Teorema 1

Demostracion

Sivy, v, ..., v, forman una base de V, entonces cualquier otro vector v €
V puede ser escrito v = ¢,v, + ¢,v, + + ¢,v,. (Puede ser escrito lo an-
terior de otra manera como combinacién lineal de las v;? La respuesta es no.
(Vea la observacién que sigue a la demostracién del Teorema 4.5.1 para el
caso V = R")

Si{v;, ¥, ..., V,}esunabasede Vysiv e V, entonces existe un conjunto
unico de escalares ¢, ¢,, ..., c, tales que v = ¢\v; + GV, + ... + ¢V,
Al menos existe un conjunto tal de escalares, puesto que {v,, v,, ..., v,} ge-

nera a V. Supongamos que v puede ser expresado de dos modos como combi-
nacion lineal de los vectores de base. Esto es, supdngase que

VECVitovt e v, =divitdvat+ o +dy,

Entonces, restando, obtenemos la ecuacién
(c, —dy)v, +(C2_d2)V2+ v +(Cn - dn)vn =0

Ahora, como los términos v; son linealmente independientes, esta ecuacidn s6-

lo puede satisfacerse sic, — d, = G—dy= " =c,~d, = 0. Asi pues, ¢ =

d, ¢, =4d, ...,c, = d, yel teorema queda demostrado. B

Hemos visto que los espacios vectoriales pueden tener muchas bases. Surge
naturalmente una pregunta: ; Tienen todas las bases el mismo nimero de vec-
tores? En R®, Ia respuesta es, ciertamente, si. Para ver esto, nétese que cua-
lesquiera tres vectores linealmente independientes de R® forman una base.
Menos de tres vectores no pueden formar una base, pues como vimos en la Sec-
cién 4.5, el espacio generado por dos vectores de R’ linealmente independien-
tes, es un plano en R®> —y un plano no es todo R>. Similarmente, un conjunto

Teorema 2

Demostracion*
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de cuatro o mas vectores en R> no puede ser linealmente independiente., pues
si los primeros tres vectores del conjunto fuesen linealmente independientes,
formarian una base, y asi todos los demds vectores podrian ser expresadqs co-
mo combinacién lineal de ellos. De modo que todas las bases en R’ contleqen
tres vectores. El teorema siguiente dice que la pregunta formulada con anterio-
ridad tiene por respuesta s/ para todos los espacios vectoriales.

Si{u;, uy ..., w,}y{vy, v, ..., v,} son bases del espacio vectorial V, enton-
ces m = n; esto es, cualesquiera dos bases en un espacio vectorial V' poseen
el mismo nimero de vectores.

Sean S, = {u;, ..., u,}yS, = {v,, ..., v,} dos bases de' V. Debemos demos-
trar que m = n. Se realizara lo anterior probando que si m > _n,’ en?onces M
es un conjunto linealmente dependiente, lo cual contradice la hlpgltems de: que
S, es una base. Esto prueba que m = n. La misma demostracion hara ver
que n < m, y esto corrobora el teorema. Asi pues, basta demostrar que si

m > n entonces S, es linealmente dependiente. Como §; es una bage, pode-
mos escribir cada w, como combinacion lineal de los términos v;. Se tiene que

Wy = AVt apvyt e +ag,v,
Wy = A2V, Ft v+ + A2,V

(1)
llm = amlvl +am2v2+ e +amnvn
Para demostrar que S, es dependiente, hay que encontrar escalares ¢, ¢,, ...,
¢ MO todos cero, tales que
cuy ot s+, =0 (2

Sustituyendo (1) en (2),
ci(@y vitapv,+ - + 01,V + Co(Ar Vi F Az ¥+ +a5,¥,)
+ '+Cm(am1v1+am2v2+' ' .+amnvn>:0 (3)
que puede expresarse como
(ayc Ayt F 0 GV (a0 FanC+ 0 + A2 € ) V2
+ o (A0 F AonCot T A )V =0 4)
Puesto que v,, V5, ..., ¥, son linealmente independientes debemos tener que
(116 T Az G+ 0+ G Cp =0
G161+ ApCoF QG =0

(5

A1nCyF AgnCot * A€y =0

* Esta demostracion se da para espacios vectoriales con bases que contienen un numero finito
de vectores. También tratamos los escalares como si fuesen numeros reales. Sin embargo, la de-
mostracion sirve también en el caso complejo.
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Definicién 2

Notacién

El sistema (5) es uno homogéneo de n ecuaciones en m incégnitas ¢,, c,, . . .,
¢, Y como m > n, el Teorema 1.7.1, expresa que el sisterna posee un nime-
ro infinito de soluciones. En consecuencia, existen escalares ¢, c,, ..., c, N0
todos cero, tales que se satisface (2), y por tanto, S, es dependiente. Esta con-
tradiccion demuestra que m < n, y que al intercambiar los papeles de §, y de
S,, es posible demostrar que # < m y la demostraciéon queda completa. B

Con este teorema estamos en condiciones de definir uno de los conceptos cen-
trales del dlgebra lineal.

Dimension. Si el espacio vectorial V posee una base finita, la dimension de V
es el numero de vectores en la base, y ¥ se llama espacio vectorial de dimension
Jinita. De otra manera, ¥ se denomina espacio vectorial de dimension infinita.
Si ¥V = {0}, entonces V se dice que es de dimension cero.

Se simboliza la dimensién de ¥ como dim V.

Observacion. No hemos demostrado que todo espacio vectorial posee una ba-
se. Esta dificil demostracién aparece en la Seccién 4.12. No necesitamos este
hecho para que tenga sentido la Definicion 2, pues si V tiene una base finita,
entonces ¥ es finito-dimensional. En caso contrario, ¥ es de dimensién infi-
nita. Asi pues, para demostrar que ¥ es de dimensién infinita, sélo basta pro-
bar que ¥ no posee una base finita. Es posible lograr esto demostrando que
V contiene un nimero infinito de vectores linealmente independientes (ver el
Ejemplo 7 mas adelante). No es necesario constituir una base infinita para V.

Ejemplo 4

Como n vectores linealmente independientes de R" constituyen una base,

dimR"=n

Ejemplo 5

Por el Ejemplo 1 y el Problema 4.4.47, los polinomios {1, x, x, ..., x"} cons-
tituyen una base de P,. Asi pues dimP, = n + 1.

Ejemplo 6

En M,,, sea A;la matriz de m X n con el valor 1 en la posicién ij, v con el
valor cero en las demds posiciones. Es facil demostrar que Ajparai = 1,2,
~omyj=1,2, ..., n forman una base de M,,,. Asi pues, dim M,,, = mn.

Ejemplo 7

En el Ejemplo 4.5.8, se vio que P no es generado por un conjunto finito de
polinomios. Por lo mismo, P no posee una base finita y es, por lo tanto, un
espacio vectorial de dimensién infinita.

Existen algunos teoremas que expresan algo acerca de la dimensién de un
espacio vectorial.

Teorema 3

Demostracion

Teorema 4

Demostracion
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Supéngase que dim ¥ = n. Si uy, u,, ..., U, es un conjunto de m vectores li-
nealmente independientes en V, entonces m < n.

Sea v,, v, ..., v, una base de V. Si m > n, entonces, como en la demostra-
cion del Teorema 2, podemos encontrar constantes ¢, ¢, .. ., Cy, N0 todas nu-
las, tales que se satisface la Ecuacion (2). Esto contradiria la independencia lineal
de los términos u,. Asi pues, m < n. @

Sea H un subespacio del espacio vectorial ¥ de dimension finito. Entonces H
es finito-dimensional y

dim H=<dim V (6)

Sea dim V = n. Cualquier conjunto de vectores en H linealmente independien-
te, lo es también en V. Por el Teorema 3, cualquier conjunto linealmente in.d’e-
pendiente en H, cuando mds, contiene # vectores. Asi pues, H es de dimensién
finita. M4s ain, como una base en H es un conjunto linealmente independien-
te, se veque dimH < n. &

El Teorema 4 tiene interesantes consecuencias. Dos de ellas se presentan a
continuacion.

O Ejemplo 8

Sea P[0, 1] el conjunto de polinomios sobre el intervalo [0, 1]. Entonces
Pl0, 1] C C[0, 1]. Si C[0, 1] fuese finito-dimensional, también lo seria P[0, 1].
Por el Ejemplo 7, esto no es asi. Por tanto, C[0, 1] es de dimensién infinita.
Similarmente, como P[0, 1] C C’[0, 1] (va que todo polinomio es diferencia-
ble) entonces también C'[0, 1] es infinito-dimensional. En general:

Todo espacio vectorial que contiene un subespacio de dimension
infinita es de dimension infinita.

Ejemplo 9

Podemos utilizar el Teorema 4 para hallar fodos los subespacios de R’. Sea
H un subespacio de R*. Existen cuatro posibilidades: H = {0}; dimH = 1,
dim H = 2ydimH = 3.Sidim H = 3, entonces H contiene una base de tres
vectores v,, v,, ¥, linealmente independientes en R?. Pero entonces vy, vz, V3
forman una base de R®. Asi que H = gen{v,, v,, v;} = R’. De aqui que la
Unica forma de conseguir un subespacio propio de R’ es considerar que
dimH = 1 o quedimH = 2. Sidim H = 1, entonces H posee una base con
un solo vector v = (g, b, ¢). Sea x € H. Entonces x = f{a, b, ¢) para algin
ntimero real 7{pues (@, b, ¢) genera H). Six = (x, y, z), entonces x = ai, y =
bt, z = ct. Bsto representa la ecuacion de una recta en R? que pasa por el ori-
gen y tiene un vector direccional (g, b, ¢).
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Supongamos a'hora quedimH = 2yseav, = (a, b, c)yv, = (a3, by, ;)
una base de H. Six = (x, y, 2) ¢ H, entonces existen numeros reales s, ¢ tales
que X = sV, + 1V, 0 bien (x, y, 2) = s(a,, b, ¢,) + t(a,y, b,, ¢;). Por tanto

X =sa,;+ta,
y =sb,+1tb, 7
Z=8C +1c,

Seav; = (a, 8, 7) = v, X v,. Por el Teorema 3.4.2, parte (vi), tenemos que
v; - v, = 0yquev; - v, = 0. Ahora determinese

ax+By+vyz =a(sa,+ta,)+ B(sb, +1th,) +y(sc, + tc,)
=(aa,+Bb, + yei)s +(aay + Bb, + ye,)t
=(v5 " vy)s + (V3 )t =0

Asi que si (x, y, z) € H, entonces ax + 8y + vz = 0, lo cual demuestra que

H es un plano que pasa por el origen y tiene un vector normal v, = v, X v,.
Hemos demostrado que

Los inicos subespacios propios de R® son conjuntos de vectores
sobre rectas y sobre planos que pasan por el origen.

Ejemplo 10

Sea A unamatrizde m X nysea$ = {x € R"; Ax = 0}. Seanx;, € Syx, e
S; entonces, AX + X)) = Ax; + A%, = 0+ 0 = 0 y A(ax)) = a(dx)) =
ol = 0, asi que S es un subespacio de R” ydim § = n; S se denomina espa-

cio solucién del sistema homogéneo Ax = 0. También recibe el nombre de nu-
cleo (o kernel o espacio nulo).

Ejemplo 11

Solucién

Enco'ntrar una base (y su dimensién) del espacio solucién § del sistema ho-
mogéneo

X+2y—2z=0
2x = y+32=0

Aqui A —( 2 -1
q = 1 3). Como 4 es una matrizde 2 x 3, S es un subespacio

3 .
de R*. Reduciendo, encontramos, en forma sucesiva,

(1 2 -1 rO) A (-1 (l 2 ~-110
————

2 -1 310 0 -5 5 O>

M,(=y) (1 2 -1 ]0> A, - (1 0 110
—re A
0 1 =110 (0 1 -1 l0>
E —Z

ntonces y = zyx = —z, asi que todas las soluciones son de la forma AR
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1}esunabasede Sydim$S = 1. Nétese que S es el conjunto

1
de vectores sobre larectax = —t,y = ¢,z = L.

De modo que

Ejemplo 12

Solucion

Encontrar una base para el espacio solucion S del sistema
2x— y+3z=0
4x—-2y+62z=0

—6x+3y—9z=0

Reduciendo por filas o renglones igual que antes, resulta

2 -1 310\ a2 /2 -1 3]0
4 -2 6l0)—2=2500 o0 0]0
-6 3 -910 0 0 0lo

lo cual da la ecuacion tnica 2x —y + 3z = 0. S es un plano, y por el Ejemplo
1 0

3, una base estd dadapor{2 ) y {3

0 1
demostrado que toda solucion al sistema homogéneo puede escribirse como

1 0
cig2)+cyd3
0 1
Por ejemplo, si ¢, = 2y ¢, = —3, resulta la solucién
1 0 2 0 2
x=2121-313 ={4]+{-9)={-5
0 1 0, -3 -3

, asi que dim S = 2. Nétese que se ha

Teorema 5

Demostracion

Antes de terminar con esta seccién, demostraremos un resultado muy util
para encontrar bases en un espacio vectorial arbitrario. Hemos visto que n vec-
tores de R" linealmente independientes forman una base de R". Esto es cierto
para cualquier espacio vectorial de dimension finita.

Cualesquiera 7 vectores linealmente independientes en un espacio vectorial V'
de dimensién #, constituyen una base.

Sean v,, V3, ..., ¥, los n vectores. Si generan V son una base. Si no lo hacen,

entonces existe un vector u € Vtal que u & gen{v,, v,, ..., v,}. Esto signifi-
ca que los n + 1 vectores v;, V5, ..., V,, u son linealmente independientes. Pa-

ra ver esto nétese que si
CV i+ Vot s H eVt u=0 8)

entonces c,,, = 0, pues si no fuese asi, u podria escribirse como combinacion
lineal de vy, v,, ..., v, al dividir entre c,,, y poner todos los términos de la
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suma, excepto u, al lado derecho de la ecuacion. Pero si ¢, = 0, entonces
(8) es
CV oVt s TGV =0

lo cual significaquec, = ¢, =~ =6 = 0 puesto que los términos v; son
linealmente independientes. Ahora, sea W = gen {vy, ¥y - o Vs u}. Entonces
como todos los vectores puestos entre las llaves estén_ en V, se tlepe que W.es un
subespacio de V. Como vy, V5, ..., ¥y U son linealmente mdependlentis
forman una base para W. Asi pues, dim W=n+ '1. Por el Teorema 4,
dim W < n. Esta contradiccién demuestra que no existeu e V ta}l que tl &
geni{v,, vy .. -, v,}. Asipues, v, V5, ..., ¥V, generan todo ¥y constituyen una
base de V. &

Problemas 4.6

En los Problemas del 1 al 10, determine si el conjunto de vectores dado es una
base del espacio vectorial correspondiente. _
o —=3x, 1+x7,x"—

. Py 1-x%x 2. En P;: ) X ‘

; ]é?l Pz' x?—1,x2=2,x"=3 4. Bn P,: 1,1+x1+x 1+x°
. 2- ) )

5. En Py: 3,x°—4x+6, x?
6.

s 316 300 016 )

(98]

7. En My, a 0 (0 b) (O 0>, (0 0>, en donde abed # 0
P ER MR g o) o 0/ \e 0/ \0 d

~1 0 (2 1 (~6 1) (7 *2) (0 1)
8. En M,,: ( 3 1), 1 4), 5 g/ \1 0/ \0 0

9, H={(x,y)eR: x+y=0}(1,-1)
10. H={(x,y)eR* x+y=0}(1,-1),(=3,3)
11. Halle una base en R’ para el conjunto de vectores en el plano 2x—y—2z=0.
12. Halle una base en R° para el conjunto de vectores en el plano 3x — 2y + 6z = 0.

13. Obtenga una base en R> para el conjurto de vectores en la recta x/2 = y/3 = z/4.

14. Obtenga una base en R> para el conjunto de vectores en larectax = 3t,y = —21,
z =t
. . 2 o
15. Demuestre que los Gnicos subespacios propios de R* son rectas que pasan por el
origen.

16. En R*, sea H = {(x, y, 2, w): ax + by + czA+ dw = 0}, en donde abed # 0.
a. Demuestre que H es un subespacio de R".
pb. Halle una base de H.
¢. ;Cual es la dimensién de H ?

% 17. En R, un hiperplano es un subespacio de dimensién n — 1. Si H es un hiperplano
en R", demuestre que

H={(x), x5 .- Xn): a X+ axx, CF GnXn =0}

en donde a,, @, ..., 4, SON ndmeros reales fijos, no todos iguales a cero.
b P

18. En R”, halle una base para el hiperplano

H = {(xy, X, X3, X4, Xs5)1 2X1— 3x, Xy AXy T X5 T 0}

|
é
|
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En los Problemas del 19 al 23, obtenga una base para el espacio solucicn del
sistema homogéneo indicado.

19. x— y=0 20. x-2y=0 2. x—-y—z=0
—2x+2y=0 3x+ y=0 2x—y+z=0
22. x=3y+ z=0 23. 2x—6y+4z=0
—2x+2y—=3z=0 —x+3y—2z2=0
4x-8y+5z=0 —3x+9y—62z=0

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

* 32.

33.

34.

* 36.

37.

38.

Determine una base para Dj, el espacio de las matrices diagonales de 3 x 3. ;Cudl
es dim D,?

(Cudl es dim D, el espacio de las matrices diagonales de n x n?

Sea S, el espacio vectorial de las matrices simétricas de 7 x n. Demuestre que S,
es un subespacio de M,, v que dim S,, = [n(n + 1)]/2.

Supdngase que v, v, ..., ¥, son vectores linealmente independientes de un espacio
vectorial V' de dimensién n, y m < n. Demuestre que el conjunto {v,, v,, ..., v,}
puede ser ampliado a una base de V. Esto es, que existen vectores v,, ., v,,,2, - - -,
v, tales que {v,, v,, ..., v,} forman una base. [Sugerencia: Ver la demostracién
del Teorema 5.]

Sea {v}, v, ..., v,} una base de V. Considérese que u; = v, i, = v, + v,, 0, =
Vi+ vy 4+ ¥y, ..., 0, =V, + v, + - + v, Demuestre que {u,, u,, ..., u,} tam-
bién es una base de V.

Pruebe que si {v, V5, ..., v,} genera a V, entonces dim ¥ < n. [Sugerencia: Utili-

ce el resultado del Problema 4.4.49.]

Sean H'y K subespacios de ¥ tales que # € Ky dim H = dim K < . Demuestre
que H = K.

Sean H y K subespacios de V'y definase H + K = th + k he Hyk ¢ K}
a. Pruebe que H + K es un subespacio de V.
b. Si HN K = {0}, entonces dim (4 + K) = dim & + dim K.

Si H es un subespacio del espacio vectorial finito-dimensional V, demuestre que
existe un subespacio tnico K'de Vtalque (@ HN K = {8}, B) H + K = V.

2 .
Demuestre que dos vectores v, y v, de R", con uno de sus extremos en el origen,
son colineales si y sélo si dim gen {v,, v,} = 1.

Demuestre que tres vectores v,, v, y v; en R’, con uno de sus extremos en el ori-
gen, son coplanares si y s6lo si dim gen {v,, v,, v;} < 2.

. Pruebe que cualesquiera 7 vectores que generan un espacio n-dimensional ¥ for-

man una base de V. [Sugerencia: Demuestre que si los # vectores no son linealmen-
te independientes, entonces dim V < #.]

Demuestre que todo subespacio de un espacio vectorial finito-dimensional posee
una base.

Encuentre dos bases para R* que contengan a los vectores (1,0, 1,0)y (0, 1, 0, 1),
y no tengan otros vectores en comun.

(Para qué valores del numero real @ constituyen una base de R3 los vectores
(,1,0, 1,0, a)y( + a, 1, a)?
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4.7 Rango, nulidad, espacio de

Definicion 1

renglones y espacio de columnas
de una matriz

En la Seccién 4.4 se present6 la nocién de independencia lineal. Demostramos
que si A es una matriz de n X n, entonces los renglones v las columnas de A4
forman conjuntos de vectores linealmente independientes si y sOlo si det A #
0. Sin embargo, sidet 4 = 0, 0si 4 no es cuadrada, entonces estos resultados
no dicen nada acerca del numero de renglones o columnas linealmente inde-
pendientes de A. En esta seccién subsanaremos esta omisidon. También se
demostrard como obtener una base para el espacio generado por un conjun-
to de vectores usando reduccion por filas o renglones.
Sea A una matrizde m X n, y

N, ={xeR"*: Ax=0} (1)

Como se vio en el Ejemplo 4.6.10, N, es un subespacio de R".

Niicleo (o kernel) y nulidad de una matriz. N, se llama niicleo (0 kernelyde A, y
al nimero v(A4) = dim N, se le denomina nulidad de A. Si N, contiene sélo
al vector cero, entonces v(A4) = 0. (N, se representa también por ker 4, o
bien, por nicl 4.)

Ejemplo 1 Sea A = (; f M;>.Entonces, como se vio en el Ejemplo 4.6.11, N, es-
ta generado por 11yv(Ad) = 1.
1
2 ~1 3
Ejempilo 2 Sea A = 4 -2 6 |. De manera que por el Ejemplo 4.6.12,
—6 3 -9
1 0
214,13 es una base de N, y »(4) = 2.
0 1
Teorema 1 Sea A una matriz de n X n. Entonces A4 es invertible si y sélo si »(A) = 0.
Demostracion  Por el Teorema Resumen [Teorema 4.4.6, partes (i) y (ii)], A es invertible si

y sOlo si el sistema homogéneo Ax = 0 posee solamente la solucidn trivial x =
0. De la Ecuacidn (1), esto significa que A es invertible si y sélo si N, = {0}.
Asi pues, A es invertible si y s6lo si »(4) = dim N, = 0. &

Definicion 2

Teorema 2

Demostracion

Definicion 3

Definicion 4
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Imagen (o espacio imagen) de una matriz.  Sea A una matriz de m X n. Entonces
la imagen de A, denotada por Imag A4, estd dada por

Imag A = {yeR™: Ax=y para xeR"} )

Sea A una matriz de m X n, entonces ImagA es un subespacio de R™.

Supongamos que y, y ¥, estdn en ImagA. Entonces existen vectores x,, X,
en R” tales que y, = 4x,, y, = Ax,. Por lo tanto,

Alax) = adx; =ay;, Yy  AX; + X)) =AX, + AX, =y, +y,
asi que ay, vy y; + ¥, estdn en Imag 4. Del Teorema 4.3.1, se sigue que

Imag A es un subespacio de R”. &

Rango de una matriz. Sea A una matriz de m x n. El rango de A, denotado por
p(A), estda dado por

p{(A) = dim Imag 4

Antes de exponer ¢jemplos, daremos dos definiciones y un teorema que faci-
litaran la determinacion del rango.*

Espacios de renglones y de columnas de una matriz. Si A es una matriz de m x n,
sean {r, r,, ..., r,} v {¢;, ¢, ..., ¢,} los conjuntos de renglones y de colum-
nas de A, respectivamente. Entonces se define que

R, = espacio de renglones de A = gen{r, r,, ..., I} (3)

C, = espacio de columnas de A = gen{c,, ¢, ..., ¢,} 4

Noétese que R, es un subespacio de R" y que C, lo es de R™.

Hemos introducido una gran cantidad de notaciones en estas tultimas partes.
Detengdmonos un momento a ilustrar estas ideas con un ejemplo.

* N. de R.T. En esta drea matematica, sobre todo, conviene tener presente siempre que el térmi-
no espafiol rango equivale exclusivamente a la palabra inglesa rank. La traduccion errénea del in-
glés range como ‘‘rango’’ causaria aqui una grave confusion. De modo que range = imagen (en
este campo matematico) y rank = rango.
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1 2 -1

Ejemplo 3 Sea A = (2 1 3

)4 Entonces A es una matriz de 2 x 3.
i. El kernel o micleo de A es N, = {x € R*: Ax = 0}. 'Como se vio en el

—1
Ejemplo 1, N, = gen [ 1
[\

ii. La nulidad de A es v(A) = dim N, = 1.
ili. La imagen de A es ImagA = {y e R*: Ax = yparaxe R%. Seay =

(} 1) en R* Entonces, siy € Imag A4, existe una x € R3 tal que Ax =y.

Y2 )
X4
Escribiendo x = | x, }, resulta
X3
12—y vy
(2 ~1 3) 2 _<y2)

o bien
Xy 4 2x; — X3 =y

2Xy — X5 + 3x3 = y,.

Reduciendo este sistema por filas, obtenemos

L2 =1y s (12 1 V1
2 -1 3 Va2 0 -5 5 YZ_Z/»I
10 1]y +2
12— BT s“ﬁ
My(—d ) Ay4(~2)
Y1 — )2 _
0 1 —1}——5 0 1 _1 _%yls Y2

Asi que si elegimos x; en forma arbitraria, resulta

Y+ 2}2
5

2y — ¥,
5

Xy = — X3+

x2=X3+

Esto es, para cada y = (y ‘) e R?, existe un numero infinito de vecto-
Y2/
res xe R? tales que Ax = y. Asi pues, Imag A = R% Nétese, por ejem-

2
plo, que si y = <‘3>, entonces, eligiendo x; = 0 (la eleccién mds

simple), tenemos
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_2HA=Y

oo 2t2 L= (- _

;
Y ooxp= 5

5

10
oG )= ()
2 -1 3 0 ~4 -3
iv. El rango de A es p(A4) = dimImag4 = dim R? = 2.
v. El espacio de renglones de A es R, = gen{(1, 2, —1), (2, —1, 3)}. Como
estos dos vectores son linealmente independientes, vemos que R, es un
subespacio bidimensional de R*. Del Ejemplo 4.6.9 observamos que R,

es un plano que pasa por el origen.
vi. El espacio de columnas de A es

SRR OLE I /E

va que (;) y ( f), siendo linealmente independientes, constituyen una

il

[LINEIIN

base de R

En el Ejemplo 3, podemos observar que Imag 4 = C, = R* y que dimR, =
dim C, = dimImagA4 = p(4) = 2. Esto no es una coincidencia.

Teorema 3 Si A es una matriz de m X n, entonces
i.C, = ImagA4
ii. dim R, = dim C, = dim ImagAd = p(4)
La demostracion de este teorema no es dificil, pero si laboriosa. La diferire-
mos hasta el final de la seccidn.
2 -1 3
Ejemplo 4 Obtener una base de Imag A y determinar el rangode 4 ={ 4 -2 6).
-6 3 -9
Solucion  Comor, = 2r, yr, = —3r,, vemos que p(A) = 1. Asi pues, cualquier colum-
/2
na de C, es una base de C, = Imag 4. Por ejemplo,] 4 §es una base de
—6
Imag A.

El siguiente teorema simplificard los calculos.
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Teorema 4

Demostracién

Si A es equivalente por filas o renglones (o por columnas) a B, entonces R, =
Ry, p(A) = p(B) y v(A) = »(B).

Recordamos de la Definicion 1.8.3, que 4 es equivalente a B por filas, si 4
puede ser “‘reducida’ a B por medio de operaciones elementales sobre filas.
La definicion relativa a ‘‘equivalente por columnas’’ es similar. Supongamos
que C es la matriz obtenida al efectuar una operacién por filas sobre A. De-
mostraremos primero que R, = R.. Como B se obtiene de 4 por medio de
varias operaciones de este tipo, nuestro primer resultado, aplicado varias ve-
ces, implicard que R, = R,.

Caso 1: Intercambio de dos renglones de 4. Entonces R, = R, porque los
renglones de 4 y de C son los mismos (5610 se escriben en un orden diferente).

Caso 2:  Multiplicacion del renglén i de A por ¢ # 0. Si los renglones de 4 son
{r, r, ..., 1, ..., 1}, entonces las filas de C son {r;, rp, ..., cr, ..., 1,}.
Obviamente, cr; = c(r) y r, = (1/¢)r,. Asi pues, cada renglén de C es un
multiplo de un renglén de A, y viceversa. Esto significa que cada renglén de
Cestd en el espacio generado por los renglones de A y viceversa. Tenemos que

RySR: v ResR,,asiqueR.=R,

€aso3: Multiplicacion de la fila i de 4 por ¢ # 0, y su suma a la fila J. Ahora
los renglones de C son {r, r,, ..., 1, ..., cr, + 1, ..., 1,}. Aqui

r;=(cr; +1;) — cr;

[
renglén j-ésimo renglon i-ésimo
de C de C

de modo que cada renglén puede ser escrito como combinacién lineal de los
renglones de C, y viceversa. Tenemos, como antes,

RySRc 'y Rc=R,asique Re=R,

Hemos demostrado que R, = R,. De donde p(R,) = p(R;). Finalmente, el
conjunto de soluciones de Ax = 0 no cambia ante operaciones elementales por
filas. En consecuencia, N, = N, asi que »(A4) = v(B). B

Ejemplo 5

Solucion

1 -1 3
Determinar el rango y el espacio de renglones de 4 = 2 0
-1 -3 1
Reducimos por filas para obtener una matriz mas simple:
1 -1 3N\ AL f1 -1 3
2 0 4| 2200 2
-1 -3 1 0 -4 4
M,(3) 1 -1 3 A, L(4) -1 3
/{0 1 -1 —— 1 -11=8B
0 -4 4 6 0 o
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Como B posee dos renglones independientes, p(B) = p(A)=2y
RA = gen {(19 - 1: 3)? (O> 19 _1)}

El Teorema 4 es 1til cuando queremos encontrar una base para el espacio
generado por un conjunto de vectores.

Ejemplo 6 Encontrar una base para el espacio generado por los vectores
1 -2 0 -2
v, = 21, v, = 0, vy = 41, y v,=|—4
-3 4 -2/ . 6
Solucién  Escribimos los vectores como los renglones de una matriz 4 y reducimos la ma-
triz a la forma escalonada por renglones. La matriz resultante tendra el mismo
espacio de renglones que 4.
1 2 -3 4L 1 2 =3
-2 0 4 4. [0 4 =2
0 4 -2 0 4 -2
-2 —4 6 0 0 0
1 2 =3 1 2 =3
Ay 3(—1) 0 4 —2 M%) 0 1 "%
0 0 0 0 0 0
00 0 \0 0 o0
1 0
Asi pues, una base para gen {v,, v,, v;, v,} es 21, 1. Por ejemplo,
-3 V%
-2 1 0
0)1=-21 2} +4{ 1
4 -3 -1
El siguiente teorema proporciona la relacién entre rango y nulidad.
Teorema 3 Sea A una matriz de m X 7. Entonces
p(A)+v(A)=n (5
Demostracion  Suponemos que k = p(A)y que las primeras k columnas de A son linealmente

independientes. Sea ¢; (/ > k) cualquier otra columna de 4. Debido a que ¢,
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¢, ..., ¢, forman una base de C,, se tiene para algunos escalares ¢, a,, .. .,
a :

€ = A€ T e+ ey _ 6)
Asi pues, sumando —a,¢,, —a,¢,, ..., —a,¢, en forma sucesiva a la /-ésima co-

lumna de 4, obtenemos una nueva matriz Bde m X n con p(B) = p(A4)y
v(B) = v(A) cuya columna i es §. Asi procedemos con todas las demds colum-
nas de 4 (excepto las primeras k) y resultarad la matriz

ay; Gy 4y 0 0 - 0
[P a22 e aZk 0 0 PN O

D= . . . .. . A
A (%) e Ak 0 O e 0

donde p(D) = p(A)y (D) = v(A). Con un posible rearreglo de los renglones
de D, es posible suponer que los primeros k renglones de D son independien-
tes. Luego se hace lo mismo con los renglones (esto es, sumar multiplos de las
primeras k filas a los tltimos m — k renglones) para obtener una nueva matriz:

A A, Gk 0O -+ 0
s Ayy """ Aoy 0 e e 0
F= Q1 Gn " G 0 --- 0
0 0 0 0 0
0 O PN 0 0 o e 0

en donde p(F) = p(A)y W(F) = »(A). Es obvio ahora que si i > k, entonces
Fe, = 0,* asi que E;, = {€,.,, €., - -, €} €5 un conjunto linealmente inde-
pendiente de n — k vectores en Ny. Ahora demostraremos que E, genera Np.
Sea el vector x € N con la forma

X1\
X2
Xk

Xy

* Recordemos que e, es el vector con un valor 1 en la posicién / y con valores cero en el resto
de las posiciones.
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De manera que
Q11X T AaXo+ 00 aeXx
Ar1 X1+ AppXy+ o+ Ay X

0
0
0=Fx= ak1x1¥ak2x2+--~+akkxk =1
0 .
: 0
0

El determinante de la matriz del sistema homogéneo de k X k descrito es dis-
tinto de cero, puesto que los renglones de esta matriz son linealmente indepen-
dientes. Asi que la tnica solucién al sistema es x; = x, = -+- = x, = 0. Por
lo tanto x posee la forma

0,0,...,0, X1, Xiss -+ 5 Xn) = Xier 181 T X2€i2t o F X8,

Lo anterior significa que E, genera a Ny de modo que »(F) = n—k = n—
p (F). Esto completa la demostracion. B

\ 1 2 -1
Ejemplo 7 Para A = (2 -1 3) calculamos (en los Ejemplos 1y 3) que p(4) = 2y
que v(A) = 1; esto ilustra que p(A) + v(4) = n(=3).

1 -1 3

Ejemplo 8 Evaluar v(A) para A={ 2 0 4

-1 -3 1

Solucisn  En el Ejemplo 5 encontramos que p(A) = 2. Asi que »(4) = 3 -2 = L

Teorema 6 Sea A una matriz de n X n. Entonces A es invertible si y sélo si p(A) = n.
Demostracion Por el Teorema 1, A es invertible si y s6lo si »(A4) = 0. Por el Teorema 5,

p(A) = n— v(A). Asi, A es invertible si y sélo sip(A) = n—~0=n. B

Ahora se mostrard la forma en que la nocién de rango puede utilizarse para
resolver sistemas de ecuaciones lineales. De nuevo, consideramos el sistema de
m ecuaciones en n incognitas

A Xy Fapx,tc o agx, = by
Ay Xy Fanx,+ - +a,.x,=b,

(8)

am1x1+am2x2+' ) '+amnxn = bm
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Teorema 7

Demostracion

el cual escribimos como Ax = b. Usamos el simbolo (A, b) para denotar la

matriz aumentada m X (n + 1) obtenida (como en la Seccion 1.6) al adjuntar
a A el vector b. ‘

Elsistema Ax = b posee al menos una solucién si ysblosib € C,. Esto ocu-
rrird si y solo si 4 y la matriz aumentada (A, b) poseen el mismo rango.

Siep, ¢, ..., ¢, s0n las columnas de 4, es posible expresar el sistema (8) como
X+ x84+ -+ x,¢,=b 9

El sistema (9) poseera una solucién (al menos) si y solo si b puede escribirse
como combinacidn lineal de las columnas de 4. Esto es, para que exista solu-
cién, hay que tener b € C 1+ Sib € C,, entonces (A4, b) posee el mismo ntime-
ro de columnas linealmente independientes que A, de modo que A y (4, b) son
el mismo rango. Sib ¢ C,, entonces p (4, b) = p(A) + 1y el sistema no tie-
ne solucidn. Esto completa la demostracion. ®

Ejemplo 9

Solucion

Determinar si el sistema
2x; + 4x;, + 6x; = 18

4x, + S5x, + 6x5 = 24

. 2x; + Tx, + 12x5; = 40
posee soluciones.

2 4 6
Sea 4 ={4 5 6 |. Reducimos por filas, para obtener, en forma su-
cesiva, 2 7 12

2

5

7

N 1 3 Ay 2(—4) 1 2 3
M) A15(—2)
4 6 | — {0 -3 —¢6
2 12 0 3 6
1 2 3\ 4=2 /1 o0 _1
My(~4) Ay 5(—3)
—> {0 1 2)— {0 1 2
0 3 6 00 0

Por tanto, p(4) = 2. Similarmente, reducimos (4, b) por filas y obtenemos

24 618 /12 3|9
4 5 624 ——>14 5 6|2
2 7 12140 2 7 12140
.‘4[.1{‘4) 1 2 3 9
A 3(~2)
0 -3 —6|—12
0 3 6l 2
12 3 9\ D 1 9 1 ]
My(—3%) Az 3(—3)
01 2/ 422> 1o1 2| 4
0 3 6122 00 0l10

=
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Es facil ver que las ultimas tres columnas de la ultima matriz son linealmente
independientes, de modo que p(4, b) = 3 y no hay soluciones para el sistema.

Ejemplo 10

Determinar si el sistema
X1~ X+ 2x,=4
2x1+tx,—3x3=-2
4x,—x,+ xX;3=6

posee soluciones.

1 -1 2
Solucion Sea A={2 1 —3). Entonces det 4 = 0, de manera que p(4) =< 3.
4 -1 1
Como la primera columna no es multiplo de la segunda, es claro que las prime-
ras dos columnas son linealmente independientes; asi pues, p(A) = 2. Para
calcular p(A4, b), reducimos por filas:
=1 2| 4 223/ -1 2 4
2 1 -3|-2}—40 3 -7{-10
4 -1 1 6 0 3 -71-10
Vemos que p(4, b) = 2 y existe una infinidad de soluciones del sistema. (Si
existiera solo una, se tendria que det 4 # 0.)
Los resultados de esta seccién permiten mejorar nuestro Teorema Resumen —
visto por ultimo en la Seccién 4.4, pagina 195.
Teorema 8 Teorema Resumen — Version 6. Sea A una matriz de n X n. Entonces son equi-

valentes los siguientes nueve enunciados. Esto es, si uno es cierto, todos los
demas se verifican.

i. A es invertible.
ii. La unica solucién del sistema homogéneo 4Ax = 0 es la solucion trivial
x = 0).

iii. El sistema Ax = b posee una dnica solucién para todo n-vector b.

iv. A es equivalente por filas a la matriz identidad I, de n X n.

v. A puede ser expresada como el producto de matrices elementales.

vi. Los renglones (y las columnas) de 4 son linealmente independientes.
vii. det 4 # 0. ‘
viii. »(A) = 0.

ix. p(A4) = n.

Ma4s atn, si alguno de los enunciados falla, entonces para cada vector b € R",
el sistema Ax = b posee una infinidad de soluciones o ninguna. Tendra una
infinidad de soluciones si y sélo si p(A)=p((A,b)).

Concluiremos esta seccion con una demostracion del Teorema 3.
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Demostracion
del Teorema 3*

Primero hay que probar que C, = Imag. 4. Como antes, sea e; el vector en '

R" con un 1 en la posicién j y cero en las demas posicionés. Escribimos A
en la forma ' '

a1 A4y2 R /37 S L P4

Az dp; MR 7T S 1 )
A= . .

aml amZ T amj Tt amn

Entonces Ae; es la j-ésima columna de 4. Asi pues, cada columna de A4 esta
en Imag 4, de modo que

C, < ImagA (10)

Sea {y;, ¥, ..., ¥,} una base de Imag 4. Examinemos un vector de ellos, el

¥;» por ejemplo. Por definicién de imagen existe un X; € R" tal que y, = 4x,.

Pero {e;, e,, ..., e,} es una base de R", asi que existen constantes c,, c,, ...,
c, tales que

X, =ci8;+tce,+ 0 +ee, an

Entonces,
Vi =Ax, = A(cie+ce,+ - +c.e,)=c,Ae, +c,Ae, + - - +cAe, (12)

Pero Ae; es la j-ésima columna de 4, de modo que (12) muestra que y, puede
€xpresarse como combinacién lineal de las columnas de 4. Por consiguiente,

cada vector base en Imag 4 est4 en el espacio de columnas C, de A4, de for-
ma que

Imag A= C, (13)

Combinando (10) y (13), vemos que ImagA = C,. Para completar la demos-
tracion, hay que probar que si R, denota al espacio de renglones de 4, enton-
ces dim R, = dim C,. Denotamos los renglones de 4 porr, r,, ..., 1,y sea
k = dim R,. Sea también S = {si> 2, ..., 5} una base de R,. Entonces, to-
do vector renglon de 4 puede expresarse como combinacion lineal de los vec-
tores en §, y tenemos, para algunas constantes a;, que:

rl Zallsl+a12S2+ v +a1ksk
By = 018 T 0ppSy+ * + ' 4 0y S ) (14)
T S p181 QoS+ o+ a s,

Ahora, la componente j de r; es a;. Si ahora igualamos las componentes j de
ambos miembros de (14),

A1 = @118+ 08+ Sy

Qo) = 0181 F QppSa;+ * * 0 Fay sy

Amj 7 Q1815+ QS+ 00 0+ A Sy

* Si el tiempo lo permite.
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o bien
Ay g Ay Qpp
] o3} [Lo)) ok
=$y; . + 5o .
Fotsgl (15)
Apnj ®m1 L) (o %
Ay
; Qi | pri
Aquis; = (s;, Sz, - .., 5;,). Sea o el vector . Entonces, como el pri-

Qi

mer miembro de (15) es la columna j de A4, es posible escribir cada columna
de A como combinacion lineal de a;, e, . . ., a, lo cual significa que @y, o,
.., @y generan C, y que

dim C, =k =dim R, (16)

Pero la Ecuacién (16) se satisface para cualquier matriz A. En particular, se
satisface para A". Pero C,, = R,y R, = C,. Por tanto, de (16), dim C,, =
dim R, , tenemos

dim R, =dim Cy4. amn

Combinando (16) y (17) se completa la demostracion. B

Problemas 4.7

En los Problemas del 1 al 15, obtenga el rango y la nulidad de la matriz indicada.

1 (1 2) ) (1 -1 2) 3 (—1 3 2)
“\3 4 "3 1 o0 V2 -6 -4
1 -1 2 1 -1 2 -1 2 1
3 1 4) 5. (3 1 4) 6. ( 2 -4 ——2)

-1 0 4 5 -1 8 -3 6 3

1 -1 2 3
0 1 4 3) 9.
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-1 -1 0 o0 3 0 o
13. 0 023 14 (000) 15 (égi)
4 0 -2 1 : :
3 -1 0 4 006 006

En los Problemas 16 a 22, obtenga una base para la imagen (o espacio imagen)
y el niicleo (o kernel) de la matriz indicada.

16. La matriz del Problema 2. 17. La matriz del Problema 5.

18. La matriz del Problema 6. 19. La matriz del Problema 8.

20. La matriz del Problema 11. 21. La matriz del Problema 12.

22. La matriz del Problema 13.

En los Problemas del 23 al 26 halle una base para el espacio generado por el
conjunto dado de vectores.

1\ /2\ /-1
2.0 a1l 3
-2/ \2/ \-4

24. (1, -2,3),(2, —1,4),(3, —=3,3),(2,1,0)

25. (1, =L 1, =1),(2,0,0, 1), (4, —2, 2, D, (7, =33 -1
1 0 1
0 _

2. 1 2
1
0

=)
~_ NN O

1

En los Problemas del 27 al 30 utilice el Teorema 7 bara determinar si el sistema
indicado posee soluciones.

27, xXitx,— x,=7 28, xitx— x3=7
4x,~x,+5x,=4 4x,~x,+5x;=4
6x;+x,+3x, =20 6x,+x,+3x,=18

29, X1 —2x4 x5+ x,= 2 30, x;—2x,+ x5+ x,= 2
3x,; +2x;-2x,=-8 3x, +2x3—2x,=—

4%~ X3— x,= 1 4%~ X3— x,= 1
5x; +3x3~ x,=-3 5x, +3x3— x,= 0

31. Demostrar que el rango de una matriz diagonal es igual al nimero de componentes
no nulas en la diagonal.

32. Sea A unamatrizden x n triangular superjor con ceros en la diagonal. Demuestre
que p(A)<n.

33. Demuestre que para cualquier matriz A, p(A)=p(AY).

34. Demuestre que si 4 es una matriz de m X n y m < n, entonces, (a) p(4) < m
y®)v(4) = n—-m.

35. Sea A unamatrizde m X nysean B y C matrices invertiblesde m x myden x n,
respectivamente. Demuestre que p(A)=p(BA)=p(AC). Estoes, el multiplicar
una matriz por una matriz invertible, no altera su rango.

36. Sean Ay Bmatricesde m X n yn X p, respectivamente. Demuestre que p(AB) <
min (p(A), p(B)).
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37. Sea A una matriz de 5 X 7 con rango 5. Demuestre que el sistema lineal Ax =
b posee al menos una solucién para cada vector-5b.

* 38. Sean A y B matrices de m X n. Demuestre que si p(4) = p(B), entonces existen

matrices invertibles C y D tales que B = CAD.
39. SiB = CAD, en donde Cy D son invertibles, entonces pruebe que p(A)=p(B).
40. Suponiendo que cualesquiera & renglones de A son linealmente independientes, mien-

tras que cualesquiera k¥ + 1 renglones de A4 no lo son, pruebe entonces que p(A4) =
k.

41. Si A es una matrizde n X n, demuestre que p(A4) < nsiy sélo si existe un vector
xe R talquex#0y Ax = 0.

42. Sea A una matriz de m X n. Sipara caday € R™ existe x € R" tal que Ax =
¥, demuestre que p(A)=m.

4.8

Definicion 1

Rango y determinantes de
submatrices (opcional)

En esta seccion mostraremos cémo puede ser evaluado el rango de una matriz
mediante el calculo de ciertos determinantes.

Submatriz cuadrada de orden k. Sea A una matriz de m X n. La matriz obtenida
como la interseccion de & renglones y k& columnas de A se llama submatriz cua-
drada de orden k de A.

Ejemplo 1

Sea
1 3 -2 6
A=13 1 6 2
4 1 5 2

i. Cada componente de 4 es una submatriz cuadrada de orden 1 de A.
ii. La interseccién de los renglones 1 y 3 y las columnas 3 y 4 es una subma-
triz cuadrada de orden 2:
-2 6
(5 2)

Existen dieciocho submatrices de orden 2. Otras dos son

Gy G

renglones 1y 2 renglones 1 y 3
columnas 1y 2 columnas 2 y 4
iii. Existen cuatro submatrices cuadradas de orden 3. Estas son
13 =2 1 3 6 1 =2 6 3 =2 6
31 61, 3 1 24, 3 6 21, vy 1 6 2
4 1 5 4 1 2 4 5 2 1 5 2
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Definicion 2

Subdeterminante de ordenk, Sea A una matriz de m X n. Un subdeterminante
de orden k de A es el determinante de una submatriz cuadrada de orden k de 4.

Ejemplo 2

Sea
1 3 -2 6
A=13 1 6 2
4 1 5 2
i. Cada componente de 4 es un subdeterminante de orden 1.
ii. Tres subdeterminantes de orden 2 son:
-2 6
5 2

[1 3
3.1

iii. Dos subdeterminantes de orden 3 son:
1 3 -2 3 =2
31 6 =28 y 1 6
4 1 5 1 5

3 6
12

= —34,

_ sy J ‘:o
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Demostracién  Supongamos que p(A) = r. Entonces, por el Teorema 1, 4 posee un subdeter-
minante no nulo de orden r. Sea E una submatriz cuadrada de A de orden
(r + 1. Asi, det E = 0, pues entonces tendriamos que p(A4) = k. + 1 porel
Teorema 1. Reciprocamente, supdngase que A posee una submatriz cua‘drada
E, de orden r, tal que det E # 0 y que ademads es cero todo subdeterminante
de orden r + 1. Por el Teorema 1 de nuevo, p(A) = r, pero p(4) < r + 1
pues si suponemos que p(A) = r + 1, entonces A posee un subdeterminante
no nulo de orden r + 1, en contradiccidn con la hipotesis. Asi pues, p(A) =
k, y el teorema queda demostrado. &

Teorema 1

Demostracion

Teorema 2

Sea A una matriz de m X #. Entonces

p(A) > k
si y s6lo si A posee un subdeterminante no nulo de orden .

Supongamos que p(A) = k. Del Teorema 4.7.3 sabemos que
dim R, = dim C, = dim Imag A = p(4) > k

Asi pues, 4 posee al menos k renglones independientes. Sea B una matriz de
k X n cuyos renglones son k renglones de A linealmente independientes. En-
tonces k = p(B) = dim Cy; esto es, B tiene k columnas linealmente indepen-
dientes. Si E es la matriz de k x & cuyas columnas son k columnas linealmente
independientes de B, entonces E es una submatriz de 4 de orden k. Como las
columnas de E son linealmente independientes, entonces det £ # 0. Hemos de-
mostrado que A posee un subdeterminante de orden k distinto de cero.

Supongase ahora que A posee un subdeterminante no nulo de orden k; esto
es, que A4 tiene una submatriz cuadrada E de orden k tal que det £ # 0. Enton-
ces los renglones de E son linealmente independientes. Cada uno de los renglo-
nes de E estd contenido en un renglén de A. Asi, los reénglones correspondientes
de A son linealmente independientes. Como A tiene al menos k renglones li-
nealmente independientes, concluimos que p(A) = k. &

Sea 4 una matriz de m X n, entonces,

p(A) = r > 0siy sélo si A posee al menos un subdeterminante no nulo
de orden r y cada subdeterminante de orden r + 1 es cero.

Ejemplo 3 Usar el Teorema 2 para encontrar el rango de cada matriz.

12 3 o2 -1 4
@a=| 2 4 6 bA={3 1 5 2
-3 —6 -9 I =3 7 -6

Solucién  (a) A posee nueve subdeterminantes de orden 1. Los nueve subdeterminantes
de A de orden 2 son:

Uo2)_to3)_j2 3|t 2| ! 3‘212 3]

]2 4'22 6| |4 6| |-3 —6 -3 -9 -6 -9
2 4 | 2 6:|4 6=0

-3 6|7 |=3 -9 |-6 -9

Asi pues p(A) = 1.

(b) ll ? = —5%0. De modo que p(A4) = 2. Pero
_ 4 Verificar esto
2 1] |1 2 4 2 1 Y
3 70 1 =3 —6| =3 7 —¢

En consecuencia, p(4) = 2.

Problemas 4.8

En los Problemas del 1 al 10, utilizar el Teorema 2 para determinar el rango

de la matriz indicada.
1 0 6 1 0 2
3. 4.
<2 ~1 1) (3 0 6

JEENE

1 o 2 10 2 13 -1 4
5.3 1 4 6.3 1 4 7.42 1 41
110 11 1 1o 23
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13 -1 4

T 21 1 21

8.1 21 4 1 2 —1 4 2 ~1 4
9. 10.

-1 2 -5 3 4 3 6 4 3 6

2 52 7 4 4

11. Sea A una matrizde m x n y supdéngase que todo subdeterminante de orden k es
cero. Demuestre que todo subdeterminante de orden k£ + 1 es cero.

4.9

Cambio de base

En R?se formuld cualquier vector en términos de la base estdndar (o candni-

0
ca)i = (g) i = (1 ) En R" ya definimos la base estandar {e, e ..., e},

y en P,, la base estandar con {1, x, x2, ..., x"}. Estas bases son las mas usa-

das puesto que es muy fAcil trabajar con ellas. Sin embargo, en ciertas ocasio-

nes son convenientes otras bases. Obviamente, existen muchas bases que
podemos escoger puesto que en un espacio vectorial de dimensidn #, cualquier
conjunto de n vectores linealmente independientes forma una base. En esta sec-
cién veremos como cambiar de una base a otra calculando cierta matriz.

. . 1 0
Empezamos con un ejemplo muy simple. Sean u = 0 yu,= E Entonces

-1
B, = {u;, w,} es la base estdndar en R2 Sean v, = G) yv, = ( 2). Como
Vv, ¥ ¥, son linealmente independientes (puesto que v, no es un multiplo de v,),

Xy
B, = {v,, v;} es una segunda base en R>. Sea x — ) un vector en R?. Es-
S X
ta notacién significa que 2

Xy 1 0 »
X = X, :xlo -&-xz1 = XUy + X,u,.

Esto es, x se exprese en términos de los vectores en la base B,. Para destacar

esto, se escribe
X1
(X)Bl = ( )
X2

Como B, es otra base de [R?, existen escalares ¢, y ¢, tales que
X = C1Vy + ¢V, )

Una vez encontrados estos escalares, se tiene

€y
(X)p, = (C)

pdra indicar que ahora x estd expresado en términos de los vectores en B,. Para
encontrar los niimeros ¢, y ¢y, escribimos la base anterior (u, y u,) en térmi-
nos de los vectores de la nueva base (v, vy v,). Bs facil verificar que
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SRR R
! 0

Yy
SRR R
Esto es,
2 3
(“1)Bz:< ;) y (u)e, = {1
—% 5
Entonces Cde @y ®

. A 1
X =X +xm, = X,(3v; — 3v,) + xz(?"; + sYg)
1
= (Bx; + 5x)v; + (—3x; + $x)¥,

Por consiguiente, de (1), , 1
€y = 5X1 + 35X

3 1
C = —35X1 + 35X,

_ C1 _ %xl + ‘;‘XZ — ( 3
(X)32 = ¢, “%xl +§x2 —

3
Por ejemplo, si (X)5, = (_4), entonces

JC)-(
i) () (8- (2) ) )

3u; — 4u,.

o bien

I

[STAINY
s Lap—

Wi it

(X)p, = (_

Verificacion

Wi Lt

La matriz A = ( ) se llama matriz de transicion de B, a B,, y hemos de-

mostrado que (X)p, = A(X)p, (4)

Se puede generalizar facilmente este ejemplo, pero primero neces:a}rr:ic:)ssalill:
pliar la notacién. Sean B, = {u, u,, ..., P"} y .BZ = {v,, ¥y, . V, E,Imonces -
ses para un espacio vectorial real ¥V de n dlmensxones. Seaxe V.
se puede expresar en términos de ambas bases:

x=hu +bu,+ - +b,u, ©)
¥ X=C Vit v+t v, (6)

en donde las b, y las ¢, son nimeros reales. Entonces escribimos (x); =
I3
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Definicién 1

Teorema 1

by

para denotar la representacion de x en términos de la base B,. Esto
b,

no se presta a confusién porque los coeficientes b; en (5) son tnicos por el

Cy

Teorema 4.6.1. Asimismo, (x)p, = tiene un significado semejante.

Cﬂ
Supongase que w, = au, + au, + - + au,yw, =bu, + bu, + - +
b,u,. Entonces w, + w, + (a, + bou, + (a, + byu, + -+ + (a, + b)u,,
de modo que
(w; + Wa)p, = (Wy)p, + (W),

Es decir, con la nueva notacidn se pueden sumar vectores como se suman en
R". Ademads, resulta sencillo demostrar que

(W), = (W),

Ahora bien, como B, es una base, cada u; en B, se puede escribir como una
combinacién lineal de las v,. Por lo tanto, existe un sélo conjunto de escala-

Tes a,;, dy;, ..., a, tal queparaj = 1,2, ..., n
W= ay¥Vy + ay, + - 4 ayy, B (7
o bien
aj;
(upp, = a;2j ®)
a.

nj

Matriz de transicion, La matriz Aden X n, cuyas columnas estan dadas por (8),
recibe el nombre de matriz de transicion de la base B, a la base B,. Esto es,

Ay Qyp GAyy 00 Ay
Q1 dyz Azz ' day,
A=| 7 77 : ©
an1 dpy dpy o arm
1 1 t 1

(Ur)sz (“z)B: (wy)p, - (u;‘)gl

Sean B, y B, bases para un espacio vectorial V. Sea A4 la matriz de transicién
de B, a B,. Entonces, para todo x € v,

(), = A(X)p, (10)

Demostracion

Teorema 2

Demostracion
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Utilizamos la representacion de xv,déaa en (5) y (6):

de (5)
x £ byuy + byu, + -+ + b,

//
de (7)
£ bi(ay vy + aypvy + o 4 V) + bylannvy + axva oo+ V)

+ oo+ bn(alnvl + vy + - + annvn)
= (a;;b; + apzby + - + apb)vy + (@2by + azby + o+ azb)vy + -
+ (anlbl + aanZ + o+ annbn)vn

de (6) 1
éc1v1+c2v2+---+cnv,, 11

En consecuencia,

de (11)

¢y a;1by + agb, + -+ agb,
C2 aziby + axzby + -+ agb,

(X)Bz = : = : N E
Cp anlbl + aanZ + o+ annbn

ayp Qgp o Oy b,

b

= ) A, m (12)
Auy Opa " O b"

Antes de presentar mas ejemplos, demostraremos un teorema que €s muy util
para los calculos.

Si A4 es la matriz de transicion de B, a B,, entonces A~! es la matriz de transi-
cion de B, a B,.

Sea C la matriz de transicion de B, a B,. Entonces, de (10), se tiene que

(X)31 = C(x)g, (13)
Pero (x)5, = a(X)z, ¥y sustituyendo lo anterior en (13), resulta
(x)p, = CA(X)p, (14)

Se deja como ejercicio (vea el Problema 39) demostrar que (14) puede ser vali-
da paratodoxen Vsélosi CA = I. Por consiguiente, del Teorema 1.8.8,C =
A—1, y el teorema queda demostrado. B

Observacion. Este teorema facilita en especial hallar la matriz de transwli)n de
la base estandar B, = {e,, &, ..., e,}en R" a cualquier’ otra base en R . Sei
B, = {v,, v, ..., v,} cualquier otra base y sea C la'matrlz cuyas rcohcxlmrgls s%
los vectores v,, V,, ..., v,. Entonces C es la matriz de transicion de b5; 2 5,
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puesto que cada vector v, ya estd expresado en términos de la base candnica ‘

o estandar. Por ejemplo,

1 1 0 0 0
3 3 0 1 0 0
Sl=tal=ne o - 1+
4/, 4 0 0 0 1

Por lo tanto, la matriz de transicion de B, a B, es C—'.

Procedimiento para encontrar la matriz de transicion de una base estandar
aunabase B, = {v,v,,...v,}

i. Escribir la matriz C cuyas columnas son v,, v,, ..., V,.
ii. Calcular C—'. Esta es la matriz de transicidon requerida.

1 3 0 X
Ejemplo1 En R*sean B, = {i, j, k}y B, = {(O), (—1),( 1)} Six = (y)ERB, es-
) 2 0 -2 z

criba x en términos de los vectores en B,.

1 3 0
Solucion  Verifiquemos que B, es una base. Esto es evidente yaque (0 —1 1| = 8#0.
2 0 -2
1 0 0
. Dadoqueu, = |0}, u, =11}, yu, =} 0]}, vemos inmediatamente que la

0 0 1
" matriz de transicién, C, de B, a B, esta dada por '

1 3 0
C=10 -1 1)
2 0 -2

Consecuentemente, del Teorema 2, la matriz de transicion 4 de B, a B, es

2 6 3
A=Cl=42 -2 -1

2 6 —1
1
Por ejemplo, si(x), = { —2 |, entonces
4
2 6 3 1 2 :
s, =5{2 -2 —1){-2|=% 2= &
2 6 —1 4 —14 -1
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Como comprobacion, notese que

1 3 0 1 1 0 0
Hol+il-1})—-F1 ti={-2})=140}-201}+4{0
2 0 -2 4 0 0 1

Ejemplo 2

Solucion

En P, la base estandar es B, = {l, x, x?}. En consecuencia, otra base es B, =
f4x — 1, 2x2 — x, 3x2 + 3}. Sip = a, + a,x + a,x?, escriba p en términos
de los polinomios en B,.

Verifiquemos primero que B, es una base. Si ¢;(4x — 1) + c(2x? — x) +
¢;(3x? + 3) = 0 para todo x, entonces, ordenando los términos obtenemos

(—cy+3ca)1+(4c; —c)x +(2c,+3¢3)x*=0

Pero, al ser {1, x, x2} un conjunto linealmente independiente, debemos tener que

—C +3¢cy;=0
4ei— ¢ =0
2¢,4+3¢c;=0
-1 0 3
El determinante de este.sistema homogéneoes | 4 —1 0|=27#0, lo cual
o 23
significa que ¢, = ¢, = ¢; = 0 es la tnica solucién. Ademas (4x — 1) =
—1 0 3
41, @x2=x) = -1,y B + 3x7) = (0 . Por lo tanto,
0 2 3
—1 0 3
C = 4 -1 )
0 23
es la matriz de B, a B,, de modo que
-3 6 3
A=C1l1=%1-12 -3 12
8 2 1
do
es la matriz de transicion de B, a B,. Como (a, + ax + a,x*); =| a1 |, se
tiene que a,

-3 6 3\ /ao
(@ + arx + axxp, = 25| —12 =3 12| a
8 2 1 a,

’21—7['—3a0 -+ 6a1 + 3(12]
= %[wlzao _ 3a1 -+ 12(12]
21—7[8610 + 2a1 + (12]
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Por ejemplo, si p(x) = 5x* = 3x + 4, entonces

-3 6 3 4 -

15

27

Cxf =3x+d)y, =4[ -12 -3 12 -3)=| 2
8 2 1)\ s H

o bien

verificar esto

5x? = 3x + 4= —L34x - 1) + FH0x* — x) + #£(3x2 + 3)

o
e
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N o W 0 N _ (%
4)s, "\ =10 —10/\ -1 -5
jcomprobar!

(5409

Esto es

Ejemplo 3

Solucién

‘ 3\ [ 2 -
Sean B, = {(1), (_1)} y B, = {(i),( ;)} dos bases en R2. Si (X)p, =
b

1 e , .
b, )’ escribir x en términos de los vectores en B,.

Est§ p.roblema €s un pqco mds dificil porque ninguna de las bases es la base
canonica. Hay que escribir los vectores de B, como combinaciones lineales de

IOS \/ectores de B . Est() €S, s¢ tlenen que hauaI OIlStaIltCS a ay, a a ta-
2 b C 11s “21s 2y Y22,

3 2 -5 2 2
_ -5
Da)eal D 5 (on)onl )
Esto lleva a los sistemas siguientes:
2ay; — 5a,, = 3 2015 — 5a,, =2
y
day; + 3a,, =1 das, + 3a,, = —1

Las soluciones son a;, = 4, 5

= 5 1
421 = =13 012 = 36 Ya;, = —15. Por tanto,

14
i)
—-10 —10
(X)BZ:Z%( 14 1)(!;1 _ (76(14b, + b))
~10 —10/\p, —30(by + by)

en base canonica

Si por ejemplo, sea x -L (Z) Entonces

ol =)o) =) ()
(b~ ()

de donde,

Teorema 3

Demostracion

Usando la notacion de esta seccion podemos obtener una forma simple de
determinar si un conjunto de vectores en un espacio vectorial de dimension fi-
nita es linealmente dependiente o independiente.

Sea B,={v,,v,, ... ,v,} una base para el espacio vectorial ¥ de dimension #.
Supongamos que

ayq a2 i
(om = | ) 0e = [ ] e = [
Ay [ Qpp
a1 G2 A1n
Sea A = a2 Az Aan
a:nl an’Z T OGan
entonces x,,X,, ... ,X, son linealmente independientes si y s6lo si det 4 #0.
Denotemos con a,,a., . .. ,a, las columnas de A. Supongamos que
C1X; H Xt o+ C,X, =0 (15)

Entonces, al usar la suma definida anteriormente en esta seccion, se puede
escribir (15) como
(cia;+ o8, - ~+¢,8,)p = (0)5, (16)

La Ecuacion (16) da dos representaciones del vector cero en ¥ en términos de
los vectores base en B, y ya que la representacion en términos de los vectores
base es unica (Teorema 4.6.1) concluimos que

ca,+ca,t+ s tea,=0 a7

en donde el cero del lado derecho es el vector cero en R". Esto demuestra el
teorema, puesto que la Ecuacién (17) involucra las columnas de 4 que son li-
nealmente independientes si y s6lo si el det 4#0. ®
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——

Ejempio 4 FEn P,, determine si los polinomios 3 — X, 2 + x2y 4 + 5x — 2x2 son lineal-

mente independientes o dependientes.

3
Solucion  Usando la base B, = {1, x, x2}, tenemos que (3 — Xp={ —~11},2 + X?)p =
0
2 4 3 2 4
Oly 4 + sx — 2% = 5 ). Entonces, detd = | -1 0 51 =
1 -2 01 -2
—23# 0, de donde concluimos que los polinomios dados son independientes.
. . 1 2 -1 3 2 -1 1 4
Ejemplo 5 En M,,, det las t( >< )( ) ( ) i-
jemp 22, determine si las matrices 3 6/ 1 )l Y 4 9 son li

nealmente independientes o dependientes.

) 1.0y/0 1y /70 0\ /0 0
olucion sando la base estandar B, 0 0o o)\ o) ) se obtiene

0 1
11—1 21

det A=|2 3_1 4o
3 -1 0 4
6 1 1 9

de tal forma que las matrices son

el cuarto renglén de A es la suma
también que

Sl D0 G el -0

que muestra la dependencia lineal de las cuatro matrices.

dependientes. Note que det 4 = 0, porque
de los primeros tres renglones. Observemos

Problemas 4.9

En los Problemas dei 1 al 5 escriba <x>el}?£2 en términos de la base dada.
y

L) (0 20D e
5. C) (5) en donde ad — be # 0.

X
En los Problemas del 6 ai 10 escriba | y eR en términos de la base dada.

OO0 000 (00
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2y /-1 3 ay by /c
9.11}, ( 4), (—2) 10. (0), (d), (e), en donde adf # 0.
3/ \ s/ \-4 o/ \o/ \¢

En los Problemas del 11 al 13 escriba el polinomio a, + a,x + a,x* en P, en
términos de la base dada.
1. 1,x-1,x"—1 12. 6,2+3x, 3+4x+5x’ 13, x+1,x-1,x*-1

2 A 11 (2 0)
14. En M, escriba la matriz (4 6) en términos de la base o) 3 1)

0 1) (O ‘2)}
(—1 0/ \0 4)) o . '
15. En P, escriba el polinomio 2x3 — 3x2 + 5x — 6 en términos de los polinomios
base 1, 1 + x, x + x2, x2 + x2.

16. En P, escriba el polinomio 4x? — x + 5 en términos de los polinomios base 1, 1 —
x, (I - x)%, (1 —x).

2 N (2 iba x en tér-
17. En R? supongamos que (x)z, = <7 1), donde B, = {<1>, <3)} Escriba

0 5\
minos de la base B, = {(J (_1 j

4 7 . L.
18. En R?, (x)g, :( ), en donde B, = {{ 30 Escriba x en términos de
3
0
0

e

-3
) e
2 1 0 1 4 o
19. En R, (x)5, = (-1\), en donde B, = —(1) s ( 1 R (1) . Escriba x en térmi-
4) \ \ —

1 0
nos de B, = > 2311
—1 5

2

20. En P,(x)z, = | 1}, en donde B, = {1 — x, 3x, x2 — x — 1}. Escriba x en términos
3
de B, = 3-2x,1 + x, x + x2.

En los Problemas del 21 al 28 use el Teorema 2 para deter.minar si el conjunto
de vectores dado es linealmente dependiente o independiente.
21. BEn P,: 2+3x+5x% 1-2x+x% —1+6x°
22. En Py —3+x2,2—x+4x{4+2x2
23. Bn P,: x+4x%, —2+2x,2+x+12x

. Bn P, —2+4x—2x%3+x,6+8x N
ig En Pj: 14+x% —1-3x+4x>+5x> 2+5x—6x>, 4+6x +3x2+7x1£

2 0\ (-3 -2\ (1 0) <11 2)
26. En Mzz: (3 4\)7 ( 7 1)7 (__1 -3 > -5 -5
1 -3\ (1 4 (‘1 6) (0 0)
27 Bn Mo (2 4)’ \s o)’ -1 33 0

a 0 b ¢ d e) (g h) en donde acfk # 0.
28 En Moo (o 0)’ (0 o)’ (f 0/ \i k)
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29. En P, sean py, py, ..., Pusy» 1 + 1 polinomios tales que p{(0) = O parai = 1,.2',

% O 30.

31.

* 32.

33.

3.

3s.

36.

37.

38.

39.

.., n + 1. Muestre que estos polinomios son linealmente dependientes.

En el Problema 29 suponga que p¢) = O parai = 1,2, ..., n + 1y para alguna
Jtalquel < j < n, donde p’ denota la j-ésima derivada de Pp;. Muestre que estos
polinomios son linealmente dependientes en P,

En M, sean 4,, A,, ..., A,,, mn matrices tales que en la posicién 1, 1 tienen el
numero cero. Muestre que estas matrices son linealmente dependientes.

Suponga que se giran los ejes x y ¥ un angulo 6 (medido en grados o radianes) en
sentido contrario a las manecillas del reloj. Esto nos da nuevos ejes a los que denota-

remos con (x’, ¥'). ;Cudles son las coordenadas x y y de los vectores i y j de la base
girada?

Muestre que la matriz de “‘cambio de coordenadas’ del Problema 32 est4 dada por

A"la( cos 6 sen@)
—sen® cos @/

. . -4 .
Si, en los Problemas 32y 33,0 = #/6 = 30°, escriba el vector ( ) en términos
de los nuevos ejes coordenados x’ y y'. 3

. . 2 . .
Si 6 = w/4 = 45°, escriba el vector ( ) en términos de los nuevos ejes coor-
denados. -

Sif = 2n/3 = 120°, escriba (:) en términos de los nuevos ejes coordenados.

Sea C = (c,-j) una matriz #n X n invertible y sea By = {v, vy ..., v,} una base para
el espacio vectorial V. Sea

Ci Ciz Cin
Ca Can Con
=1 - » €= sees G =
Cni1 /By Ch2/B Can /By
Muestre que B, = {¢|, ¢;, ..., ¢,} es una base para V.

Sean B, y B,, dos bases para el espacio vectorial ¥ de dimensién 7 y sea C la matriz
de transicidn de B, a B,. Muestre que C ! es la. matriz de transicién de B, a B,.

Demuestre que (x)p, = CA(x) », para todo x en un espacio vectorial ¥'siy sélosi CA =
1. [Sugerencia: Sea x; el i-ésimo vector de la base B,. Entonces (x;)p, tiene un 1 en
la i-ésima posicién y cero en todas las demds. :Qué puede decirse de C A(x)p, 7]

4.10 Bases ortonormales y
proyecciones en "

En
se.

R™ ya vimos que n vectores linealmente independientes constituyen una ba-

La base mas usada es la base estandar £ = te,,e,, . .. ,e,l. Estos vectores

tienen dos propiedades

i. e -e=0 Sli#j
e =1

Definicién 1
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3 n
Conjunto ortonormal en R". El conjunto de vectores S = {u,, u,, ..., u;}en R
es un conjunto ortonormal si

si i#Ej ¢3!
()

E B
s e

I}
]

Si solamente se satisface la Ecuacion (1), el conjunto se llama c)rtogonal.' ,
Dado que trabajaremos ampliamente con el producto escalar en esta seccion,

recordemos algunos resultados basicos (vea el Teorema 1.5.1). Sin hacer men-

cidn de ellos de manera eXplicita, usaremos estos resultados en el resto de esta

seccion. _ (
Siu, vywestan en R" vy si @ es un nimero real, entonces

wev=v-u (3)
(@+v) - w=u-wt+v-w 4)
u-(v+w)=u-v+tu-w 5)

(aw) - v=afu-v) (6)
v (av)=a(m- v) (7

Definicion 2 Norma o longitud de un vector, Veamos otra definicién util.

Siv e R" entonces la norma o longitud de v, denotada como |v| estd dada por

V|=vv-v (8)
Nota. Siv = (x,, X, ..., X,), entonces v - v = x{ + x} + -+ + x}. Esto
significa que
vv=0 y v-v=0 siysolosiv=0 (9)
De tal forma que podemos extraer raiz cuadrada en (8) y obtenemos
lv|=v¥-v=0 para todo veR" (10)
lv|=0 siy sélosi v=0 (11)

Ejemplo 1 Sea v=(x,y)eR’. Entonces |v| = JxZ+y? es simplemente la definicion
usual de longitud de un vector en el plano (vea la Ecuacion 3.1.1).

Ejemplo 2 Siv=(x,y, z)eR’ entonces |v|= Vx?+y2+z? como en la Seccion 3.3.
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Ejemplo 3 Siv=(2,-1,3,4,-6) €R’, entonces |v| =v4+1+9+16+ 36 =/66.

Teorema 1

Demostracion

Teorema 2

Demostracion

Ahora podemos enunciar la Definicion 1 de la siguiente manera:

e

Un conjunto de vectores es ortonormal si cualquier par de esos vecto-
res es ortogonal y cada uno tiene longitud 1.

Es relativamente facil trabajar con conjuntos ortonormales. En el Capitulo
5 veremos un ejemplo de esto. Ahora demostraremos que cualquier conjunto
ortogonal finito de vectores distintos de cero es linealmente independiente.

Si S={v,v,, . . .,v,} es un conjunto ortogonal de vectores no nulos, entonces
S es linealmente independiente.

Supongamos que ¢;Vi+cv,+ -+ - +¢,v, =0. Entonces para i =1,2,...,k

0=0-v,=(cvi+cyvot o - +vi+ - +c,v,) ¥
=y (Vy V) Fea(vy v+ e +e(vicv)+ e, (v, oY)

=¢0+c0+ < +¢ v+ -+, 0= |v]?

Puesto que v;# 0 por hipoétesis, |v;|*>0y tenemos que ¢;=0. Como esto es cier-
toparai = 1, 2, ..., k, la demostracion estd completa. B

Veamos ahora que cualquier base en R™ puede ser ‘“convertida’’ a una base
ortonormal. El método que se describe a continuacion se conoce como el pro-
ceso de ortonormalizacion de Gram-Schmidt.*

Proceso de ortonormalizacion de Gram-Schmidt. Sea H un subespacio de dimension
m de R”. Entonces H tiene una base ortonormal. T

Sea S={v,v,, ... ,v,} una base para H. Demostraremos €l teorema constru-
yendo una base ortonormal a partir de los vectores de S. Antes de dar los pasos
para esta construccion, notemos que un conjunto de vectores linealmente inde-
pendiente no contiene al vector cero (vea el Problema 21).

Paso 1. Sea
v
|V1!

(12)

u,

* Jorgen Pederson Gram (1850-1916) fue un actuario danés que estuvo muy interesado en la cien-
cia metrologica. Erhardt Schmidt (1876-1959) fue un matemdatico alemén.
t Notemos que H puede ser R" en este teorema. Esto es, R" tiene una base ortonormal.
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Entonces u, * 0, = (vy/[ve]) * (v/[vi)) = (1/]v,[*)(v; - v)) =1, de donde u,|=1.
Paso 2. Sea
v, =v,— (v, * u)my (13)
Entonces vy »u, = v, e @, — (v, e u)(u, » 0)) = V, « 4y — v, o u; = 0, de tal for-

ma que v; es ortogonal a u,. Ademas por el Teorema 1, u, y v;son linealmente
independientes, y por el Problema 21, v; # 0.

Paso 3. Sea
!
v
u,=— (14)
vl
claramente {u,,u,} es un conjunto ortonormal.
Supongamos ahora que los vectores u,,u,, . . . i, (k<m) ya han sido cons-

truidos y que forman un conjunto ortonormal. Mostraremos cOmMo construir

Wy

Paso 4. Sea
Vi1 = Vi — (Viaq - U)W, — (Vs — = (Vi 0w, (15)
Entonces, para i=1,2, . . . ,k,

Vi "W = Vi W= (Ve )@y w) — (Vi s w)(wy u)

— = (W u) () — = (Virr * )0y - ;)
Perow; *w, =0 sij#i y w uw=1 Asi
Vi1 "W =V WV =0

Por lo tanto {u,, u,, ..., u,, v} es un conjunto ortogonal y linealmente in-
dependiente. Ademas vi ., #0.

Paso 5. Sea W..,=V,../|vi,.|. Claramente {u,, u,, ..., U, W} €s un con-
junto ortonormal y asi continuamos este proceso hasta que k + 1 = m;con
esto completamos la demostracion. B

Ejemplo 4

$olucion

. N 3 .
Encontrar una base ortonormal para el conjunto de vectores en R” que estan

X
sobre el plano w=13{y 2x—y+3z=0
z
Tal y como vimos en el Ejemplo 4.6.3 una base para este subespacio de dimen-
1 0 i
siondoses v, ={ 2 ] y v, =1 3 |. Entonces|v,| = \/5 y ou, = v/l =

0 1
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1//5

2/\/5 . Para continuar, definimos
0

V2=V = (v, s umy

0 15 10 6/5\ [—6/5
= (3) - (6/@)(21@) = (3) - (12/5) = ( 3/5)
1 0 1 0 1

Finalmente tenemos |vy| = v70/25 = ¥v70/5, de tal forma que u, = vy/|v;| =

65 A6/\/ﬁ)\ 1/\/5 —6/\/7—0
(5/\/‘7‘(‘))( 3/5) = 3/%%). As la base ortonormal es 4| 2/7/5 |, | 3/+/70
1 51470 0 570

Para verificar esta solucion, notemos (i) los vectores son ortogonales, (i) cada
uno tiene longitud 1 y (iif) cada uno satisface a 2x —y + 3z = 0.

Observacion. Podemos ver geométricamente lo que estamos haciendo aqui. Pri-
mero notemos que

v v Y,V
Vé:vz“("z'“1)“1=Vz—<vz-|~;1—i)(——1->:v2h( 2 1)v1
1

M\ [v,[?

Pero, de las Definiciones 3.2.4 (en R?) y 3.3.3 (en R3), [(v,* v{)/[v{[*]v, es la
proyeccién de v, sobre v,. Ademas de la Figura 3.13, el vector v, = v, —
proy, v, es un vector ortogonal a v,.

De esta forma podemos ver que el proceso que hemos descrito aqui es, en cier-
to sentido, una generalizacion de la nocion de proyeccion en [R? y R3.

Ejemplo 5  Construya una base ortonormal en R? a partir de la base {v,,v,,v,} =
1 0 1
(it
0/ \1/ \1

V2
Solucion  Tenemos que |v,|=+2, de tal forma que u, = l/x/i). Entonces
0

0 . 142 0 1/2 -1/2
Vh=v,— (v, o= 1)l-—— 1‘/— = - =
u)u ( ) Ji( / 2) (1) (1/2) ( 1/2)
1 0 1 0 1

-1/2 ~1/7/6
Como |v}|=+3/2, lu,| = \/2_/3( 1/2) =( 1/«/6)‘ Continuando, tenemos
1 2/V6
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vi=v3—(vyu)u; —(vy 0 wy)u,

N V2 1—1N6 1 1/2 -1/6 2/3
=(o)~—(1/ﬁ)—-‘—( 1/\/6)=(0)—(1/2)—( 1/6):(—2/3)
1 V2 0 V6 2//6 1 0 2/6 2/3
2/3 143
(—2/3) = (—w’s’).
2/3 143

l/w’rg
—1/V/3}}. Comoen el ejem-
143

Finalmente |v}| =v2=2/v3, de tal forma que w,=

12\ (=176
Asi, la base ortonormal es4 § 1/v/2 1, V6 s

0 2176
plo anterior, este resultado debe comprobarse.

ST

Definicion 3

Teorema 3

Demostracion -

Definimos ahora una clase nueva de matrices que sera muy Gtil en los tltimos
capitulos.

Matriz ortogonal. Se dice que una matriz Q de tamafio n X n es ortogonal si
Q es invertible y

Q'=qQ (16)

Seglin el siguiente teorema no es muy dificil encontrar matrices ortogonales.

Una matriz Q de tamafio n X n es ortogonal si y solo si las columnas de Q forman
una base ortonormal para R".

Sea

Ay Az 77 Gy
0= alzx a.22 o a.2n
G Gn2 Ann
ai;1 Q1 " Gma
Entonces Q'= Gz Gz 7T tn2
Ain Gzn " Gun
Sea B =(b;)= Q'Q. Entonces
by =ayay; a0+ 0 0,0, =¢ € (17

donde ¢; denota la i-ésima columna de Q. Si las columnas de Q son ortonor-
males, entonces
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0 si i#j

by = { . l ] . (18)
1 si i=j ‘

Es decir, B= /. Reciprocamente, siQ ‘= 0~ !, entonces B=1, de donde (18) se sa-

tisface y (17) muestra que las columnas de Q son ortonormales. Esto completa la
demostracion. #

Ejemplo 6

~1/V/6 V3
( 1/@), (—1/\5) forman una base

1/w/§
Del Ejemplo 5, los vectores (1/x/2),
2/v6. 1/V3

0
N2 -1V6 13
ortonormal en R>. Asi, la matriz Q=(1/\5 146 —1/\/5) es una matriz
0 2N6 13,

ortogonal. Para verificar esto, notemos que
W2 N2 o 1INZ -146 13\ /1 0 0
Q‘Q=(~1/J’6 V6 2/@) (wi e —1/ﬁ)=(o 1 o)
V3 -1v3 V3 \ 0 26 M3/ o 0 1

Definicion 4

Teorema 4

En la demostracion del Teorema 2 definimos v, = v, — (v, - u)u,. Pero,
como ya hemos visto, (v, - u)u, = proy, v, (ya que |u;|?> = 1), Ahora exten-
damos el concepto de proyeccion sobre un vector a la de proyeccion sobre un
subespacio.

Proyeccién ortogonal. Sea H un subespacio de R" con base ortonormal
{u,, u,, ..., w}. Siv e R", entonces la proyeccion ortogonal de v sobre H,
denotada por proy;v, estda dada por

proyy v=(v-u u, +(v-u)u,+ - +(v- )y, (19)

Notemos que proy, ve H.

Antes de dar ejemplos debemos saber que estd bien definida una proyeccién
ortogonal. Con esto queremos decir que Ia definicién de proy,v es indepen-
diente de la base ortonormal elegida en A. El siguiente teorema toma en cuenta
este problema. Su demostracién se difiere hacia el final de esta seccidn.

Sea H un subespacio de R". Sup6ngase que H tiene dos bases ortonormales,
{w, w, ..., w}y{w, w, ..., w,}. Sea v un vector en R". Entonces

(Va4 (voudu, + o 4 (Veoue,
= (VW)W A (VW )W, e (Ve W)W, (20)

4.10 * Bases ortonormales y proyecciones en [R" 249

Ejemplo 7

Solucion

X
Encuentre proy,v, donde 7 es el plano {(y): 2x—y+3z= O} y asimismo

3 z
v es el vector § =2 1.
4

15
Del Ejemplo 4, una base ortonormal para w es u, =(2/~/§) y B,=
—6//70) 0
( 3/\/%). Entonces -
5170,
3\ [1N5\ /15 3\ [—6/N70\ 1 /—6/VT0
[ (95D
4 0 0 4 5/V/70, 5IM70,

. 1V5 4 —6/T0  [—1/5 24/70 1/7
=~ (2N§) ‘f( 3/%) = (—2/5) + (-12/7o) = (—4/7)
: 0 70 5/470, 0 —20/70 —2/7

Teorema 5

Demostracion

El concepto de proyeccion nos da una forma sencilla de escribir un vector en
R" en términos de una base ortonormal.

Sea B={u,,u,, . . . ,u,} una base ortonormal de R" y sea ve R". Entonces

v=(veu)u +-w)nt - +vou)u, (21

Es decir, v=proy - v.

Dado que B es una base, podemos escribir v de manera inica como v=cu, +
cu, + - + c,u, Entonces

vew =c (e w) o (uycw)+ ol cm)t s e (m, cw) =g

puesto que los u; son ortonormales. Como esto es valido parai = 1, 2, ...
n, hemos terminado la demostracion. B

Ejemplo 8

2

Escriba el vector (~1) en R? en términos de la base ortonormal que sigue:
3
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N2y [-146 143
V2L 1 Vel 1 -143
0 216 143

2 2\ /1N TN 2\ [~1N6\ 1/-1/V6

soicion | —1)=f{-1)-L1~2) H1v2 )+ -1} 1V6 176
3 3 0 0 3 2176 2/V6.
AR VNS VAR VN N VN S 13
1) t-1v3) - =—|1V2 {+—=| 1V6|+—=|-1/V3
+ 1 1/\/33 143 % / 7 / NG /

3 1/v/3/ 1/V3 2\ o 6 2/V6, 13,

Podemos usar el Teorema 5 para demostrar el Teorema 4.

Demostracion del  Elijanse vectoresu,, ;, Uy, ,, ..., U, talesque By = {u;, 0y, ..., Uy, Upyy, ..., W}
Teorema 4 gea una base ortonormal de R” (esto siempre se puede efectuar como se hizo
en el Teorema 2). Entonces B, = {w,, Wy, ..., Wi, U, |, Uepy ..., U,}
también es una base ortonormal de R". Para ver esto, primero notese que
ninguno de los vectores u,,,, u,,,, ..., u, puede ser escrito como combina-
cion lineal de w;, w,, ..., w, porque ninguno de estos vectores estd en H
v{w,, w,, ..., w,} es una base de H. Por lo tanto, B, es una base de R" por-
que contiene n vectores linealmente independientes. La ortonormalidad de los
vectores en B, se sigue de la manera en que fueron elegidos (u,, ; es ortogonal
a todo vector en H paratodaj = 1,2, ..., n — k). Sea v un vector en R".
Entonces por el Teorema 5 (Ecuacién 21)),

ve=(Vou u + Vouu, + o (Veuge + (Va Dy oo (Vouu,
= (VW)W + (VoW )w, + -+ (VW)W (Voo g+ (Vo
(22)
La Ecuacion (20) se deduce de la Ecuacién (22). &

Definicion 5  Complemento ortogonal. Sea H un subespacio de R". Entonces el complemen-
to ortogonal de H, denotado por H™, estd dado por

H*={xcR": x:-h=0 paratodo he H}

Teorema 6 Si H es un subespacio de R”, entonces:

i. H* es un subespacio de R".
iil. HNH*={0}.
iii. dim H*=n—dim H.

Demostracion i.Sixyyestinen H*ysih € H,entonces(x + y)-h=x-h+y-h =
0+ 0=0y(ax-h) = afx-h) =0, por lo que H"* es un subespacio.
ii. Six € HN HY, entonces x - x = 0, por lo que x = 0, lo cual muestra

que H N H* = {0}.

Teorema 7

Demostracion
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iii. Sea {u,, u,, ..., w,} una base ortonormal de H. Por el resultado del Pro-
blema 4.6.27 esta base puede extenderse a una base B para R": B =
{u, wy, ..., W, Yy, ..., ¥,}. Por medio del proceso de Gram-Schmidt,
podemos transformar B en una base ortonormal para R". Tal y como vi-
mos en la demostracion del Teorema 2, la base u,, u,, ..., u, ya ortonor-
mal, no cambia y de esta manera obtenemos la base ortonormal B, =
{u,, wy, ..., uy, vy, ..., u,}. Para completar la demostracién solo nos
falta mostrar que {u,,,, ..., u,} es una base para H*y dado que los u,
son independientes, debemos mostrar que generan H*. Sea x € H*; en-
tonces, por el Teorema 5,

X=X u)u (X w)u, o H(xCwuy
X W)+ (X,
Pero(x - w) = Oparai = 1,2, ..., k, puesto quexe H" y u, € H. Por
lo tanto, x = (x - w )u,, + - + (x - w,)u, Esto muestra que
{ui,y, ..., u,} es una base para H*, lo cual implica que dim H* = n — k.

Los espacios Hy H* nos permiten ‘‘descomponer’’ cualquier vector en R".

Teorema de la proyeccién. Sea H un subespacio de R” y sea v € R". Entonces
existe un Unico par de vectores hyptalqueh e H,p e H'y

v=h + p = proy,v + proy,pv (23)

Sean h = proy,vy p = v — h. Por la Definicién 4, se tiene que h € H. Mos-
traremos ahora que p € H+. Sea {u,, u,, ..., u,} una base para H. Entonces

h= (- u)u + (vuu, + -+ (Vou)y,

Sea x un vector en H. Existen constantes «,, oy, ..., o tales que

X = oy + tply + -0 oy
Entonces

prx=(—hrx=[v—(vou)u —(vV-uu, — - — (Vuu]
sloguy + opu, 4+ 4 o] (24)

0, i#j o
Comouw; " u; = { } , es facil verificar que el producto escalar en (24)

1, i=]
estd dado por
k k

prx=Yamvou)— Yovu)=0

i=1 i=1

Asi pues p - x = 0 para todo x € H, lo que significa que p € H*. Para de-
mostrar que p = proy,,v extendemos {u,, w,, ..., u,} a una base ortonormal
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deR" {uj,u,,...,u,u, ..., u,}. Entonces {u,,,...,u,}es unabasede H' y,
por el Teorema 5,

VEVeudu (Vo (6w g (VW
+ o+ (Vveouu,
= proyy v+proyy.v  (por la Definicion 4)

Esto demuestra la Ecuacion (23). Para demostrar la unicidad, supongamos
que v=h,~p,=h,-p,, donde h,,h,e Hy p,, p,e H*. Entonces h,~h,=
p,—p,. Pero h,—h,eH y p,—p,eH*, por lo que h—h,e HNH:=
{0}. Por lo tanto, h,—h,=0y p,~p,=0, lo que completa la demostracién. &

Ejemplo 9

x 3
En R® sea m=4|y): 2x—y+3z=0%. Escriba el vector { =2 | como h+p
z 4

donde he Hy pe H*.
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El primer término en la derecha estd en H'y el segundo en H, por lo que

(v — proyyv) - (proyyv — h) = 0 (26)
Ahora,
v —h|* =@ —h)-(v—h)
= [(v —proygy) + (proygv — )] [(v — proygV) + (proyyv — h)]
v — proygv|? + 2(v — proygv) - (proyyv — h) + ||proy zv — hlj?
= v —proygyv||* + |[proyyv — h|?

Il

Pero |projzv — hj> > 0 porque h # proy,v. Asi que

v —h|? > |v —proyyv|?
o bien
v —hj > |lv —proyyv| &

Problemas 4.10

N5\ [=6/V70
Solucion Una base ortonormal para 7 es B, = 2/5 .1 3/¥70) % vy, del Ejemplo 7,
0 5470
1/7
proy, v={ —4/7 | € . Entonces
=2/7
RN
p=v-h=|-2)-{-3]-(-»
)\ \ %
Notemos que p*h=0.

Concluimos esta seccidén con un resultado de gran utilidad en estadistica y
otras dreas de aplicacion. Daremos una aplicacién de una version extendida
de este teorema en la siguiente seccidn.

Teorema 8 Teorema de aproximacion en norma, Sea H un subespacio de R” y v un vector de
R". Entonces en H proy,v es la mejor aproximacion a v en el siguiente senti-
do: Si h es cualquier otro vector en H, entonces

Iv = proy vl < |[v — h] (25)

Demostracion  Del Teorema 7, v — proy,ve H*. Escribimos

v—h = (v —proyv) + (proy,v — h)

En los Problemas del 1 al 13 construya una base ortonormal para el espacio
vectorial dado o subespacio.

1\ /-1
1. En R?, empezando con los vectores base (1), ( 1)

. H={(x,y)eR* x+y=0} 3. H={(x,y)eR* ax+by=0}

[

. En R?* empezando con (Z), (;), en donde ad — bc # 0.

4
5. m={(x,y,2): 2x—y—-z=0} 6. m={(x,y,z): 3x—2y+6z=0}
7. L={(x,y,2): x/2=y/3=2/4}
8. L={(x,y,2): x=3t y=-2t, z=t; t real}
9. H={(x,y,z, w)eR*: 2x—y+3z—w=0}
10. 7 ={(x,y,2): ax+by+cz=0}, en donde abc # 0.
11. L={(x,y,2): x/a=7v/b=2z/c} z/c}, en donde abc # 0.
12. H={(x1, %2, X3, X4, xs) €R*:  2x; = 3%, + X3+ 4x, — x5 =0}
13. H es el espacio solucion de
x=3y+ z=0
—2x+2y—-3z=0
4x—-8y+52=0"

* 14. Encuentre una base ortonormal en R* que incluya a los vectores
: , ¥

1N2 —-1/2

0 12

i BYNCE B A Y
0 ~12

[Sugerencia: Encuentre primero dos vectores v,y v, para completar la base.]

2/3 13 2/3
15. Muestre que Q :( 1/3 2/3 w2/3) es una matriz ortogonal.
-2/3 2/3 1/3
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16. Muestre que si Py Q son matrices ortogonales de n X n entonces PQ es ortogonal.

17. Verifique el resultado del Problema 16 con
B (1/f2 -1/&) 0- ( 13 —\/Ei/3)
W2 1N2 V8/3  1/3

18. Muestre que si Q es una matriz ortogonal y simétrica, entonces 0?2 =1
19. Muestre que si Q es ortogonal, entonces det Q = =*1.

sent cost

20. Muestre que para cualquier nimero real #, 1a matriz A = ( ) es ortogonal.

cos t —sent

21. Sea {v,, v;, ..., v,} un conjunto de vectores en R" linealmente independiente. De-
muestre que v; # O parai = 1,2, ..., k. [Sugerencia: Siv; = 0, es facil encontrar
constantes ¢, ¢, ..., ¢, con ¢; # 0 tales que v, + ¥, + 0+ v = 0]

En los Problemas del 22 al 28 se dan un subespacio H y un vector v. (a) En-
cuentre proy,v; (b) encuentre una base ortonormal para H*; (c) escriba v co-
moh + p, endondeh e Hype H.

X -1
22. H= ( )eRZ: x+y:O};v=< )
y 2

x a
23. H= ( )eRz: ax+by=0};v=(b>
y

X a
24. H:{(y)€R3: ax+by+czz0};v=(b),v#0
c
-3
25. HZ{(y)GRB: 3x—2y+6z=0};v=( 1)
z 4
X 1
26. H={(y)eR3: x/2:y/3:z/4}; v:(l)
z 1

1
-1
27. H:{ eR* 2x—y+3z—w=0}; v= 2
3
H= ( €

1

B 2

28. R* x=y y w=3yp;v= 5
w ]

N % T oN o€ R

. n ] —_
29. Sean u, y u, dos vectores ortonormales en R". Muestre que ju, —u,|=+v2.

30. Siu,,u,, . .. ,u,son ortonormales, muestre que

N L . R "N

a b (a\ [—b
31. Encuentre una condicion para los nimeros a 'y b tal que{(f), (—aﬂy {(b>’ ( a)}

formen bases ortonormales en R”.

32. Muestre que cualquier base ortonormal en R? tiene una de las formas de las bases
dadas en el Problema 31.
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* 33. Demuestre la desigualdad de Cauchy-Schwartz en R™: [u - v| = |u| |v]|.

[Sugerencia: Siu = 0 o bien v = 0, el resultado es obvio. Siu # 0 y v # 0, utilice
el hecho de que |u/|u| = v/|v|| = 0y |w/|u| + v/|v] ]| = 0.]

34. Muestre que, en el Problema 33, |u - v| = |u| |v|siy sélo si u = hv para algin
numero real A.

35. Usando el resultado del Problema 34, demuestre que si ju + v| = |u]| + |v], en-
tonces u y v son linealmente dependientes.

36. Usando el resultado del Problema 33, demuestre la desigualdad del tridngulo:
lu + v| < |u| + |v]|. [Sugerencia: Desarrolle |u + v|2.]

% 37. Suponga que X, X,, ..., X, son vectores en R” (no todos nulos) y que

[+ + +in:|X1’+!X2|+ s ]

Muestre que dim gen {x,, X,, ..., X} = 1. [Sugerencia: Utilice los resultados de
los Problemas 35 y 36.]

38. Sea{wu, u,, ..., u,} una base ortonormal en R" y sea v un vector en R". Demues-
tre que |v|? = |v - w2 + |v - u|? + -+ + |v - u,|% Bstaigualdad se conoce
como la igualdad de Parseval en R".

39. Muestre que para cualquier subespacio H de R", (H*)*=H.

40. Sean H, y H, dos subespacios de R" y supongamos que Hy = Hj;. Muestre que
H, = H,

41. Si H, y H, son subespacios de R", muestre que si H,< H,, entonces Hs < Hy.
42. Demuestre el teorema de Pitdgoras generalizado: Sean u y v dos vectores en R”
con u L v. Entonces

lu+ v = flu® + [Iv]?

4.11

Definicién 1

Espacios de producto interior y
proyecciones

En esta seccion se usan propiedades elementales de los niimeros complejos (resu-
midos en el Apéndice 2); se requiere ademas, tener cierta familiaridad con el ma-
terial que se ve en el primer afio de Célculo.

En la Seccién 1.5 vimos cémo multiplicar dos vectores en R" para obtener
un escalar. Tal producto se conoce también como producto interior. Antes de
presentar una definicién general, notemos que en R", el producto interior
de dos vectores es un numero real. En otros aspectos (vea Ejemplo 2 que sigue)
e] producto interior da un ndmero complejo. Para incluir cualquiera de los
casos, en la siguiente definicidn supondremos que el producto interior de
dos vectores es un numero complejo; puesto que todo nimero real es un nume-
ro complejo, esta definicidén incluye al caso real también.

Espacio con producto escalar. El espacio vectorial complejo V' se conoce como
un espacio con producto interior si para cualquier par de vectoresuy ven V,
existe un unico nimero complejo (u, v), llamado el producto interior de u y
v, tal que siu, vy westan en Vysi o € C, entonces

io (v, v)=0

ii. (v,v)=0 siysélosiv = 0.
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fii. (w, v+w)=(u,v)+(u,w
iv. (u+v,w)=(u, w)+(v,w)
v, (w,v)=(v,n)

vi. (aw,v)=oau,v)

vii. (u, av)=a(u,v)

La barra en las condiciones (v) y (vii) denota el conjugado complejo.

Nota. Si (u, v)es réal, entonces (u, v) = (u, v) y podemos quitar la barra
en (v).

Ejemplo 1

R™ es un espacio con producto interior con (u, v) = u - v. Las condiciones
(iii-viii) estan contenidas en el Teorema 1.5.1. Las condiciones (i) y (if) se in-
cluyen en el resultado (4.10.9).

Ejemplo 2

En el Ejemplo 4.2.13 definimos el espacio C". Sean X = (X, X, ..., X,) ¥
y = (3, Y ..., ¥,) dos elementos de C". (Recuerde que esto significa que
los x; y los y; son numeros complejos.) Ahora definimos

XY =xF,+%:5,+  +x.9, (1)

Para mostrar que la Ecuacion (1) define un producto interior necesitamos saber
algunas propiedades de los numeros complejos. Si éstas no son conocidas, con-
sulte el Apéndice 2. Para (i):

(%, X) = X, %+ XoFo + - X%, =6 PH|xP 4
De esta manera se satisfacen (i) y (if), puesto que |x;| es un numero real. Las ‘
condiciones (iii) y (iv) se deducen del hecho de que z,(z; + z3) = 2,2, + 2%, .
para los ntimeros complejos cualesquiera z;, z, ¥ z;. La condicién (v) resulta
dequezz, = 2, Y2 = 2 de modo que x, J, =x,,. La condicién (vi) es ob-
via. Para (vii): (u, av) = (av,u) = (av,#) = a(¥, @) = au, v). Aquf usa-
mos (vi) y (v).

Ejemplo 3

En C*seax = (1 +14,-3,4-3)yy = Q- i, —i, 2 + i). Entonces

(x,y)=(1+D2=D+(=3)(=)+(@4-3)2+)
=(1+)Q2+ D+HEHO+HE-3DQ2-10)
=(1+3i)—3i+(5-10i)=6-10i

O Ejempio 4

Supongamos que a < b; sea V = Cla, b] y definamos

(9= fog0 a @

Veamos ahora que esto es un producto interior.
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()Y, f) = §5 f4t)dr = 0. Esto se obtiene de un teorema basico de calcu-
lo que establece que sif € Cla, bl,f = Oenla, bl,y 2 f(¢)dt = 0, enton-
ces f = Oen [a, b]. Esto demuestra (i) y (if). Las condiciones (#i/) a (vii) resultan
de propiedades elementales de las integrales definidas.

DEjemplo 5 Sea f(1)=t>e C[0,1] y g(t) = (4 — 1) e C[0, 1]. Entonces
(f,g)= j-ltz(4~ 1) dl=[l(4t2—~13) dt = (it—3~£) JELE
’ o o 3 4/, 12
Definicion 2 Sea V un espacio con producto interior y supongamos que u y v estn en V.
Entonces:
i. u y v son ortogonales si (u, v) = 0.
ii. La norma de u, denotada por |u|, esta dada por
af =/ (u, w) 3)
Nota, La Ecuacion (3) tiene sentido en virtud de que (u, u) = 0.
Ejemplo 6 En C? los vectores (3, —i) y (2, 6i) son ortogonales puesto que
((3,-1),(2,6i)=3 - 2+ (=i)(6)) = 6 +(~i)(—6i) =6 —6=0
También (3, —i)| =v3 - 3+(=i)() = V10.
O Ejemplo 7 En C[0,27] las funciones sen ¢ y cos f son ortogonales puesto que

2w

1(% cos 2t |*™
(sent, cos t)=J sentcostdt——‘—z—j sen 2tdt=— " =0
0 0 0
También
|sent| = (sent, sent)*?

27 1/2
= H sen? tdt]
0
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Si observamos las demostraciones de los Teoremas 4.10.1 y 4.10.2, veremos _ i 5 x* Ax3 x2 ox )\ [P72
que no usamos el hecho de que ¥ = R". Estos teoremas son validos en cual- ‘ - = [(*——" T “) }
. . . . ) , ‘ 5 2 9 6 36/l
quier espacio con producto interior V, y los enunciaremos después de dar una |
definicion. .' . L _1_
V180 6v5
Definicion 3  Conjunto ortonorma;k El conjunto de vectores {v,, v,, ..., v,} es un conjunto or- ‘ Asl, wy=6V5(x>—x+1) =+/5(6x>—6x +1). Finalmente, la base ortonormal
tonormal en V si ) ! es {1,V3(2x—1),V5(6x>—6x+ 1)}
(v, v;)=0 para i#j (4)
y v =V, v)=1 (5 ‘ U Ejemplo 9 En C[0, 2«1, el conjunto infinito
Si se cumple (4) solamente, se dice que el conjunto es ortogonal. N 9 = { 1“ -, nl,fsenx, oS x, 7; sen2x, i,:cos 2%, ...,
\/ T /T \/7[ AL &

Teorema 1 Cualquier conjunto ortogonal finito de vectores no nulos en un espacio con un ‘
roducto interior es linealmente independiente. o , —= SENNX, —= COS NX, . . }
b P a0 ,

. i . . . ) . es un conjunto ortonormal. Esto resulta de que si m# n, entonces
Teorema 2 Cualquier conjunto finito y linealmente independiente en un espacio con un

producto interior puede transformarse en un conjunto ortonormal por medio 2 2m 2 dr =0
del proceso de Gram-Schmidt. En particular, cualquier espacio con producto 5 sen mx cos nx dx = X sen mx sennx dx = X COS mx COS nx dx =U.

interior de dimension finita tiene una base ortonormal.
Para demostrar una de éstas, notamos que

2ar

2 l
J‘ Senmx cos nx dx::-ij [sen{m+n)x+sen(m—n)x] dx
0 (V)

U Ejemplo 8 Construya una base ortonormal para P,[0,1].

Solucion  Empezamos con la base estandar {1, x, x2}. Dado que P,[0, 1] es un subespa- ! _ 1 [COS (m+n)x  cos(m- ”)x] 12"
cio de C[0, 1], podemos usar el producto interior del Ejemplo 4. Ya que 2 m+n ' m-n lo
§o 12 dx = 1, haremos u, = 1. Entonces v| = v, — (v, u,)u,. Aqui (v,, u,) =
fo (x+1) dx=34 Por consiguiente, v, = x =52+ 1 = x —1  Ahora cal- ; =0
culamos puesto que ¢os x es periddica con periodo 2. Ya hemos visto que {sen x|= V.
! - 12 1 5 . 12 1 1 Asi, |(1/x/7r) senx| = 1. Los otros hechos se deducen en forma andloga. Este
[x =2l = HO (x—3) d"] = H (x*—x+3) dx} = \/1*?“: A3 ejemplo nos ilustra una situacién en la que tenemos un conjunto ortonormal -
B 0 B a finito. De hecho, aunque esto estd fuera del alcance de este texto, las funciones
De donde u, = 2v/3(x —4) =+/3(2x — 1). Entonces v} = v~ (v3,u,)u, — (v;, u)u,. en § constituyen una base en C [0, 27]. Supongamos que f € C[0, 2x]. En-
Tenemos (v5,8,)=f x> dx =%y tonces si escribimos f como una combinacién lineal de los vectores en §, obte-

1 1 J3 nemos lo que se conoce como la representacion de f en series de Fourier.
(Vy, Uy) = w@L x*(2x—1) dx = x/gj 2x>—x%) dx =

0

Por lo tanto

S _,1._i§ [V32x—1)]=x*—x +1 , Definicion 4  Proyeccion ortogonal. Sea H un subespacio de un espacio con producto escalar
: 6 (o interior) ¥ y una base ortonormal {u,, u,, ..., w}. Siv € ¥, entonces la
y proyeccion ortogonal de v sobre H, se denota por proy,v, esta dada por
1 1/2
wil=| [ - xrb2 ai]
0 i
1 N 12 ! proy,v = (v, uu, + (v, u)u, + - + (v, g, (6)
:[J (x4—2x3+§x2~§+3%) a‘x} '
{¢]

i
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Teorema 3

Definicion 5

Teorema 4

Teorema 5

Teorema 6

® ESPACIOS VECTORIALES

Las demostraciones de los teoremas siguientes
tes en R" demostradas en la Seccién 4.10.

Sea H un subespacio de un espacio V finito-dimensional con producto interior.
Suponga que H tiene dos bases ortonormales fw,u, .., udyfw, Wy, ..., Wil
Sea v € V. Entonces

(v, upu, + (v, Ui, + - (v, u ), = (v, WOW, 4+ (v, Wo)w, + - (v, ww,

Complemento ortogonal. Sea H un subespacio de un espacio ¥ con producto in-
terior. Entonces el complemento ortogonal de H, denotado por H* est4 dado por

—_—

H* = {xeV:(x, h) = 0 para toda he H) (7

Si H es un subespacio de un espacio V con producto interior, entonces

i. H* es un subespacio de V.
ii. HnH* = {0}.
iii. dim H* =n — dim H si dim 1/ = n < oo,

Teorema de la proyeccion. Sea H un subespacio finito-dimensional de un espa-

cio ¥ con producto interior. Entonces, existe un tinico par de vectores h y p
tales que he H, pe H*, y

-—
v=h+p 7 (8)

———

—_—

donde h = proy,v.
Si Ves finito-dimensional, P = proyg.v.

Observacién.  Si se examina con cuidado la demostracién del Teorema 4.10.7
se advertird que (8) es valida aun si I es infinito-dimensional. La vnica dife-
rencia es que, en este caso, H' es de dimensién infinita (pues H es de dimen-
sién finita), y asi Proy y.vno estd definida,

Teorema de aproximacion en norma. Sea H un subespacio finito-dimensional de
un espacio ¥ con producto interior, y sea v un vector en ¥, Entonces, en H

Proyyv es la mejor aproximacion a v en el sentido siguiente: Si h es cualquier
otro elemento de H, entonces

IV —proy,v| < |lv — h||

— e
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son idénticas a sus contrapar-

i i ion fini demos hablar

j 0 s un subespacio de dimension finita de C[0,1], po T

” E-femP’° " geo ;nr?);) . lj‘seisfuenél[lo, 15). Si f(x) = e*, por ejemplo, calculemos proyé,zm,ﬂe.
Puesto F(’f{félgu,,u:, oo = {1,Y302x - 1), J5(6x*>—6x +1)} es una base or-

tonormal en P,[0,1] por el Ejemplo 8, tenemos
proyp, o1 €” = (e, 1)1+ (e%, V3(@2x - 1))\/3(2x -1)
+(e*,/5(6x*—6x + ]))\/g(6x2 —6x+1)
Teniendo en cuenta que [} e*dx=e—1, [} xe*dx=1,y |} x’e*dx=e—2, obte-

nemos (e*, 1)=e—1, (e*, x/§(2x—1)):«f§(3—e) y (e5,V5(6x*—6x+1))=
«/5(7e—19). Finalmente, -

pProypoye” =(e— 1+ V3(3-e)lV3(2x—1)
+35(7e = 19)(v/5)(6x*—6x+1)
=(e—1)+(9-3e)(2x—1)
5(7e ~19)(6x*—6x + 1)
~1.01+0.85x +0.84x>

Concluimos esta seccion con una aplicacion del teorema de aproximacion e
norma.

Aproximacion Sea f e C[a, b]. Se desea aproximar f mediante un polinomio de grado #. ;Cual
dtf i inomi to con el menor error?
adratica media polinomio es el que logra es or ‘
cude una funcion Para poder contestar la pregunta hay que (.1<:.f1n1r lo que entender(ejmols1 020;
continua  error. Existen muchos modos distintos de definir error. Damos tres de e

continuacioén:
error maximo = max| f(x) — g(x)| para x€[a, b] (10)
b
error por area = J | f(x) — g(x)|dx (11)
b g (12)
" error cuadritico medio = j | f(x) — g(x)|* dx

O Ejemplo 11 Sea f(x) = x*y g(x) = x* en [0, 1]. Sobre {0, 1], x* = x* asf que et =] =
x? — x3. Entonces

i. error maximo = max (x? — x3). Para calcular este error, se evalia
. d/dx (x2—x3) = 2x — 3x*» = x(2 - 3x) = Ocuando x = OEIX = /29/?1
El error méximo ocurre cuando x = 2/3 y vale [(2/3)? — (2/3)})] = 4
8/27 = 4/27 = 0.148. . N
ii. error pordrea = [§ (x* — x*)dx = (x*/3 —x*/4)|s = 1/3 - 1/4=1/12»
0.083. Esto se representa en la Figura 4.3
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Figura 4.3
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g, 1)

€Iror por area

i, ergor cuadratico medio = [} (x? — x3)2dx = fo (x* — 2x% + x%)dx =
(/5 = X34+ XT/DIS = 1/5 = 173 + 1/7 = 1/105 = 000952

—_—

'C.ada una de las tres medidas de error es util. Bl error cuadratico medio se
ufﬂng c?n estadistica y en otras aplicaciones. Podemos usar el teorema de apro-
Xlmacion en norma para encontrar el polinomio de grado » tinico que aproxi-
me una funcién dada con el menor error cuadrdtico medio.

Del Ejemplo 4, Cla, b] es un espacio con producto interior dado por

b
(f.g) = f (09 (13)

Para todo numero entero positivo », P,
grado 7 definidos en [a, b]— es un subes
Para f e Cla, b] yp,e P,

[a, {)] —el espacio de polinomios de
pacio finito-dimensional de C [a, b].

If=pi?=(f ’ k
W=l =(f = pu [ = p) = f L) = PO S (0) = p(0)]dt

(‘b
= J [f{8) — p(t)1? dt = error cuadratico medio

Asi que por el Teorema 6,

Ell polinomio de grado # que aproxima una funcién continua con
€l menor error cuadratico medio estd dado por p, = proy, f a4
Py

Ejemplo 12 Del Ejemplo 10, el polinomio de x

grado 2 que mejor aproxima la funcién e*

en [0, 1] en el sentido del error cuadratico medio estd dado por

P2(x) & 1.01 + 0.85x + 0.84x2
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Problemas 4.11

1. Denotemos con D, al conjunto de matrices diagonales de # X n con componentes
reales, con las operaciones matriciales usuales. Si A y B estdn en D,, definamos

(A, B)=ay b +anby+ - +aubu

Demuestre que D, es un espacio con producto interior.

2. Si A eD,, demuestre que |A| = 1 siysélosial +as,+ - +as,=1.

3. Encuentre una base ortonormal para D,.

4. Realice la determinacion de una base ortonormal para D, empezando con 4 =
(2 O) yB = (—3 0‘)‘
0 1 0 4

5. En C 2, encuentre una base ortonormal empezando con la base (1, i},
Q-3+ 2.

O 6. Encuentre una base ortonormal para P[0, 1].

0 7. Encuentre una base ortonormal para P,[—1, 1]. Los polinomios que obtenga se co-
nocen como polinomios normalizados de Legendre.

D% 8. Encuentre una base ortonormal para P,{a, b], a <b.

9. Si A = (ay;) es una matriz n X n, la fraza de A4, denotada con tr 4, es la suma
de los componentes de la diagonal de A:tr 4 = ay + ay + - + a,,. En M,
definamos (A4, B) = tr (AB ). Demuestre que con este producto interior, M, es
un espacio con producto interior.

10. Si A € M,,, muestre que | A |? es la suma de los cuadrados de los elementos de A.
[Nota: Aqui [A| = (A, A)"% no det A.]
11. Encuentre una base ortonormal para M,,.

12. Podemos pensar en el plano complejo como un espacio vectorial sobre los reales
teniendo por base a los vectores 1, i. Siz = a + iby w = ¢ + id, definamos
(z, w) = ac + bd. Muestre que esto es un producto interior y que |z| es la mag-
nitud usual de un numerc complejo.

13. Sean a, b y ¢ tres numeros reales distintos. Sean p y g en P, y definamos {p, g) =
plajg(ay + p(b)q(b) + plcig(c).
a. Demuestre que (p, ¢) es un producto interior en P,
b. (Bs (p, q) = pla)g(a) + p(b)g(b) un producto interior?

2 . X A
14. EnR?, six = ( 1) yy= (zl), sea (X, ¥)s = X, ¥, + 3x,y,. Muestre que (X, J)«

L,

16. En R, sea (x, y) = X ¥, — X, . (Es éste un producto interior? ;Por qué?

es un producto interior en R”.

15. Con el producto interior del Problema 14, calcule

%% 17. Sea V un espacio con producto interior. Demuestre que |[(u, v)| < |u] |v]. Esta

desigualdad se llama la desigualdad de Cauchy-Schwarz. [Sugerencia: Vea el Pro-
blema 4.10.33.]

% 18. Usando el resultado del Problema 17, demuestre que |u + v| =< |u| + |v|. Esta
es la desigualdad del tridngulo. [Sugerencia: Vea el Problema 4.10.36.]

019, En P40, 1] sea H ¢l subespacio generado por {1, x?}. Encuentre H".
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O% 20. EnC[~1, 1], sea Hel subespacio de funciones pares. Muéstre que H *esta formado

por las funciones impares. [Sugerencia: f es impar si J(=x) = =f(x) y es par si

S=x) = f(x)]

O% 21. H = P,[0, 1] es un subespacio de P[0, 1]. Escriba el polinomio 1 + 2x + 3x2 —

x* como A(x) + p(x), donde h(x) e Hy p(x) € H".
n
# 22. Obtenga el polinomio de segundo orden que mejor aproxime a la funcion sen 3 X en
el intervalo [0, 1] en el sentido del error cuadratico medio.

% 23. Resuelva el Problema 22 para la funcién cos gwc

24. Sea 4 una matrizm X n con elementos complejos. Entonces la matriz transpuesta
conjugada de A, denotada por A*, se define por (A*),-j = a—ﬁ. Determine A4* si

1—2i 3+ 40
A =
("5

25. Sea A una matriz n X # invertible con elementos complejos. A4 se dice unitaria si
A7 = A4* Demuestre que la matriz siguiente es unitaria:

1 1o
7_ — + -
J2 2 2

toi

\/2 2 2

% 26. Demuestre que una matriz n X n es unitaria si y s6lo si las columnas de 4 constitu-
yen una base ortonormal de

4.12

Definicion 1

Notacion.

Una perspectiva diferente: Ia existencia
de una base

En esta seccién demostramos uno de los resultados mads importantes del algebra
lineal: Todo espacio vectorial posee una base. La demostracion es dificil e in-
volucra conceptos que son parte de los fundamentos de la matematica. Sera
algo laborioso seguir los detalles de la demostracion. Sin embargo, una vez que

se haya hecho esto, se contard con una apreciacién mds profunda de una no-
€ion matematica fundamental.

Comenzaremos con algunas definiciones.

Ordenacion parcial, Sea S un conjunto. Una ordenacicn parcial en S, es una re-
lacién, denotada por =, la cual estd definida para algunos de los pares ordena-
dos de elementos de S ¥ que satisface tres condiciones:

i.x < xparatodax e S

ii.Six<yyy =<y, entonces x = y
HL.Six<yyy< Z, entonces x < z

ley reflexiva
ley antisimétrica
ley transitiva

Pudiera darse el caso de que existan elementos x, y en § tales que no se cumpla
X =<yniy =< x. Sin embargo, si para todo parx,y € Ssecumple x < y o
bien y < x, entonces la ordenacion se llama ordenacicn total. Six = yo bien
Y = X, entonces a los elementos x, Y se les llama comparables.

x<ysignificaxsyyx¢y.
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Ejemplo 1 Los numeros reales estdn ordenados parcialmente por <, donde < significa
““menor que o igual a’’. La ordenacidn es total.

Ejemplo 2 Sea S un conjunto y P(S), llamado el conjunto potencia de S, denota el con-
junto de todos los subconjuntos de S.

Se dice de dos subconjuntos A y Bde Sque A < B 51 A < B. La relacién
de inclusion es una ordenacion parcial en P(S). Esto es facil de demostrar. Te-
nemos que

i. 4 © A para todo subconjunto A.

ii.AgByBgAsiysélosiA:B“ ’

iii. Supdngase que 4 € By que B € C. Si x € A, entonces x € B, asi que
x € C lo cual significa que 4 € C.
Como se indica en las circunstancias de la Figura 4.4, la ordenacion asi defini-
da no es total.
B
A B A B
Figura 4.4

Nosecumple 4 C Bni B C A4;
Ay Bson ajenos

Nosecumple A C B
ACB niBC A
(@) (b) (©)

Definicion 2 Cadena, cota superior y elemento maximal. Sea S un conjunto parcialmente orde-

nado por una relacién <.

i. Un subconjunto 7 de S se llama cadena si esta ordenado totalmente; esto
es, si x, y son elementos distintos de 7, entonces x < y o bien y 5 X.
ii. Sea C un subconjunto de S. Un elemento u € S se llama cota superior de
Csi ¢ < u para todo elemento ¢ € C. . ‘ .
iii. El elemento m € S se denomina elemento maximal de S si no existe s €
S siendo m < s.

Observacin 1. En (ii), la cota superior de C debe ser comparable con cac!a ele-
mento de C pero no necesariamente debe ser elemento.de C (aungue si debe
estar en S). Por ejemplo, el numero 1 es una cota superior del conjunto (0, 1)
pero no pertenece a este intervalo. Todo nimero mayor que 1 es una cota.supe~
rior. Sin embargo, no existe niumero alguno en (0, 1) que sea cota superior de

©, ).

Observacion2. Si m es un elemento maximal de S, no necesariam§nte ocurre que
s < mparatodo s € S. De hecho, m pudiera ser comparable sélo con algunos
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elementos de S. La tnica condicién de maximalidad es que no exista un ele-

mento de S ““mds grande”’ que m.

Ejemplo 3

Sea § = R2 Entonces P(S) consiste en subconjuntos del plano xy. Sea
D, = {6, ¥): x> + y* <r?}; esto es, D, es un disco abierto de radio r —el in-
terior del circulo de radio r centrado en el origen. Sea

T={D,:r>0}
Claramente se ve que 7 es una cadena, pues si D, v D, estdn en T, entonces

D, <D, sir <r, y D, D, sir,<r,

Definicion 3

Antes de proseguir se necesita una notacién adjcional. Sea V un espacio vec-
torial. Hemos visto que una combinacién lineal de vectores en V es una suma

n
finita Zlacivi = 0¥y ¥y + oo+ a,v,. Sise han estudiado series de poten-
i= )
cias, se habrdn visto ya sumas infinitas de la forma > a,x". Por ejemplo
9
n=0

© n
2 Y3

En lo que sigue es necesario un tipo diferente de suma. Sea Cun conjunto de
* ~ o) 3
vectores en V.* Para cada v € C, sea o un escalar (el conjunto de escalares
se da en la definicion de V). Entonces puede escribirse

X= > a,v )

vel
se entenderd que sélo un niimero finito de escalares o, son distintos de cero y
que todos los términos con o, = 0 se eliminan de la suma. Podemos entonces
describir la suma (1) como sigue:

Para cada v e C, se asigna un escalar «, y se forma el producto «,v. En-

tonceg X es la suma del subconjunto finito de vectores a,v paralos cuales
o, # 0.

L

Combinacién lineal, conjunio generador, independencia lineal v base.

i. Sea C un subconjunto de un espacio vectorial V. Entonces todo vector que
pueda escribirse en la forma (1) se llama combinacidn lineal de vectores
en C. El conjunto de combinaciones lineales de vectores en C se denota
por L{C).

u Del conjunto C se dice que genera ¢l espacio vectorial Vsi V C L (C)
iii. g‘n subcgnjunto C de un espacio vectorial V se dice linealmente?ndepen-.
iente, si Y =
‘%Cazvv 0

se verifica sélo si &, = 0 para todo v € C.

* C no es necesariamente un subespacio de V.

Teorema 1

Demostracién
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iv. El subconjunto B de un espacio vectorial ¥ es una base de V si genera a
V y si es linealmente independiente.

Observacion. Si C contiene sélo un numero finito de vectores, entonces estas de-
finiciones son precisamente las mismas gue se vieron con anterioridad en este
capitulo.

Sea B un subconjunto linealmente independiente de un espacio vectorial V. En-
tonces B es una base si y sélo si es maximal; esto es, si B < D,entonces D es
linealmente dependiente.

Supéngase que B es una base y que B & D. Elijase x tal que xe D pero x¢ B.
Como B es una base, x puede ser escrito como combinacién lineal de vectores

en B:
X = 3 o
veB
Si para toda v oo, = 0, entonces x = @ y D es dependiente. De otro modo, si
para alguna v, «, # 0, la suma
Xx— yav=0
vel

pone de manifiesto que D es dependiente. Asf pues, B es maximal.

Reciprocamente, supoéngase que B es maximal. Sea x un vector de ¥ que no
estéen B. Sea D = B u {x}. Entonces D es dependiente (porque B es maximal)
y existe una ecuacion

Yo, v+ px=0

veB
en la que no todo coeficiente es cero. Pero 8 # 0, ya que de otro modo ob-
tendriamos una contradiccion a la independencia lineal de B. Asi pues, puede
escribirse
x=—f7 1% o, v*
veB

De modo que B es un conjunto generador, y por lo tanto, una base de V.
=

A donde lleva todo esto? Quiza el lector ya adiviné la direccién general.
Hemos definido ordenaciones en conjuntos y elementos maximales. Se ha de-
mostrado que un conjunto linealmente independiente es una base si es maxi-
mal. Hace falta ahora un resultado que ayude en la demostracién de la existencia
de un elemento maximal. El resultado que buscamos es uno de los supuestos
basicos de las matematicas.

Suele estudiarse la geometria euclidiana en la ensefianza secundaria y pre-
paratoria. Ahi quizd se tuvo un primer contacto con demostraciones matema-
ticas. Para demostrar cosas, Euclides hizo ciertas suposiciones a las que llamé
axiomas. Por ejemplo, consideraba que la distancia mas corta entre dos pun-
tos es la recta. Comenzando con estos axiomas, él, y los estudiantes de geome-
tria, fueron capaces de demostrar un buen mimero de teoremas.

* Silos escalares son nimeros reales o complejos, entonces 1 = 1/f.
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Axioma

Teorema 2

Demostracion

En todas las ramas de las matematicas es necesario establecer algunos axio-

mas. Si nada se supone, nada puede demostrarse. Para completar nuestra de-

mostracion, necesitaremos del axioma siguiente:

Lema de Zorn.* Si S es un conjunto no vacio, parcialmente ordenado y tal que

toda cadena no vacia posee una cota superior, entonces en S hay un elemento
maximal.

Observacion.  El axiomgq de eleccion dice, aproximadamente, que dado un nime-
ro (finito o infinito) de conjuntos no vacios, existe una funcién que selecciona
un elemento de cada uno de ellos. Este axioma es equivalente al lema de Zorn;
esto es, si se postula el axioma de eleccion, es posible demostrar el lema de
Zorn, y viceversa. Si el lector desea ver una demostracion de esta equivalencia,
asi como otros resultados interesantes, se le recomienda el excelente libro Naive
Set Theory de Paul R. Halmos (Nueva York: Van Nostrand, 1960), especial-
mente la pdgina 63.
Finalmente, podemos enunciar y demostrar nuestro resultado principal.

Todo espacio vectorial ¥ tiene una base.

Se probara que V tiene un subconjunto maximal linealmente independiente.
Lo haremos por pasos.

i. Sea § la coleccién de todos los subconjuntos de ¥ linealmente indepen-
dientes, y considerémoslos parcialmente ordenados por inclusidn.

ii. Una cadena en S es un subconjunto 7' de S tal que si A y B estan en 7,
entonces A < B o bien B < A.

iii. Sea 7 una cadena y definamos

M(T)= (] A
AeT

Claramente M(T) es un subconjunto de V tal que 4 = M(T) para toda
A € T. Desea demostrarse que M(T) es una cota superior de 7. Como
A< M(T) paratoda A e T, sélo hay que probar que M{ 7) estd en S.
Esto es, que M(T) es linealmente independiente.

iv. Supéngase que Y o,v =0, donde sélo un nimero finito de las o, son

ve M(T)
distintas de cero. Denotemos estos escalares poroy,d,,..., o, y SUS Corres-
pondientes vectores por v,, Vy ..., V. Paracadai, i = 1,2, ..., nexis-

te un conjunto 4;€ 7 tal que v,c 4 (ya que cada v; estd en M(T) y M(T)
es la union de conjuntos en 7). Pero T est4 totalmente ordenado, asi que
una de las A4, contiene a todas las demas (vea Problema 3). Sea este ele-
mento A,. (Podemos concluir lo anterior porque {A, Ay, .., A,} es fini-
to.) Asi pues, 4, < 4, parai = 1,2, ..., n YV Vo, oo, ¥,€ 4,. Como

Ayes linealmente independiente y D ov; =0, se sigue que o, = o, =
i=1
o =a,=0. As{ pues, M(T) es linealmente independiente.

* Max A. Zorn (n. 1906) pasé un buen nimero de afios en la Universidad de Indiana, donde es
ahora Profesor Emérito. Publicé su resultado famoso en 1935 (‘A Remark on Method in Transfi-
nite Algebra”, Bulletin of the American Mathematical Society, 41 (1935): 667-670).
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v. S no es vacio porque @ € S (el conjunto vacio se denota por @). Hemos
pues demostrado que toda cadena 7 en S tiene una cota superior M(T)
en S. Por el lema de Zorn, S tiene un elemento maximal. Pero S consis-
te en todos los subconjuntos de ¥ linealmente independientes. El elemento
maximal Be S es, por lo tanto, un subconjunto de ¥V maximal y lineal-
mente independiente. Por el Teorema 1, B es una base de V. B

Problemas 4.12

1. Demuestre que todo conjunto linealmente independiente en un espacio vectorial V,
puede ser expandido a una base.

2. Demuestre que todo conjunto generador en un espacio vectorial ¥ tiene un subcon-
junto que es una base.

3. Sean n conjuntos A, A,, ..., A, en una cadena 7. Demuestre que uno de ellos con-
tiene a todos los demads. [Sugerencia: Como T es una cadena se tiene que A; € 4,0
bien A, € A,. Asi que el resultado es cierto si # = 2. Complete la demostracién
por induccién matematica.]

Ejercicios de repaso ¢ Capitulo 4

En los Ejercicios del 1 al 10 determine si el conjunto dado es un espacio vecto-
rial. Si es ast, encuentre su dimension. Si es de dimension finita, encuentre una
base para el espacio.

1. Los vectores (x,»,2) en R® que satisfacen x+2y—z=0

2. Los vectores (x,,z) en R® que satisfacen x + 2y —z=<0.

3. Los vectores (x,y,z,w) en R* que satisfacen x+y+z+ w=0.

4. Los vectores en R’ que satisfacen x—2=y+3=z—~4

5. El conjunto de matrices triangulares superiores de # X n con las operaciones de
suma de matrices y multiplicacién escalar.

. El conjunto de polinomios de grado <$§

7. El conjunto de polinomios de grado 5

8. El conjunto de matrices de 3 x 2, 4 = (a;), cona,, = 0, con las operaciones

de suma matricial y multiplicacién escalar.
9. El conjunto del Ejercicio 8, excepto que g, = 1
10. El conjunto S = {f € CI[0, 2]: f(2) = O}

En los Ejercicios del 11 al 19 determine si el conjunto de vectores dado es li-

nealmente dependiente o independiente.
1 3 0
13, (—1); (0); 0)
2 1 0

=

(5 () (5 Q)

1 0 /0

N2 o) {1] [o} [0

14, —g,_i, —1(5) E3 S 12 I 3 e B O
o/ \o/ \o/ \1

16. En P5: 1,2—x 3—x, 7x>—8x 17. BEn Ps: 1,2+x% 3—x,7x*—8x
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18, En M,,: (1 —1), (1 1), (O 0)’ (0 0)
0 0 g 0 11 1 -1

e (00000000
0 0 0 0 11 1 -1

20. Utilizando determinantes, determine si cada conjunto de vectores es independiente
o dependiente.

/

1\ /3\ /-5
a (SEioh] & b (2,1,4);3, =2,6);(~ 1, —4, -2)
2/ \4 6

En los Ejercicios del 21 al 26 encuentre una base para el espacio vectorial dado
¥ determine su dimension.

21. Los vectores en R* que estan sobre el plano 2x + 3y — 4z = 0,

22. H={(x,y): 2x-3y=0} 23, {veR* 3x—y—z+w=0}
24. {pePy: p(0)=0} 25. El conjunto de matrices diagonales de 4 x 4.
26. M,

En los Ejercicios del 27 al 32 determine el niicieo o kernel, la imagen, la nuli-
dad y el rango de la matriz dada.

L 1 -1 3 1 -1 2
27.A=(_2 4) 28.A=(2 0 4) 29.A=(0 1 4)
0 -2 2 1 -1 0

) 1 -1 2 3

2 4 -2 23 0 1 -1 0

3&A=( ) 3 A=f-1 2 32 A=
-1 -2 1 it 1 -2 3
2 -3 6

En los Ejercicios del 33 ai 36 escriba el vector dado en términos de los vectores
base.

N =3y /1y /1y 0
33. En R*: z( ); ( ) ( > . ox= ; y
n X 1 5 ) ’ 34. En R X 4,000, 014,12
2 1 0 3
35. En Py: x=4+x% 1+x% 1+x 1

301\ /1 1\ /1 -1\ [0 O\ /0 0
36, En M,,: x= : ; : ;
En Mo x <0 1)’ (0 0)' <0 0) (1 1) (1 ~1>

En los Ejercicios 37 y 38 determine el rango de la matriz indicada utilizando

subdeterminantes.
13 —1 4 23l
37. 42 1 B 6 2 38 4 ! 6
N ) 0 -5 8
I =2 7 =2
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Ln los Ejercicios del 39 al 42 encuentre una base ortonormal para el espacio
vectorial dado. ’

-1
4
40. {(x,y,z)eR* x-y—z=0} 1. {(x,y,2)eR> x=y=2z}
42. {(x,y,z,w)eR* x=z y y=w}

2
39. R? empezando con la base (\3), ( )

En los Ejercicios del 43 al 45: (a) calcule proy,v; (b) halle una base ortonor-
mal para H*; (c) exprese v como h + p,endondehe Hyp e H"

-1
43. H es el subespacio del Problema 40; v = ( 2).
4

1
44. H es el subespacio del Problema 41; v = ( ()),

45. H es el subespacio del Problema 42; v =

46. Obtenga una base ortonormal para P,[0, 2].

47. Utilice el resultado del Ejercicio 46 para encontrar el polinomio que dé la mejor
aproximacion cuadrdtica media a e* en el intervalo [0; 2].




CAPITULO

5.1

Transformaciones
lineales

Definicion y ejemplos

En este capitulo vamos a discutir una clase especial de funciones, llamadas
transformaciones lineales, las cuales aparecen con gran frecuencia en el al-
gebra lineal y otras ramas de las matematicas. También son importantes en
una amplia variedad de aplicaciones. Antes de definir lo que es una transfor-
macion lineal, estudiemos dos ejemplos sencillog para ver lo que puede suce-
der.

Ejemplo 1

Figura 5.1

X .
En R?, definamos una funcién 7T por la férmula T(x) = ( ) Geomeétrica-
y

-y
mente, 7 toma un vector en R?y lo transforma en su reflexion con respecto al
eje x. Esto se ilustra en la Figura 5.1. Una vez que hayamos dado la definicién
basica, veremos que T es una transformacion lineal de R? en R?.

(x,y)

Tix, y) = (x, —y)

Ejemplo 2

Un fabricante elabora cuatro productos diferentes, cada uno de los cuales re-
quiere tres materias primas. Denotamos los cuatro productos por Py, P,, Py y
P,y las materias primas por R, R, y R,. La tabla anexa da el niimero de unida-
des de cada materia prima que se necesitan para la elaboracion de una unidad
de cada producto.

273



274

CAPITULO 5 o TRANSFORMACIONES LINEALES

Necesarias para producir una unidad de

P, P, P, P,

Cantidad de
unidades de R, 2 1 3 4

materia
prima R2 4 2 2 1

R, | 3 | 3 1| 2

La pregunta que surge naturalmente es: Si se produce un nimero determinado
de cada uno de los cuatro productos jcuantas unidades de cada materia prima
se necesitan? Denotemos por p,, p,, py ¥ p, €l nimero de articulos elaborados
de los cuatro productos y por 7,, r, y r, el nimero de unidades necesarias de
materia prima. Entonces, definimos

P " 21 3 4
p=| " r={rn,] A=|4 2 2 1
Ps s 331 2
D4
10
. 30 , . .
Por ejemplo, supongamos que p = 20| ¢Cuantas unidades de R, se necesi-
50

tan para producir este nimero de unidades de los cuatro productos? A partir
de la tabla encontramos que

Fy=pyc2+p,- 1+ps- 3+p,- 4
=10-2+30-1+20-3+450 4 =310 unidades
Analogamente, r,=10-44+30-2420-2 + 50 - 1 =190 unidades
y r3=10-3+30-3+20-1+50- 2 =240 unidades

En general, vemos que

21 3 a [P\ 4
42 2 1|12 )=+,
3.3 1 2/\P2] \,
Da
o bien r=Ap

Podemos ver esto de otra manera. Si a p se le llama vector de produccicn, y a
I, vector de materia prima, definimos la funcién Tporr = Tp = Ap. Esto es,
7 es la funcion que “‘transforma’’ al vector de produccion en el vector de ma-
teria prima, que esta definido por una multiplicaciéon comun de matrices. Co-
mo veremos, esta funcidn también es una transformacion lineal.

e R
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Antes de definir una transformacion lineal, conviene expresar algo acerca
de las funciones. En la Seccion 1.6 escribimos un sistema de ecuaciones como

Ax =b

en donde A es una matrizde m X n,x e R"y b € R™. Se pidié encontrar x
cuando A y b eran conocidos. Sin embargo, es posible considerar a la ecuacién
de otra manera: Sup6ngase que A4 es dada. Entonces la ecuacion Ax = b ““dice”’:
Si se da una x en R", se proporcionara una b en R”. Esto es, A representa una
funcién con dominio en R" y un d4mbitc o contradominio en R™.

La funcién definida anteriormente tiene la propiedad de que A(ax) = a Ax
sicves unescalary A(x + y) = Ax + Ay. Esta propiedad caracteriza trans-
formaciones lineales.

Transformacién lineal. Sean V'y W espacios vectoriales. Una transformacion li-
neal T de Ven W es una funcion que asigna a cada vector v € ¥ un tnico vec-
tor Tv € W'y que satisface para cada uy v en V vy cada escalar o,

Ta+v)=Tu+Tv (D)
T(av)=aTv 2)
Notacion  Escribimos 7: V— W para indicar que T transforma V en W.
Terminologia  Las transformaciones lineales se llaman, con frecuencia, operadores lineales.
También, las funciones que satisfacen (1) y (2) se denominan funciones lineales.
x+y 2
: .. X - .
Ejemplo 3 Sea T: R*>—R® definida por T >: x—vyl. Por ejemplo, T(_3>=
y 3y
-1
51. Entonces
-9

Xitxty +y,

X X X +x
)Gl
Vi Y2 yit+y, ! 2Ty

3y:+3y,

Xty Xyt Y,
=Ryt iy,
3y, 3y,



276

CAPITULO 5 o TRANSFORMACIONES LINEALES

X1ty x Xty x :
Pero X1~ Y1 =T( 1) y X2 Y2 =T( 2)
Y1 Y2
3y, 3y,
A, () Go)l=() ()
Y1 Y2 Y1 y2
Analogamente,
x X ax +ta x+
x
T[a( )}=T(a )= ax—ayl=al x—y =aT( )
y ay/ . y
3ay 3y

Por lo tanto 7 es una transformacion lineal.

Ejemplo 4

Sean V'y W espacios vectoriales. Defina 7: V' — W por Tv = 0 para todo v
en V.Entonces 7(v, + v,) =0 =0+ 0 =T7v, + Tv,y T(av) = 0 = o =
alv. Aqui T se llama transformacion cero.

Ejemplo 5

Sea V un espacio vectorial. Defina I: ¥V = V por Iv = v para todo v en V.
Aqui 7 es obviamente una transformacién lineal conocida como transforma-
cion identidad u operador identidad.

Ejemplo 6

Figura 5.2

Sea T: R*—R? definida por T(x) = (—x>' Es facil verificar que T es lineal.
y y

Geométricamente 7 toma un vector en R*y lo refleja con respecto al eje y (Fi-
gura 5.2).
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Ejemplo 7

Sea A una matriz de m X n. Defina T: R"—R™ por Tx= Ax. Puesto que
AE+y)=Ax+Ay v A(ax)=aAX si xy yestan en R",vemos que 7 es una
transformacion lineal. En consecuencia: Cada matriz A de mxn da lugar a
una transformacion lineal de R™ en R™. En la Seccion 5.3 veremos que la
reciproca es valida: Toda transformacion lineal entre dos espacios vectoriales
de dimension finita se puede representar por una matriz.

Ejempio 8

X
Suponga que el vector v = (y) en el plano xy gira un angulo 6 (medido en

grados o radianes) en la direccioén contraria a las manecillas del reloj.

sy )[3,
% T ]| (¥
- D‘I7 4 {
. | -
Figura 5.3 o N
Sea v' = (x ,') el vector girado. Entonces, como en la Figura 5.3, si r denota la
y
longitud de v (la cual no cambia con la rotacidn),
X = Cos a y =rsena
x'=rcos (8 +a) y'=rsen(8+a)*
Pero r cos (8+a)=r cos § cos a—r sen 6 sen o, por lo que
x'=xcos§—ysenf (3)
Analogamente, r sen (§ + «) = rsen 8 cosa + r cosf sen o 0
y'=x sen®+y cos § (4)
cos 8 —sen8
()
Sea ¢ sen 8 cos @
- X x' S
Entonces, de (3) y (4), vemos que A, (y)z (y,). La transformacion lineal
T: R*—R>definida por 7v = A,v, donde A, estd dada por (5), se llama trans-
Jformacidn de rotacion.
Ejemplo 9  Sea H un subespacio de R". Definimos la transformacién proyeccion ortogo-

nal P:V— H por

Pv=proy, v (6)

Sea {u,,u,, ..., u.} una base ortonormal de /. Entonces de la Definicion 4.10.4
‘tenemos

Pv=(v-u)u + (v u)m,+- -+ (v )k (7

* Bsto sale de la definicion de cos 8 y sen 6 como las coordenadas x y Y de un punto en el circulo
unitario. Si (x, ¥) es un punto del circulo centrado en ¢l origen con radio r emo.n'ces X = rcos¢
yy = rsen¢, donde ¢ es el angulo que el vector (x, y) forma con el eje positivo x.

!
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Puesto que (v, V) ru=v cuty,

‘u Y (av)-u=a(v-u),vemos que P es una
transformacion lineal. :

Ejemplo 10

X X
Sea T: R*—R’ definida por T{ y 1=| y|]. Entonces Tesel operador pro-
z 0
yeccion que toma un vector en el espacio y lo proyecta en el plano Xxy. Analoga-
X X

mente T{ y {=| 0 | proyecta un vector del espacio en el plano xz.
z z

Ejemplo 11

Sea T: M, — M, definida por 7(A4) = A'. Puesto que (A + B) = A’ + B!

y (@A) =aA', vemos que 7, llamado el operador transpuesto, es una trans-
formacion lineal,

U Ejemplo 12

Sea J: C[0, 1] > R 'y siendo definida por Jf = {3 J(x)dx. Puesto que
fo [f(x) + g(x))dx = [} f(x)dx + f) g(x)dxyfy af(x)dx = af}f(x)dx
sifygson continuas, vemos que J es lineal. Por ejemplo, T(x3) =

5 Jse
llama operador integral.

UEjemplo 13

Sea D: C'[0, 1] = C[0, 1] definida por Df = f'. Puesto que (f + g) = f+
gylafy =af'sify & son diferenciables, vemos que D es lineal. D se llama
operador diferencial.

Advertencia. No todas las funciones que tienen apariencia de ser lineales lo
son en la realidad. Por ejemplo sea T: R — R definida por Tx=2x+3. Enton-
ces {(x, Tx): x R} es una linea recta en el plano xy. Pero 7 no es lineal puesto
queT(x+y)=2(x+y)+ 3=2x+2y+3yTx + Ty = (2x + 3) |

2y + 3) =2x+ 2y + 6. Las unicas funciones lineales de R en R son funcio-
nes de la forma f(x) = mx para algin nimero real m. Por lo tanto, de todas

las funciones que son lineas rectas, las unicas que son lineales son las que pa-
san por el origen.

Ejemplo 14

Sea T: C[0, 1] = R definida por Tf = f(0) + 1. Entonces T1o es lineal. Para
ver esto, calculemos.

TIf+g]=(f+g)(0)+1=£(0)+g(0)+1

Tf+ Tg = [f(0)+ 1]+[g(0) + 1]= £(0) + g (0) + 2

Este es otro ejemplo de una transformacién

que a simple vista parece ser lineal
pero que no lo es.
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Problemas 5.1

£n los Problemas del 1 al 29 determine si la transformacion dada de Ven W
es lineal.

X 1)
X X 2 2, —
LT R2->R7;T(y>:(0) 2T R —)P’T(y) (y
x 2\ /0
X 2, -
3T Rt»R";T(y):(y) 4T R—R T(y) (y)
. z
X 2
1 . w2 2, ¥ =<x
5. T R3~—>R2§T(y)~(2> 6. T: R*—R% T(y) yz
z ity
x
ﬂ X y 2 2. - >
7. T R2—>R”;T< )=<x) 8. T: R*-R% T(y) (x—y
X

e

Xy
X
10. T: R"—>R. T t’ =x+ x4+ x, 11. T: R->R"; Tx)= )

12.

=

p“_)RZ. T y = <X+Z) 13. T: R4‘—>R2; T =
: ’ z y+w

z
N v

14. T: M, —M,,: T(A)=AB, donde B es una matriz de nx n dada

15. T: M,,—M,,; T(A)=A'A

16. T: M,.—M,,: T(A)=AB, donde B es una matriz de nx p dada

17. T: D,—D,; T(D)=D" (D, esel conjunto de matrices diagonales de n X n)

8. T: D,—D,; TD)=I+D

19. T: P, Py; T(ag+a,x+ arx?) = ag+a,x

20. T: P Py T(ao+a;x + ax?) = a, + arx

21. T: R—P,; T(a)=a+ax+ax’+-- +ax"

22. T: Py~ Py T(p(x)=[p()P

23. T: C[0, 11> C[0, 1]; Tf(x) = f*(x)

24. T: C[0,1]—>C[0, 1]; Tf(x)=f(x)+1
025 T: C[0,1]->R; Tf = f(x)g(x) dx, donde g es una funcién dada en ,CIO,I]
026. T: C'0,1]—C[0, 1]; Tf =(fg)', donde g es una funcién dada en C [0, 11

27. T: C[0,1]1-C[1,2]; Tf(x)=f(x—1)

28. T Cl[0,1]-R; Tf=f3)

29. T: M,,—R; T(A)=det A

30. Sea T: R’—>R* dada por T(x, y)=(—x, —y). Describa T geométricamente.

1 ! 0 —4
31. Sea T una transformacion lineal de R>—R>tal que T(O) ——(i) y T(l) ‘( 2)

Encuentre (a) TG) y (b) T(_i)‘
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32. En el Ejemplo 8: (a) Encuentre la matriz de rotacion A, para = /6. (b) ;Qué

le sucede al vector ( 4) si gira un dngulo de /6 en el sentido contrario a las mane-

cillas del reloj?

cos § -—senf O
33. Sea Ay = (sen 6 cos@ 0). Describa geométricamente la transformacion lineal
0 0 1
T: R*—>R’dada por Tx = Ax.
cos® 0 -—send
34. Responda a las preguntas del Problema 33 para A, = ( 0 1 0 )

senf O cosé
35. Suponga que en un espacio vectorial real V, T satisface 7(x + y) = Tx + Ty y
T(ax) = aTx para a = 0. Muestre que 7 es lineal.
36. Encuentre una transformacion lineal 7: M;; = M,,.
37. Si T es una transformacion lineal de V en W, muestre que 7(x —y) = Tx — Ty.

38. Si T es una transformacién lineal de V en W, muestre que 70 = 0. ;Son los dos
vectores cero el mismo vector?

39. Sea V un espacio producto interior y sea u, € V, un vector dado. Sea T: V= R
(0 C) definida por Tv = (v, u,). Muestre que 7 es lineal.

* 40. Muestre que si ¥ es un espacio producto interior complejoy 7: V — C esta definida
por Tv = (uy, v) para un vector dado u, € V, entonces 7 no es lineal.

41. Sea V un espacio producto interior con un subespacio de dimensidn finita H. Sea
{u,, u,, ..., u} una base de H. Muestre que T: V — H definida por Tv =
(v, upu, + (v, myu, + - + (v, u)u, es una transformacion lineal.

42. Sean V'y W dos espacios vectoriales. Sea L (V, W) el espacio de transformaciones
lineales de Ven W. Si T, y T, son elementos de L(V, W), definanse o7,y T, +
T, por (aT\)v = a(T\v) y(T, + Tyv = T\,v = T,v. Demuestre que L (V, W)
es un espacio vectorial.

5.2

Teorema 1

Propiedades de las transformaciones
lineales: Imagen y kernel (o nucleo)

En esta seccion desarrollaremos algunas de las propiedades basicas de las
transformaciones lineales.

Sea T:V— W una transformacion lineal. Entonces para todos los vectores
o, V, Vi, Va,...,¥, en Vy todos los escalares ay, oy, ..., a,:
i T0)=0
il. Ta—v)=Tu-Tv
iil. T(a,v,+ayv,+- - +a,v,)=o;Tv, +a,Tv,+- - -+a,Tv,

Nota. En la parte (i) el 0 de la izquierda, es el vector cero en V mientras que
el 0 del lado derecho, es el vector cero en W.

Demostracion

Teorema 2

Demostracion
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i. T(0)=T(0+0)= T(0) + T(0). Entonces 0= T7(0)— 7(0) = T(0) + T(®) — T(0) =
7(0).

ii. T@—v)=Th+()v]=Ta+T[(-v]=Ta+(-1)Tv=Ta—-Tv.

fii. Demostraremos esta parte por induccion (Apéndice 1). Paran = 2, ob-
tenemos T (o v, + ayvy) = T(av) + T(av,) = o Tv, + a,Tv,.
En consecuencia, tenemos que, la ecuacion es valida para n = 2. Suponga-
mos que es valida para n = k y demostremos que vale paran = k + 1:
Tloy, + ay, +  + oV + o, Vi) = Ty, + ¥, + 70 4 ogvy) +
T, v,.,), v usando la ecuacion de la parte (i) para n = k, esto es igual
a e Tv, + ouTv, + o, Tv) + o, TV, que es lo que querfamos demos-
trar. Con esto queda completa la demostracion. &

Observacion. Note que la parte (if) del Teorema 1, es un caso especial de la parte

(iii).

Un hecho importante de las transformaciones lineales es que estan comple-
tamente determinadas por lo que le hacen a los vectores base.

Sea V un espacio vectorial de dimension finita con base B={v;,v,...,V,}.
Sean w,,W,, ..., W, n vectores en W. Suponga que T, y T, son dos transfor-
maciones lineales de V en W tales que Tyv,=T,v,=w, parai = 1,2, ..., n.

Entonces para cualquier vector ve V, T,v= T,v. Esdecir 7|, = T,.

Puesto que B es una base de V, existe un conjunto unico de escalares oy, ay,
., o, tales que v = oyv, + av, + - + a,¥,. Entonces, de la parte (i)
del Teorema 1,

Tyv=Tiav, oy, +  +a,v,)=a;Tyvito, Tv+ -+, Thv,
=W, ta,w,+ " +a,w,
Andlogamente,
Tov=Tyav;+av,+ - +a.v,)=a,Tov,ta,Tov,+ - +a,Tov,
=Wy ta,wy+- - t+a,w,

De esta manera, T\v=T,v. &

El Teorema 2 nos dice que si T:V— Wy V es de dimension finita, entonces
necesitamos conocer unicamente lo que 7 hace al vector base en V. Esto deter-
mina T completamente. Para ver esto, sea v, v,,...,v, una baseen Vyseav
otro vector en V. Entonces, como en la demostracion del Teorema 2,

Tv=a;Tv,+a,Tv,+ - -+a,Tv,

De esta manera podemos calcular Tv para cualquier vector ve V si conocemos
Tvy, Tvy, ..., Tv,.

Ejemplo 1

Sea 7 una transformacion lineal de R*en R*y suponga que
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1 5 0 1 0 5 3
T{O :(3>,T 1 :( 4) y T10 =(_%>. Calcule T —4].
0 0 1 ) 5
3 1 0 0
Solucion Tenemos | —4 |=310§—-4{11+5{01
5 0/" \o 1
3 1 0 0
De esta manera T{ —4 | =3T 0 1—47T} 1 1+5T1 0
5 0 0 1

!

Surge otra pregunta: Si w,, w,, ..., W, son n vectores en W, ;existe una
transformacion lineal 7 tal que Ty, =w;,para i=1,2,..., n? Larespuesta es
si, como se muestra en el siguiente teorema.

Teorema 3 Sea V' un espacio vectorial de dimensién finita con base B = AT 7T A
Sea también W un espacio vectorial que contiene a los 7 vectores W, W, ...,
w,. Entonces existe una unica transformacién lineal 7: ¥V = W tal que Tv;, =
w,parai = 1,2, ..., n.

Demostracion  Defina una funcion T del siguiente modo:
i. Tv,=w,
ii. Siv=o,v;+a,v,+ - +a,v,, entonces
Tv=oq,w, +a,W,+ - +a,w, (1)
Ya que B es una base de V, T esta definida para todo ve V'; y puesto que Wes

un espacio vectorial, Tve W. De esta manera solo resta demostrar que 7T es li-
neal. Pero esto se deduce directamente de la Ecuacion (1). Pues si = a,v,+

Va o eV y v=Bv, + Byv,+- - -+ B,v,, entonces

Tu+vy)= T[(a; + Bov,+ (a,+ Bo)v,+ -+ (a, + B.)v..]
= (ay +BIW + (o + B)w, + - e, +B)w, = (ayw, + a,w,
tooto,w,)H(B W+ Bow,t -+ B.w, )= Tu+ Ty

Anadlogamente T(av) = Ty, por lo tanto T es lineal. La unicidad de 7 sale
del Teorema 2 y con ello el teorema queda demostrado. B
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Observacion. En los Teoremas 2 y 3 los vectores w,, w,, ..., w, no necesitan
ser distintos. Mas aun, hacemos énfasis en que los teoremas son ciertos si V es
cualquier espacio vectorial de dimension finita, no necesariamente R™. Notese
también que W no tiene que ser necesariamente de dimension finita.

Ejemplo 2 Encontrar una transformacion lineal de R?,en el plano

X
W=4tyl 2x—y+3z=0
z

Solucién  Del Ejemplo 4.6.3 sabemos que W es un subespacio de dimension dos de R*

1 0
con vectores basew,; =21 v w,=| 3 |. Usando la base canodnica enR?,
0 1 ) 1
v, = (é) Yy v, = (?), definimos Ia transformacion lineal T por T(O) ={21y
0
0
T(1> ={ 3 }. Entonces, como muestra la discusién que sigue al Teorema 2, T
1
esta completamente determinada. Por ejemplo,
1 0 1 0 ! 0
r(5)=rfs ()1 (Y] =57 ()71 (0)= (=) o{3) (o
-7 0 1 0 1 \o _

Volvamos ahora a dos definiciones importantes en la teoria de las transfor-
maciones lineales.

Definicion 1  Kernel e imagen de una transformacién lineal, Sean V'y W espacios vectoriales v sea
T: V — W una transformacion lineal. Entonces:

i. El kernel (o nicleo) de T, denotado como ker 7, estd dado por

ker T={ve V: Tv=0} (2)

ii. La imagen de T, denotada como imag 7, estd dada por

imag T ={we W: w=Tv para alguna ve V} 3
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Observacién 1. Note que ker 7" es no vacio ya que por ¢l Teorema 1, T(ﬂ) =0de
manera que 0 € ker 7 para toda transformacién lineal 7. Sera interesante en-
contrar otros vectores en ¥ que sean ‘‘mapeados al cerg’’. De nuevo, nétese

que cuando escribimos T'(0) = 0, el 0 de la izquierda est4 en V, yel 0de la dere-
cha esta en W.

Observacion 2, El concepto imag T es simplemente el conjunto de «
vectores en V bajo la transformacién 7. De hecho, si w =
w es también la imagen de v bajo T.

Antes de dar ejemplos de nicleos o kerneles, e imagenes demostraremos un
teorema que sera de mucha utilidad.*

imdagenes’’ de
Tv, diremos que

Teorema 4 Si T:V— W es una transformacion lineal, entonces:
i. ker T es un subespacio de V.
ii. imag T es un subespacio de W.
Demostracion i. Seanuyvenker Tientonces T(u +v) = Tu + Tv =0 + 0 = 0y T(am) =
afu = o = 0 de modo que u + v y ou estan en ker 7.
ii. Sean w y x en imag 7. Entonces w = Tay x = Tv para dos vectores u y
v en V. Esto significa que T@+v)=Tu+Tv=w+x v T(an)=aTu=
aw. De esta manera w + X v ow estdn en imag 7. B
Ejemplo 3 Sea Tv = O paratodov € V. (Tes la transformacién cero.) Entonces ker 77 =
VeimagT = {0}.
Ejemplo 4 Sea Tv = v para todo v € V. (T es la transformacion identidad. ) Entonms
ker T = {0} e imag T = V.

Las transformaciones cero e identidad son dos casos extremos. En el prime-
ro, todo esta en el nucleo. En el segundo, Gnicamente el vector cero esta en el
ntcleo o kernel. Los casos intermedios son mas interesantes.

X X
Ejemplo 5 Sea T: R>— R’ definida por T}y |={ y |. Esto es (Ejemplo 5.1.10): T es el
z 0
(X X 0
operador proyeccion de R’ en el plano xy. Si T(y ={y1=0={0 ), entonces
z 0 0

* (N. de R.T.) Suele adoptarse el neologismo kernel (del inglés kernel) para designar también al
nicleo. El concepto de imagen se denomina range en inglés, que no debe traducirse como “‘rango”’.
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x =y = 0. Deestamaneraker T = {(x,y,2):x =y = 0} = elejezimag T =
{(x, », z): z = 0} = el plano xy. Note que dim ker 7" = 1 y dim imag 7 = 2.

Definicién 2

Nulidad y rango de una transformacion lineal. Si T es una transformacion lineal de
V en W, entonces definimos:

Nulidad de T = v(T) = dim ker T @)

Rango de T = p(T) = dim imag T (5)

Observacion. En la Seccién 4.7 definimos el rango y nulidad de una matriz. De
acuerdo con el Ejemplo 5.1.7, cada matriz A de m X n, origina una transforma-
cién lineal 7: R" — R™ definida por 7x = Ax. Evidentemente, ker T’ = N, ima-
gen T = imagen A, W(T) = v(A) y p(T) = p(A). Asi se observa que las
definiciones de kernel, imagen, nulidad y rango de una transformacion lineal son
generalizaciones del mismo concepto aplicado a las matrices.

Ejempio 6

Sea H un subespacio de R" y defina (como en el Ejemplo 5.1.9) Tv = proyv.
Claramente imag 7' = H. Del Teorema 4.10.7, podemos escribir cualquier v €
Vcomov = h + p = proy,v + proyg:,v. Si Tv = 0, entonces h = 0, lo
cual significa que v = p ¢ AL De esta manera ker 7' = HY p(T) = dim H,
y u(T) = dimH* = n— p(T).

Ejemplo 7 Sea V = M, y se define T: M,,, = M,,, por T(A) = A’ (ver Ejemplo 5.1.6).
SiTA = A' = 0, entonces A’ es la matriz nula de n X m tal que 4 es la ma-
triz nula o cero de m X n. Asi, ker T = {0} y, claramente, imag T = M,,,. Es-
to significa que »(T) = 0y p(T) =

Ejemplo 8 Sea T: P, — P, definida por T(p) = T(a, + ax + &X* + a;x°) = a4, + ax +

a,x2. Entonces si T(p) = 0, a, + a;x + a,x> = 0 para toda x, lo cual impli-

caquea, = a, = @ = 0. De esta manera ker T = {p € P;: p(x) = a;x’} ¢ .

imag? = P,, v(T) = 1y p(T) = 3.

P
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UEjemplo 9 Sea V = C|0, 1Ty J: C[0, 1] = R definida por Jf={} f(x) dx (Ejemplo’

5.1.12). Entonces ker J = {fe C[0,1]: {§ f(x) dx = 0}.Sea o un niimero real.
Entonces la funcién constante J(X) = « para x € [0, 1] estd en o, 1]
y[§adx = a Ya que esto es verdad para todo numero real «, tenemos que
imagJ = R.

En la siguiente seccion veremos cémo toda transformacion lineal de un espa-
cio vectorial de dimensién finita en otro puede representarse por una matriz.
Esto permitird que determinemos el nicleo o kernel y la imagen de cualquier
transformacion lineal entre dos espacios vectoriales de dimension finita por me-
dio del nicleo y la imagen de la matriz correspondientes.

Problemas 5.2

En los Problemas del 1 al 10 obtener el kernel o niicleo, la imagen, el rango
Y la nulidad de las transformaciones lineales dadas.

X
L T: R-R% 1‘(x>=(x) 2. T: R-R:T|y|= <Z>
y 0 y

z
m<x+z>
y+w

(S 3

3.T: RP-R: T(:)=x+y 4. T: R*—R:T

=z

/
« T: My, — Ms,: T(A) = AB, donde B = ((1) ?)

- T:R— Py: T(a)=a+ax+ax>+ ax’

T: M, —M,: T(A)= A+ A 8. T: C[0,1] - [0, 1]: Tf =
- T C[0, 1] - R; Tf=f(3)

10. T: R*—>R*: T es una rotacion de un angulo de 7/3

A= B [94]

11. Sea T V = W uaa transformacion lineal; sea {v,, v,, ..., v,} una base para Vy
suponga que 7v, = O parai = 1, 2, ..., n. Muestre que 7 es la transformacién
cero.

12. En el Problema 11 suponga que W = VyTv, = v;parai = 1,2, ..., n. Muestre

que 7 es el operador identidad.

13. Sea T: V — R’>. Demuestre que imag T es: (a) {0}, {b) una recta que pasa por el
origen, (¢) un plano que pasa por el origen, o (d) R".

14. Sea T: R’ = V. Muestre que ker 7 es uno de los cuatro espacios enunciados en el
Problema 13.

15. Encuentre todas las transformaciones lineales de R’ en R tales que la recta y =
0 se transforma en la recta x =

16. Encuentre todas las transformaciones lineales de R* en R? que transforma la recta
Yy = axenlarectay = bpx.

17. Realice la obtencidn de una transformacion lineal 7 de R*—R" tal que ker 7 =
{(x, 9,2 2x~y + 7 = 0}.
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18. Realice la obtencién de una transformacion lineal 7 de R’ —R” tal que imag 7 =

{(x,y,2):2x—y + z = O}
19. Sea T: M,, > M, definida por TA = A4 — A’. Demuestre que ker 7 = {matrices
simétricas de n X n} e imag T = {matrices antisimétricas de n x n}.

O%20. Sea 7: C'[0, 1] = C[0, 1] definida por T.f(x) = xf'(x). Encuentre el niicleo (o

kernel) y la imagen de 7.

*21. En el Problema 5.1.42 se pidio demostrar que el conjunto de las transformaciones

lineales de un espacio vectorial ¥ en un espacio vectorial W, forman un espacio
vectorial denotado por L (V, W). Suponiendo quedim V = n < ©oyquedim W =
m < oo, obtenga dim L(V, W).

22, Sea Hun subespacio de V, en donde dim H = k ydim V = n. Sea U el subconjun-
to de L(V, V) que tiene la propiedad tal de que si 7 esta en L(V, V), entonces
Th = 0 para toda hen H.
a. Demuestre que U es un subespacio de L(V, V).
b. Determine dim U.

* 23. Sean S, T elementos de L( ¥, V) tales que ST es la transformacion cero. Demuestre

o refute lo siguiente: 7S es la transformacidén cero.

5.3

Teorema 1

Demostracion

La representacion matricial de una
transformacion lineal

Si A es una matrizde mxny T: R"—R™esta definida por 7% = 4x entonces,
como vimos en el Ejemplo 5.1.7, T es una transformacién lineal. Ahora vere-
mos que para foda transformacion lineal de R" en R”, existe una matriz 4 de
m X ntal que 7x = Ax para toda x € R". Este hecho es extremadamente ttil.
Como vimos en la Observacion de la pdgina 285, si 7x = Ax, entonces
ker7 = Nyeimag T = R,. Més atin, »(T) = dimker T = »(A)y p(T) =
dimimag T = p(A4). De esta manera podemos determinar el nucleo, la ima-
gen, la nulidad y el rango de una transformacion lineal de R” — R™ determi-
nando el nicleo y el espacio imagen de una matriz correspondiente. M4s atin,
cuando se sabe que 7x = Ax, podemos evaluar 7x para cualquier X en R” con
una simple multiplicacién matricial.

Pero esto no es todo. Como veremos, cualquier transformacion lineal entre
dos espacios vectoriales de dimension finita puede ser representada por una
matriz.

Sea 7: R"—R™ una transformacion lineal. Entonces existe una Unica matriz
Ay de m x ntal que

Tx=Arx paratoda xeR" (1

Sea w;=Te,,w,=Te,,...,w,=Te,. Sea A, la matriz cuyas columnas son
Wi, W,,...,W,. Si
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Definicién 1

Ay
Ay
w,={ para i=1,2,...,n
ami
entonces
a1 app Ay A1n ay;
dz1 Gz " Ay Ay, Qy;
ATei = = = W;.
aml am2 aml amn ami
i-esima
posicion
De esta manera Are, = w,parai = 1,2, ..., n. Si x € R", existe un conjun-
to Unico de niimeros reales ¢, ¢,, ..., ¢, tales que x = c,e, + c,e, + - +
c.e,. Entonces Tx = c¢,Te; + c,Te, + -+ + ¢, Te, = ¢,w, + c,w, + - +

c,W,. Pero A;x = Ar(ce, + cye, + o+ oce,) = clAre, + ,Are, +

C o+ e, Are, = oW, + W, + o + ¢,w,. As que Tx = A,x. Podemos
mostrar ahora que A es Unica. Suponga que Tx = A;xy 7x = B,X para to-
da x € R". Entonces A;x = B;x o haciendo C; = A, — B, tenemos Cix =
0 para toda x € R". En particular, C,e; = O parai = 1, 2, ..., n. Pero, co-
mo vimos en la primera parte del teorema, Ce, es la i-ésima columna de Cr.
De esta manera cada una de las # columnas de C; es el vector cero de m com-
ponentes y C; = 0, la matriz cero de m X n. Esto muestra que Ar = Bry
el teorema estd demostrado. M

Observacién 1. En este teorema se supuso que cada vector en R"y R™estd en
terminos de los vectores base canonicos en|esos espacios. Si escogemos otras
bases para R" y R™, por supuesto que tendremos una matriz 4, diferente. Vea
el caso del Ejemplo 4.9.1 o el Ejemplo 8 que se verd luego.

Observacién 2. La demostracion del teorema nos muestra que A, es facil de
obtener si formamos la matriz cuyas columnas son los vectores Te,.

Matriz de-transformacion. La matriz A, en el Teorema 1, se llama matriz de
transformacidn correspondiente a 7.

En la Seccién 5.2 definimos la imagen, el rango, el nucleo v la nulidad de
una transformacién lineal. En la Seccién 4.7 se definié la imagen, el rango,
el kernel o nucleo y la nulidad de una matriz. La demostracién del siguiente

teorema se deriva facilmente del Teorema 1 y se deja como ejercicio (vea Pro-
blema 36).
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Teorema 2 Sea A, la matriz de la transformacién que corresponde a la transformacién
lineal 7. Entonces
i.imag 7T = R, = C4,
ii. p(T) = p(Ay)
iii. ker T = N,
iv. W(T) = w(Ap)
Ejemplo 1 Encuentre la matriz de transformacion A, correspondiente a la proyeccion de
un vector en R* sobre el plano xy.
X X 1 1 0 0 0 0
Solucion Aqui Ty y }=1 y|. En particular, T{ 0 }={0},T{1]={1] y T{O}={0}
z 0 0 0 0 0 1 0
1 0 0 X 1 0 O\ /x X
De esta manera Ar={0 1 O}.Noteque Afy|={0 1 OJiyl=ivyl
0 0 O z 0 0 0/ \z 0
Ejemplo 2 Sea T: R’—R* definida por
x—y
x y+z
T =
y 2x—y— z
z —x+y+2z
Encuentre A ,, ker T, imag T, W(T) yo(T).
-1
1 (1) 0 ! 0
Solucion T{O[= > 1 Ti1li= uE y TIO = PR E De esta manera
1
0 -1 0 1
1 -1 0
0 1 1 ..
Ar= s —1 11 Observe (como una comprobacion) que
-1 1 2
1 -1 0 « x—y
+ -
0 ! ! yi= xrz . Lo siguiente es calcular el kernel o na-
2 -1 -1 2x—y— z
11 2] \—x+y+2z

cleo v la imagen de A4.
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Reduciendo por renglon obtenemos

1 -1 0 aLc» {1 -1 0
AL
0 1 1 0 1 1
2 -1 -1 0 1 -1
-1 1 2 0O 0 2
a.m (10 1 1 0 1
Ays(-D 14D
oo SO0 1
0 0 -2 0 0 -2
0 0 2 0O 0 o0

yaque p(A) + v(A4) =3

1
De esta manera p(A) = 3y »(A) = 3 — 3 = 0. Esto significa que ker 7 =
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Ejemplo 4

Es facil verificar que si 7T es la transformacion cero de R"—R™, entonces 4,
es la matriz cero de m X n. Analogamente, si 7 es la transformacion identidad
de R*"—R" , entonces 4,=1,.

Ejemplo 5

Vimos en el Ejemplo 5.1.8 que si 7 es la fucidon que hace girar cada vector en
cos 6 —sen 9>

2un tonces A =(
R*un angulo 0, entonces At send  cos

1 -1 0
. 0 1
{0}, imag T = gen o B T O P v(T)=0y p(T)=3.
-1 1 2
x 2x— y+3z
Ejemplo 3 Sea T: R’>—R’ definida porT yi={ 4x—2y+62z}. Encuentre 4,, ker 7,
imag 75 W(T) y p(T). z —6x+3y—9z
1 2 0 -1 0 3
Solucion  Puesto que T 0 |=| 4} TI1]= —2), y T 0): 6}, tenemos
0 -6 0 3 1 -9

2 -1 3
A( b 6).
-6 3 -9

Teorema 2(ii) 2

Del Ejemplo 4.7.4 vemos que p(A) = p(T) = 1 e imag T = gen 415
-6

Entonces »(T') = 2. Para encontrar N, = ker 7 reducimos por rengldn para

Teorema 2(iii}
i

2 -1 310\ 422 /2 —1 310
resolver el sistema Ax = 0: 4 =2 6 0)—’i——>(0 0 00}

-6 3 =910 0 0 010
P
Esto significa que (y ENL Si2x—y + 3z =00y = 2x + 3z. Primero ha-
z

ciendo x = 1,z = 0 yentonces x = 0, z = 1, obtenemos una base para N,:

1 0
kerT = N, = gen (2), (3) .
0 1

Teorema 3

Demostracion

Ahora generalizaremos el concepto de representacion matricial para espa-
cios vectoriales arbitrarios de dimension finita.

Sean V un espacio vectorial real de dimension n, W un espacio vectorial real de di-

mension m y T:V— W una transformacion lineal. Sean B, =1{v,,¥,...,¥,}
una base de V'y B,={w,,w,, ..., w, } una base de W. Entonces existe una

dnica matriz A, de m x n tal que

(Tx)p, = Ar(X)g,. 2

Observacion 1. La notacion en (2) es la notacion de la Seccion 4.9. Si xeV =
Cy Cy

¢ c
2 2 1. Entonces

c1¥y + ¢, + -0 + ¢,v,, entonces (X)p, = . Sea ¢ =

(.ﬂ

Asc es un m-vector que denotamos con d = . La Ecuacidn (2) dice que
/
d

(Tx)p, = d,z . Esto es

dp
Tx =dw, +d,w, + - +d,w,
Observacion 2. Como en el Teorema 1, la unicidad de A4 ; es relativa a las bases

B, y B,. Si cambiamos las bases cambiamos A, (véanse Ejemplos 8§, 9y 10 y
Teorema 5).

Sean Tv, = y,, Tv, = ¥,, ..., Tv, = y,. Como y;, € W, tenemos, para i =
1,2, ..., n,

Yi=auWy + a;Wy + -0 + a,W,
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para algun conjunto (iinico) de escalares a,;, a5, ..., a,,, v se tiene asi

Ay ay ) Ayn

_{ 921 dz2 a
(Yo)s, = . s (¥2)s, = . sores (Vg = "
Amy ) Ay

Esto significa, por ejemplo, que y, = a,w, + a,w, + -

! + a,,w,. Ahora
se define

A1y Gyt Gy,
A1 Gz "' Gy
AT = ’
aml am2 amn
Puesto que
0
1 1 0
0 0 0
(vi)p, = . E e, =4 . ..., (vs, =1 .
0 0 1
tenemos, como en la demostracion del Teorema 1,
i-ésima posicion
1
0!
ay1 Gy Ain 0
A1 Gzp - Gy, . ay;
: : . : Uy:
AT(V-) — . . . 1 1= 20§
i/’B, - . - (y)B
iy Gip o Gy : .
. 0
: Qi
A1 OQpy o0 Gy O

Si x esta en V, entonces

X=C ¥V +CV+- -+, v,
Cy
C2

X)p, =

Cy

Teorema 4
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y a1 Gz """ Qga Cy
Gz1 Q2 """ Ggn C2
(AT(X)Bl)Bz =
Ay (%) e amn Cn

a11€1 + a1>C» R alncn
ay1C1+ AgpCrte v+ ay,C,

A 1C1F QpaCat 0 0+ 8y

an Gaqz A1n

ax Qaz; Qon
=c¢) ° +cd SRR .

aml am2 Gmn,

li

c1(¥1)s, + 2(¥2)s, + - + cu(Yn)p,

Analogamente, Tx=T(c,v;+C¥,+ - -+ ¢V, )=c TV +c,Tv,+ - "+, Ty, =
¢y, + 6y, + * + ¢,¥, De esta manera (TX)p, = Ar(X)p,. La demostra-
cién de la unicidad es exactamente como la demostracion de unicidad del
Teorema 1. B

El siguiente resultado, de gran utilidad, se deduce inmediatamente del Teo-

rema 4.7.5 v generaliza el Teorema 2. La demostracion se deja como ejercicio
(Problema 37).

Sean V' y W espacios vectoriales de dimensién finita-con dim¥'=n. Sea
T:V— W una transformacion lineal y sea A, una representacion matricial de 7.
Entonces

i. p(T)=p(A7)
ii. v(T)=v(Ar)
jii. v(TM)+p(T)=n

Ejemplo 6

Solucion

Sea T:P,— P, definida por (Tp)(x)=xp(x). Encuentre A,y Usela para deter-
minar el nucleo y la imagen de 7.

Usando las bases candnicas B, = {I, x, x2}en P,y B, = {1, x, x3, x*} en Py,

0
tenemos (T(1))s, = (X), = (l)

(T, = (¥, =

15
0
0
oy e, =
0

0
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0 0 0 0
0 100 ‘ ‘
3 — . — 1
(X*)p, = ol De esta manera A, = o1 ol Evidentemente p(A4) = 3y
\! 0 0 1
0 0 0
1 0
una base de R, es , , 0 . Por lo tanto, imag T =
0 1 0
0 0 1

gen{x, x%, x’}. Puesto que »(4) = 3 — p(4) = 0, vemos que ker T = {0}.

Ejemplo 7

Solucion

Sea T:P;— P, definida por T(ao+a,x +a,x*+asx® = a, + a,x? Calcule A,y
sela para encontrar nicleo e imagen de 7.

AN —_ 2 3 .
Usando las bases canonicas B, = (1,x,x% x%} en P,y B, = {1,x,x?} en P,, in-

, 0 /1 0
mediatamente vemos que (T(1)),, = (O , (T(X))p, = (0), (T(x*))y, = (0) y
\Q/ \(Q)/ 1,

701\

01 0 O
(T(x*))g, = (0) - De esta manera 4, = (O 0 0 O). Evidentemente p(A4) =
/ \0 0 1 0
/1y /O
2 y una base de R, es {(0) (0)} por lo que imag 7" = gen{l, x2}. Entonces
A0/ N/
a
ao 0
WA) =4-2=2;ysidr al =| 0 j,entonces g, = 0y g, = 0. De aqui
? 0
ds

que @, y a; son arbitrarios y una base para N, es

’

0
0
ol por lo que
1

SO D e

una base para ker Tes {1, x3}.

En todosllos ejemplos de esta seccion hemos obtenido la matriz A, usando la
base candnica de cada espacio vectorial. Sin embargo, el Teorema 3 es vélido
para cualquier base en V'y W. El siguiente ejemplo demuestra este hecho.

Ejemplo 8 Sea T: R>—[R? definida por T(x) = (x * y>~ Usando las bases B, =B, =

y Xy

Solucion Tenemos T( 1) (0> T(Mg)
[e}{ 4] S = 7
‘ )7/ 2
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1\ (-3
{(_1), ( 2)}, calculamos A .

il

(:;) Puesto que , (2\)=*6(_1>~
(%) e (5)=(5), - Avitosamene (Z5)=17(1)+
5 ) encontramos que 2) 22y Analogamente 5 1

- - 17 -6 17
6 ( ;), por lo que ( 1) = ( ) . De esta manera Ar = ( ) Para calcu-
- B,

5 6 -2 6
—4 —4 1 -3
lar T< 7), por ejemplo, primero escribimos ( 7)=~13 (*1>—3( 2)=

(20 menees 7(5)=(73) = [ (L5 )
(02 () (3)= () moeane 7(75)-(575)= (i)

lo cual verifica nuestros céalculos.

Para evitar confusion, siempre calcularemos la matriz 4, con respecto a la
base candnica, a menos que se especifique de otra manera.* Si 7: V' -> Ves una
transformacion lineal y se usa otra base B, entonces nos referimos a A, como
la matriz de transformacion de T con respecto a la base B. De esta manera, en
-6 17
-2 6

s 1) ()

Antes de terminar esta seccion deberemos responder una pregunta obvia.
. Por qué molestarnos en usar otra base diferente de la canoénica, si los calculos
son mas complicados, como en el Ejemplo 8? La respuesta es que, con frecuen-
cia, es Gtil encontrar una base B* en R" de modo que la matriz de transforma-
cion con respecto a B* sea una matriz diagonal. Las matrices diagonales son
muy féciles de manejar y ademds, como veremos en el Capitulo 6, existen
muchas ventajas al escribir una matriz en forma diagonal.

el ejemplo anterior, A, = ( ) es la matriz transformacion de 7 con res-

Ejemplo 9

Solucion

12x+10
Sea T: R*—R? definida por T(x) = ( 2x+10y
y —~15x—-13y

to a las bases B, =B, = {(_1) (é)}
r()=-()=2()()-6), v m(5)-(5)-00)-

2 0
3 <-3> = <_3)BZ.D6 esta manera A, = ((2) ‘g)

> . Encuentre A, con respec-

* Esto es, en cualquier espacio donde tengamos definida una base canonica.
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. 2
Existe otra manera de resolver este problema. Los vectores 1 y ( €s-

1 (5)+(—1) (;)) y (~§> =7 ((1))+(—3) ((1)> De esta manera la matriz A =

es la matriz cuya primera y segunda columnas representan las

, . I . 1 0 . 1
tan escritos en terminos de la base candnica § = o) \1)f Es decir ( >—

-1 -3
expansiones de los vectores en B, en términos de las bases candnicas. Entonces

del procedimiento descrito en la pdgina 255, la matriz A ! = ( ? 2) es la
matriz de transicién de S a B,. Anélogamente, la matriz A es la matriz de tran-
sicion de B, a S (vea Problema 4.9.38). Ahora supongamos que x esta escrito
en términos de B,. Entonces Ax es el mismo vector pero escrito en términos
12 10
—-15 —-13
presada en términos de S. Finalmente, puesto que queremos 7 (A4x) en térmi-
nos de B, (que eso era el problema), multiplicamos del lado izquierdo para la
matriz de transicion 4! para obtener (ITx)p, = (A_ICA)(X)BI,ES decir,

3 02y 12 10/ 1 2 3 2\ 2 -6
ar=area=(0 D0 00 -0 A2
T=ATCA -1 -1/\-15 -13/\-1 =3 -1 -1/\-=2 9

“lo )

deS.Sea C = ( ) Entonces CAx = T(Ax) es laimagen de Ax ex-

como antes. Resumimos este resultado a continuacion.

Teorema 5

Sea T: R"—R™ una transformacién lineal. Suponga que C es la matriz trans-
formacion de 7 con respecto a las bases canonicas S,y S, en R"yR™, respecti-
vamente. Sea A, la matriz de transicién de S, ala base B, en R"y sea A4, la
matriz de transicion de S, a la base B, en R™.Si A4 r denota la matriz de trans-
formacion de 7 con respecto a las bases B, y B,, entonces

Ar=A,CAT! (3)

En el Ejemplo 9 vimos que en la transformacion lineal T con respecto a una
nueva base, la matriz de transformacion A7 resultd ser una matriz diagonal.
Volveremos a este procedimiento de “‘diagonalizacion” en la Seccién 6.3. Esto
es, dada una transformacion lineal de R" en R", veremos que con frecuencia es
posible encontrar una base B tal que la matriz de transformacion de 7 con res-
pecto a B sea diagonal.

Ejemplo 10

X
+y—z
Sea T: R*—R? definida por T yl= ( xTy ) . Encuentre A4, con respecto
2x—y+z
z

Solucién
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b

Con respecto a las bases candnicas, la representacion matricial de T es C =

(1 1 —1). Del procedimiento presentado en la péagina 236, A, es la in-
2 =1 1
1 -1 0 1 -1 0
versade {0 1 —11}; esto es, A{‘:(O 1 —11}. Analogamente, 4, =
1 0 1 1 0 1
4 -1y l: 'L( > 1). Entonces, de la Ecuacién (3),
35 #\-3 4
1 1 1 1 -1 0
ST . LR
_ e
Ar=ACAr =313 4o -1 Lo 1
1/5 1,/0 O —2):_1__(3 -3 —8)
353<~3 4)(3 -3 2/ 23\12 -12 14
1 _1 ,
Por ejemplo, sea x=(2) . Entonces Tx:( 4\) en términos de las bases cano-
4 I 1 —1
i 5
nicas. En términos de B, vemos que (X)p, = (2 =7 ? + 3 (1) +
4/,

bl N

0
3(-1) -
1

/

top—

—1 | 4 19 —1
. De igual manera, (1 X)Bzz ; —23 3 + 33 5 =
1

<_fg) Finalmente, en términos de las bases B, y B, verificamos que
L(h- (-—z-%)
T23\19) \ 1

23

L3 2y
(TX)BzzAT(X)Bx“Eg 12 —-12 14

Nl= N NI

g

Problemas 5.3

En los Problemas del 1 al 30 encuentre la representacion matricial Ar de' Iq
transformacion lineal T, ker T, imag T, v(T) y p(T). A menos, que se especifi-
que de otro modo, supondremos que B, y B, son bases canonicas.

X x+ y
1. T: RP—R% T(">:( x“2)’> 2. T: RP-R% T<y>=( x— y)

y —x+t y 2x +3y

X x ax + by
. _( * vt Z) 4. T: RP>R% T( )=< )
3. 7: RR—>R ,T( ) (~2x+2y—22 y cx +dy
4
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4 x x—y+2z
5 T R—-RT y):(3x+y+4z)
z S5x—y+8z
X —x+2y+ z
6. T: RR-R>T y\)= 2x—4y~22)
z —3x+6y+3z

X
‘y x—y+2z+3w
7. T: R*->R: TR :( y+4z+3W>
x +6z+6w

w

X x— y+2z+ w

o 0 mort T =1 + z+2w
x—2y+5z+4w
2x— y+ z— W

$ N

> T RZ%RZ, T<x>:( x_2y>’ B AB”Z{( 1) (3)}
y 2x+ y ~-2)\2
4x— —1\ (4
10. T: RR>R: T x): y>~ - :{(
y 3x+2y » Bi=B: 1) \s

N\ 2x+
1. T: B®oR,T|y :(x v Z)~
y—3z ’
z 1 1 1 1 5
n-4(o), (1) ()} s={(1). ()
1/ o/ \ —
x—y I\ /0y /0
x
12. T: R2w~>R3; T( ): 2x+y ;Bl={<2>’ (1\)}, B2: —1 2 2
y , 1/ \2 0’ 0’
5
13. T: P,—Ps; T(a0+a1x+a2x2)=al—a1x+a(,x3
14. T: R—Ps; T(a)=a+ax+ax2+ax3 )
15. T: P;—R; T(a()+a1x+a2x2+a3x3)=a2
16. T: P3—Py; T(ag+a1x+a2x2+a3x3)=(a1+a3)x—a2
17. T: P3—>Py; T(ao+a1x+a2x2+a3x3):(a“—al+2a2+3a3‘)

+(a,+4a+ 3a3)x + (ap+6a,+ Sag)xz

8 T Moy Mo T(a b>:<a7 b+2ct+ d —a+2c+2d
c d a-2b+5c+4d 2a—-b+c—d

19. T: My— My T(a b)z(a+b+c+d at+b+tc
c d a+b

a
20. T: PPy Tp)]=w(); Bi={1, x x}: B.= y
(140 ! x, x*} By={1,(1+x), (1+x)",
021, D: P.—Py Dp(x)=p'(x) 022. T: P,—Pa Tp(x)=xp'(x)=p(x)

O%23.D: P,.—P._,; Dp(x)=p'(x) 024, D: P.—P,; Dp(x)=p"(x)
O%25. T: P,—P,; Tp(x)= p"(x)+xp'(x)+2p(x)
O%26. D: P,—P, . Dp(x)=p"'(x)
Ox27. T: P,— Py Tp(x)=x"p"(x)+x""p" V(x)+- -+ xp'(x)+p(x)
a
m] .
28. I P.—R; Jp=Jopx)dx 29. T: R’—=>Py; T(b): a+bx+cx’
C

a;— Ay
30. T: P,—R% T(at>+a1x+a2xz+a3x3):(alF a;)

a,~—a,
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3. Sea T: My = Mum dadapor TA = A T Encuentre Ay con respecto a las bases ca-
nénicas en My, ¥ Mup- :

"
%32, Sea T: ¢ — €7 dada por T("):( Xy
y (1+i)y—x

033. Sea V = gen{l, senx, oS x}. Encuentre A p, donde D: V — Vesta definida por
Df(x) = f (%) Encuentre imag D y ker D.
O34, Responda a las preguntas del Problema 33 dado V' = gen {e*, xe*, x2e*}.
35. Sea T: C* ©? dada por TX = proyuX, donde H = gen{(lNE)(l, i)}. Encuen-
tre A .

>, Encuentre A7

36. Demuestre el Teorema 2.

37. Demuestre €l Teorema 4.

5.4 [somorfismos

En esta seccibn introducimos una terminologia importante ¥ demostramos un
teorema que nos dice que todos los vectores espaciales de dimension # son
<cagencialmente’’ 108 mismos.

Definicion 1 Transformacion biunivoca. Sea T: V- Wuna transformacion lineal. Entonces
7 es una transformacion piunfvoca © Uno @ uno,y st simboliza por 1-1, si

- ——

Tv,=Tv, implicaque Vi=V2 o))

Esto es, Tes 1-1 si todo vector w en la imagen de T es la imagen de a lo sumo
un vector en V. i

Teorema 1 SeaT: V — Wuna transformacion lineal. Entonces T €s 1-1 siy solo si ker T =

{0}.

Demostracion ~ Suponga que ker T = {0}y Tv, = TV, Entonces Tv, — Tv, = T(vi = V2) =
0, lo cual significa que (v,—vy) ekerT = {0}. De esta manera v, = ¥; = 0,
por lo tanto v; = ¥z, lo cual demuestra que T es 1 -1. Ahora suponga que T
es1-1yv ekerT. Entonces 7Tv = 0. Pero ademas T0 = 0. De esta manera,

puesto que Tes 1-1, v = 0. Esto completa la demostracion.

-

Ejemplo 1 Sea T: R? — R?* definida por T(x\) = (;c;y) _ Facilmente encontramos que
y xTy

K Ay = (; 'D y p(A ) = 2 de aqui »(A7) = 0¥ Nay = ker T = {0}. De

____.__-_
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Ejemplo 2 Sea T: R*—R® definida por T(x>:< L Y) . Entonces A, = (1 _]) ,
y .

2x -2y 2 -2
p(Ar) =1yv(Ad;) = 1; de aqui »(7) = 1y Tno es 1-1. Note, por ejem-

1 0 ‘
o-aet(()-0-r()
plo, que 1>0TO

Definicion 2

Transformacién sobre, Sea T: V — W una transformacion lineal. Entonces 7 se
denomina transformacion sobre W 0, simplemente, sobre, si para toda w €

W existe al menos una v € Vtal que 7v = w. Es decir: T es sobre W si y sélo
siimag T = W.

Ejempio 3

En el Ejemplo 1, p(A4,) = 2; de aqui imag‘T = R*y T es sobre. En el Ejem-

plo2, p(A4;) = 1 eimag7T = gen {(;)}%RZ; de aqui que 7 no es sobre.

Teorema 2

Demostracion

Teorema 3

Demostracién

kSea T:V~— W una transformacion lineal y suponga que dimV=dimW =n.

i. Si T es 1-1, entonces T es sobre.
ii. Si 7 es sobre, entonces T es -1,

Sea A7 la representacion matricial de 7. Entonces si 7 es I-1, ker T = {0}
y v{A;) = 0, lo cual significa que p(7T) = p(A;) =n—0 = n por lo que
imag7 = W. Si T es sobre, entonces p(A7r) = n por lo que »(T) =
V(A7) =0y Tes 1-1. B

S.ea T: V-~ W una transformacién lineal. Suponga que dim V = 5 y que
dim W =m. Entonces:

i. Sin>m, Tnoesl-1.
ii. Sim > n, Tno es sobre.

i. Sea {v{,v,,...,v,} una base para V. Sea w, =Tv, para i=1,2,...,n vy
observe el conjunto § = {w,, Wo, ..., W, }. Puesto que m=dim W< n, el
conjunto § es linealmente dependiente. De esta manera, existen escalares
no todos ceros tales que aw, + oW, + o+ ow, = 0. Seav = ¢, +
GY, + 1+ ¢v,. Puesto que las v, son linealmente independientes, y
puesto que no todas las ¢; son cero, vemos que v # 0. Pero Ty =

Definicion 3

Definicion 4

Teorema 4
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Ty, + vy, + -+ ¢v,) =Tv, + 6,Tv, + - + c,1v, = c;w, +
6wy + -+ + ¢w, = 0. De esta manera v € ker T'y ker 7 # {0}.

ii. Sive V, entonces v = av, + a,v, + -+ + a,v, para algunos escala-
res @y, dy, ..., 4,y IV =TV, + a;7v, + - + a,Tv, = aw, +
aw, + -+ + a,w, Deestamanera {w,, w,, ..., w,} = {Tv,Tv,, ..., Tv,}
genera imag 7. Entonces, del Problema 4.6.29, p(7T) = dimimag T < n.
Puesto que m > n, esto muestra que imag 7' # W. De esta manera 7 no
es sobre. B

Isomorfismo. Sea T': V — W una transformacion lineal. Entonces 7 es un iso-
morfismo si T es 1-1 y sobre.

Espacios vectoriales isomorficos. Se dice que los espacios vectoriales V'y W son
isomorfos si existe un isomorfismo T de V sobre W. En este caso escribimos
V=w.

Observacién. La palabra ‘‘isomorfismo’’ proviene del griego isomorphos que
significa ‘‘de igual forma’ (iso = igual; morphos = forma). Después de
unos cuantos ejemplos veremos cuan estrechamente estdn relacionadas las
“formas’’ de espacios vectoriales isomorfos.

Sea T:R"—R" y sea 4, la representacion matricial de 7. Sabemos que T es
1-1 si y solo si ker T = {0}, lo cual es verdad si y sélo si v(A4,) = 0siy s6lo
si det 4, # 0. De esta manera podemos ampliar el Teorema Resumen (visto
por ultima vez en la pdgina 225) en otra direccion.

Teorema resumen, Yersion 7. Sea A una matriz de n X n. Entonces los diez si-
guientes enunciados son equivalentes. Es decir, si uno es valido, todos son
validos.
i. A es invertible.
ii. La dnica solucién para el sistema homogéneo Ax = 0 es la solucidn trivial
x=0).
iii. El sistema Ax = b tiene una unica solucién para todo n-vector b.
iv. A es equivalente por renglén a la matriz identidad I, de n X n.
v. A puede ser expresada como el producto de matrices elementales.
vi. Los renglones (y las columnas) de A son linealmente independientes.
vii. det A # 0.
viii. »(A4) = 0.
ix. p(A4) = n.
x. La transformacion lineal 7 de R" a R" definida por 7x = Ax es un iso-
morfismo.

Veamos ahora algunos ejemplos de isomorfismos entre otros pares de espa-
cios vectoriales.

a

Ejemplo 4 Sea T: R®— P, definida por T| b | = a+bx +cx2. Es facil verificar que T'es

C
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a
lineal. Supongaque T{ b }=0=0+0x+0x2 Entonces a=bh=c=0. Es de-
c .
cir, ker 7 = {0} y Tes 1-1. Si p(x) = a, + a,x + a,x?, entonces p(x) =

ag

T} a, . Esto significa que imag 7' = P,y T es sobre. De esta manera R>= P,.

a,
OEjemplo 5 Sea V = {feC'[0,11: f(O) = Oty W = CJl0,1]. Sea D: V= W dada por
Df = f'. Suponga que Df = Dg. Entonces /" = g' o (f~g) =0 vy f(x)—
g(x) = ¢, una constante. Pero f(0) = g(0) = 0, porloquec = 0 vf=g.
De esta manera D es 1-1. Sea g € Cl0, 1] y sea f(x) = [ g(¢) dt. Entonces,
del Teorema Fundamental del Calculo, SEeC0, 1]y f(x) = g(x) para
toda x € [0, 1]. Mds aun, puesto que fog(t)ydr = 0, tenemos S(0) = 0. De es-
ta manera, para toda g en W, existe una f € Vtal que Df = g. Por esto D
es sobre y hemos mostrado que V = W,
. El siguiente teorema muestra la analogia de dos espacios vectoriales isomor-
0S.
Teorema 5 Sea T:V— W un isomorfismo.
1 S.i Vi Vo oo, ¥, genera V, entonces Tv,, 7v,, ..., Tv, genera W.
ii. Sivy,v,,...,v,s0n linealmente independientes en V, entonces Tv;, Tv,,
. s Tv, son linealmente independientes en W.
iii. Si{vi, V2, ..., ¥} esuna base en V, entonces{Tvy, Tv,,..., Tv,} esuna
base en W.
iv. Si Ves de dimension finita, entonces W es de dimension finita y dim V=
dim W.
Demostracion

i. Sea we W. Entonces, puesto que 7 es sobre, existe una ve V tal que

Tv=w . Puesto que las v, generan V, podemos escribir v = a,v,+av,+

“tayv,porloquew = Tv = ¢, Tv, + a,Tv, + -+ + a,Tv, y esto
muestra que {Tvy, Tv,,..., Tv,} genera W.

ii. Suponiendo que ¢, 7v, + cTv, + + ¢,Tv, = 0. Entonces, si
Tv, + vy, + - + ¢,v,) = 0. De esta manera, puesto que 7'es 1-1,
CVy 4+ v, + + ¢,v, = 0, lo cual implica que ¢, = ¢, = -+ =

G = 0 puesto que las v; son independientes.
iii. Esto se deduce de las partes (/) y (ii).
iv. Esto se deduce de la parte (iii). B

. En general, es dificil demostrar que dos espacios vectoriales de dimension
infinita son isomorfos. Sin embargo, para espacios de dimension finita, es
muy facil. El Teorema 3 muestra que si dim ¥ # dim W, entonces V'y W no
son isomorfos. El siguiente teorema muestra que sidimV = dim W ysi V
y W son espacios vectoriales reales, entonces V' y W son isomorfos.

Teorema 6

Demostracion

Teorema 7
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Sean V'y W dos espacios vectoriales de dimension finita con dim V=dim W.
Entonces V=W.

Sea {v,, ¥,, ..., V,} una base para V'y sea {wy, W,, ..., W,} una base para W.
Defina la transformacion lineal 7 por

Ty, =w, para i=1,2,...,n (2)

Por el Teorema 5.2.2 existe exactamente una transformacion lineal que satisfa-
ce la Ecuacién (2). Suponga que v € V'y Tv = 0. Entonces, siv = ¢v, +
v, + 0+ ¢y, tenemos Tv = ¢;Tv, + o+ ¢, Iv, = cw + oW, +

+ ¢,w, = 0. Pero, puesto que w,, W,, ..., w, son linealmente indepen-
dientes, ¢, = ¢, = -+ =¢, = 0. De estamanerav = 0y 7 es 1-1. Puesto
que V'y W son de dimensidn finita y dim V' = dim W, T es sobre por el Teore-
ma 2 y la demostracidn estd completa.

El ultimo resultado en esta seccidn utiliza el material de la Seccion 1.11. En
esta ultima definimos las inversas derechas e izquierdas de una matriz rectan-
gular. En el Teorema 5 se vio que la transformacion lineal 7: V' = W no puede
ser un isomorfismo si dim ¥ # dim W. Sin embargo, puede ser una transfor-
macién 1-1 o una suprayectiva.

La demostracion del siguiente teorema se deja como ejercicio (vea Proble-
mas 21 y 22).

Sea T: V = W una transformacion lineal con dim V' = ny dim W = m. Sea
A ; la representacion de la matriz de m X n de T con respecto a las bases B,
de V'y B, de W. Entonces

i. T es suprayectiva si y solo si A ; tiene inversa derecha.
ii. T es 1-1 si A tiene inversa izquierda.

Problemas 5.4

1. Muestre que 7: M,,, —~ M,,, definida por TA = A’ es un isomorfismo.
2. Muestre que 7: R" — R" es un isomorfismo si y sélo si A7 es invertible.

#* 3. Sean V'y W espacios vectoriales reales de dimensién n y sean B, y B, bases para
V'y W, respectivamente. Sea A ;- la matriz transformacion relativa a las bases B,
y B,. Muestre que 7: V' = W es un isomorfismo si y solo si det 4, # 0.
4. Encuentre un isomorfismo entre D,, la matriz diagonal de » X n con entradas rea-
les, y R". [Sugerencia: Observe primero el caso n = 2.]
. (Para qué valor de m el conjunto de matiices simétricas de n X n es isomorfa a R™?

W

6. Muestre que el conjunto de matrices simétricas de n X # es isomorfo al conjunto
de matrices triangulares superiores de n X #.

7. Sea V=P,y W = {p e Ps:p0) = 0}. Muestre que V=W.

O08. Sea T: P, ~> P, definida por Tp = p + p’'. Demuestre que T es un isomorfismo.
9. Encuentre una condicién para los nimeros m, n, p, g tal que M, =M.
10. Muestre que D, =P, .
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11. Demuestre que dos espacios vectoriales complejos cualesquiera Vy Wde dxmen—
sién finita con dim ¥ = dim W son isomorfos.

12. Sea T': C[0, 1] = C[3, 4] definida por Tf(x) = f(x— 3). Muestre que 7 es un
isomorfismo.

13. Sea B una matriz invertible de n X #. Muestre que 7: M,, M,,, definida por
TA = AB es un isomorfismo.

O14. Muestre que la transformacién Tp(x) = xp’(x) no es un isomorfismo de P,en P,.

15. Sea H un subespacio del espacio producto interior ¥ de dimensién finitas Muestre

que T: V — H definida por 7v = proyyv es sobre. (En qué condiciones serd 1-1?
16. Demuestre que si 7: ¥V = W es un isomorfismo entonces existe un isomorfismo.
St W= Vtal que S(Tv) = v. Aqui S es llamada la transformacion inversa de T
y se denota 7!,

17. Demuestre que si 7: R" — R" estd definida por 7x = Ax, y si T es un isomor-
fismo, entonces A es invertible y la transformacién inversa 7! estd dada por

T-1x = A lx.
18. Encuentre 7! para el isomorfismo del Problema 7.
* 19. Considere el espacio C = {z = a + ib, donde a y b son ntimeros reales ¢ /2 = —1 }.
Muestre que si los escalares se consideran reales, entonces C=R>.
%* 20. Considere el espacio Cp = {(e}, ¢, ..., ¢,): ¢; €Cy los escalares son los reales}.

Muestre que C}, =~ R?" [Sugerencia: Vea Problema 19.]
* 21.Demuestre el Teorema 7(7). [Sugerencia: Use el Teorema 1.11.1]
* 22.Demuestre el Teorema 7(ii). [Sugerencia: Use el Teorema 1.11.2°]

5.5 Isometrias (opcional)

En esta seccion describiremos un caso especial de transformacion lineal entre
espacios vectoriales. Comenzaremos con un resultado muy util,

Teorema 1 Sea A una matriz de m X n con componentes reales.* Entonces para dos vecto-
res xeR" y yeR™ cualesquiera:

(Ax) - y=x-(A'y) M

Demostracion  Demostraremos la Ecuacion (1) por un método directo, calculando ambos la-
dos separadamente y haciendo ver que son iguales. Asi

A1 Gy " Gy X1 V1

A1 Gy ' Ay Xz Y2
A = : : ’ X: y:

A1 amz e Qin, Xn Y,

* Este resultado puede extenderse facilmente a matrices con componentes completas. (Vea Pro-
blema 21.)
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Entonces

X

donde r, denota el i-ésimo renglon de Ay

(Ax) y=@; Xy, +0° Xyt (@ X) Y = ;1 @ W 2)

Peror; * X= a;;X; T QipXo 0 -+ 4 X, = 2 a,x; . De esta manera de (2), obte-
nemos
(A%) - y= Y ¥ awxy 3)
i=1j=1
Ahora
Ay Q2 0 Gma
iz G2 " Gm2
At = . .
Qin Aon ot G
por lo que
€y
&y
A'y= '
L

donde ¢; denota la j-ésima columna de A (= j-ésimo renglén de A’). Enton-
ces

(A x= (e Pxit (e Pt + e P = L (6 5 ()

Perog; " y=a;y1 T azj¥2 T T 0pi¥m = ,Zl a,y:.- De esta manera, de (4) obte-

nemos . .
(A'Y)x= 2 X agyx =2, ) awxyi = (AX) "y
i=1i=1

i=1j=1

y el teorema esta demostrado. &
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Definicion 1

Recuer ¢ 016 .
de de la Seccién 4.10 que una matriz Q con componentes reales es or-

ggonal sl Qes inyertit?le y1Q‘I = Q' En el Teorema 4.10.3 demostramos que pemostiacion
¢ E:;ojx:ggonal st y solo si Igs columnas de Q forman una base ortonormal
fe - A OYa, sea Q una matriz ortogonal de n X nysea T: R" — R” la trans-
1 :;rgzsic(l;r‘l( h'n;?vl definida por 7% = QOx. Entonces, usando la Ecuacién (1) calcu-
| 5 (13 ¥) ~-QX‘QY=X'(Q’Qy):x-(1y):x-y. En particu-
ar, st x = y, vemos que 7x - 7x = X - x o bien
. [Tx| = |x| (5)
para toda x en R". Feorema 3
Isometria, Una transformacién li :
neal 7': R* — R" se llama isometria si
ighiiiod 1etriq si para to-
Demostracion

TX‘Ty:X"y (6)

Debi ‘ . .
bl.(?o a‘ la Ecuacion (6) podemos decir: Una isometria en R" es una transfor-
macion lineal que conserva el producto escalar en R"

Ejemplo 1

Sea T: R?2 — [R2 : . L

angulo 6. E R un Opcradof lineal que hace girar a cada vector en R? un Definicién 2
gulo 0. bntonces, como vimos en el Ejemplo 5.1.8, Tx = A.x, donde

(cos 6 -—sen @ ’

Ay
sen 6 cos @

). Pero A, es una matriz ortogonal, por lo que T es una

isometria. Para verificar note que T(x): (x cos 8 —y sen 9) T(x
y xsen@+ycos @ y

-~ % X
[[<y>]'[T<y>}=[xcose—ysenmz + [xsenf + ycos@]? =

(x?cos? @ — 2xycosfsen + yisen? §) +
( )
y

2

(x*sen?6 + 2xy senf cos@ + y2 cos?f) =

X*(cos*0 + sen?0) + y2(sen2f + cos?2 @) = x2 + p? = ’

De esta manera |T(x>| (x) .
! y

Teorema 2

y
Las isometrias tienen algunas propiedades interesantes.

Sea T: R"—>R" una isometria. Entonce: Definicién 3
ces

i. Si S j
Si uy, Uy, ..., W, €S un conjunto ortogonal entonces Tu,, Tu
un conjunto ortogonal o

ii. 7 ¢s un isomorfismo.

.., T, es

Teorema 4
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w, = 0,entonces (Tw,) * (Tu) =w; * 4 =0, lo cual prueba (i).

ii. Sea m,,w,,...,u, una base ortonormal paraR" . Entonces por la parte (7)
y el hecho de que |Tw;|=lw|=1, tenemos que Tu,, Tu,, ..., Tu, es un
conjunto ortonormal en R”. Por el Teorema 4.10.1 estos vectores son li-
nealmente independientes y por lo tanto forman una base de R". De esta
manera imag7 = R", lo cual prueba que ker T = {0} (puesto que
v(T) + p(T) = n). B

i. SiiFjyw -

Sea B ={u,,u,,...,u,}una base ortonormal de R". Entonces T: R"—R"es
una isometria si y solo si 4, es ortogonal, donde A es la representacion matri-
cial de T relativa a la base B.

Suponga que A, es ortogonal con respecto a B. Entonces, como hemos visto
con anterioridad, Tx * Tx = A;x * Agx =x - x, por lo que T'es una isometria. SiT
es una isometria, entoncesx * y=Tx - Ty= Arx* Ary=x" ALAry . Esto sig-
nifica que para todos los vectoresxyy enR", x(y—AyA»)=0. Por lo tanto
(y— ALAr) e R ={0}. Dec esta maneray= ArArY para todo y'eR"lo cual
significa que AvAr =1y At=A7'. De esta manera A, es ortogonal y el teo-
rema esta demostrado. H

Concluimos esta seccion indicando como podemos extender el concepto de
isometria a un espacio producto interior arbitrario.

Isometria, Sean V' y W espacios producto interior reales (0 complejos) y sea
T: V ~ W una transformacion lineal. Entonces T es una isometria si para toda

v, v, eV,

(vy, vp) = (Tvy, Tv,) N

Nota. Por la Ecuacién (7), si T es una isometria entonces (usando la Ecuacién
4.11.3) vemos que

(8)

vily = ITv|w

Espacios vectoriales isométricamente isomérficos. Se dice que dos espacios vecto-
riales V'y W son isométricamente isomorfos si existe una transformacion lineal
T: V= W que sea una isometria y un isomorfismo al mismo tiempo.

Dos espacios producto interior reales cualesquiera de dimension # son iso-
meétricamente isomorfos.
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Demostracion

TRANSFORMACIONES UNEALES

Sean {u,, u
™ 1 sy B
R R e -» W,} bases ortonormales de V'y W, res-

pectivamente. Se . , ;
w,i=1,2 : 57; ' Vd_) W la transformacion lineal definida por Tu; =

£ 3.y .
habremos terminado podemos demostrar que 7 es una isometria, entonces
pues, razonando como en la demostracion del Teorema

> p S Ve 1en I’ EntonCCS
qu ] tamb €n esu
2 ()de]ll() VET € n lsomOI‘IlsmO S
.oean x V¥ en .
existen COIUUI]LOS de numeros rea]es Cq, C se ey Gy y d d d tales que
2 1s Y2, » Yn

X = LR

. iy + Gy, + tou, y y=du,+du,+- - ‘+du

n "

@ ueitodque las u; son ortonormales, (x, Y) =[(cu + qu, + - + cu,)

e My + o+ dm)] = ed, + d ente

dy + od, + -+ + c¢,d.. Andlogamente

puesto que 7x = c;Tu, + ¢, Tu, + - - + c,Tu, = c,w J: oW +g... +
(C;w,,, entonces obtenemos (7x, Ty) = [(cyw, + czwzl + ~2~ -2 + cw,)

w + DY ’
Otl . dzw‘2 + +dw)l =cd + cd, + - + c,d, pues las w,f s:)n
rtonormales. Esto completa la demostracion. B ’

O Ejemplo 2

HNustramos este teorem 3 i
amostrando que R’ y P,[0, 1] son isométricamente iso-

morfos. En R* usamos la base estandar é , (1) , 8 . En P, usamos la
base ortonlc;:"mal {1, \/j(Zx —1),4/5(6x% — 2x + ?)}. (‘.17ea Ejemplo 4.11.8.)
2
Sean x = ll);l Yy ¥y={ b, | en R®. Entonces (x,y)=X°y=a,a,+b,b,+c,c,.
2 c
Recuerde que en P[0, 1]2definimos (D, @)= [ p(x)q(x) dx. Ahora T (1) =1,
0 0 ’

T = —
(1) V3(2x D, v Tio :x/§(6x2~6x+1); por lo tanto T
1
a+bv3Q2x—1)+cv5(6x2—6x+1) y

S5 o a
I

(Tx, Ty) = L [a,+b,73(2x = 1)+ ¢;v5(6x>— 6x +1)]
X[ay+b,v3(2x — 1)+ c,v/5(6x2 — 6% + )] dx

1 1 1
=a,4, J; dx + J; b1b,3(2x —1)* dx + L €16[5(6x%—6x + 1)?] dx
1
+(aib,+a,b,) L V3(2x—1) dx
1
+(aic; +ayc,) L V5(6x2—6x + 1) dx

+(bycy+bacy) L [V3(2x - 1)][V5(6x>—6x + D] dx

=aia,+biby+cc,
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Aqui hemos ahorrado tiempo pues usamos el hecho de que {1,v3(2x—1),
J5(6x2—6x +1)} es una base ortonormal. De esta maneraT: R’— P,

[0, 1] es una isometria.

Problemas 55

1. Muestre que para todo numero real 4, la transformacion 7' R*—R* definida por

Tx = Ax, donde
seng cos® O
A= (cos g -—sené 0)
0 0 1

es una isometria.
2. Haga lo mismo para la transformacion 7 donde

cos@ 0 -—sené
A =( 0 1 0 )
sen® O cos@

3. Sean A y B matrices ortogonales de n x n. Muestre que T R" —R" definida por
Tx = ABx es una isometria. :
4. Encuentre A, si T es la transformacion de R*—R’* definida por

2/3 1V2 1/3 -1/V6 2/3 1/V/3
T( 1/3) = (1/&) T(2/3) =( 1/«/6) T(—2/3) = (~1N§)
-2/3 0 2/3 2/v/6 1/3 V3

Demuestre que A es ortogonal.

5. Sea 7: R"—>R" con la propiedad de que |Tx| = |x| para toda x € R".
Demuestre que 7 es una isometria. [Sugerencia: Muestre primero que X * y =
Hx + y2 = xI7 = y1D]

6. Sea 7: R*—R® una isometria. Muestre que T conserva los angulos. Esto es:
(4ngulo entre x y y) = (4ngulo entre Tx y T¥).

7. Dé un ejemplo de una transformacion lineal de R* a R? que conserve los angulos
y que 7o sea una isometria.

8. Parax,y € R"y xyy# 0, defina: (dngulo entre x y y) =4 (X, ¥) = cos™!
[x - y)/|x] |y]]. Muestre que si 7: R"—R" es una isometria, entonces T conser-
va los angulos.

9. Sea T: R"—R" una isometria y sea Tx = Ax. Muestre que Sx = A~ 'x es una iso-
metria.

En los Problemas del 10 al 14 encuentre una isometria entre los pares de espa-

cios dados.

010, P[-1,1,R° O%1l. P[-1, 1 R* %12, M, R* O%13. My, P3[-1,1]

14. D,y R" (D,=conjunto de matrices diagonales de nxny.

15. Sea A una matriz de n X 7 con componentes complejas. Entonces el conjugado de
. — . 1+i —4+2i
A, denotado A%, se define como (A*); = ay. Calcule A* si A :( 3 6—3i)
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16. La matriz co j
. 2 compleja
pleja A de nxn se llama hermitigng si A4 *
matriz A = ( 4 3-2i S e
3+2; ¢ ) © hermitiana, ’ -
17. Muestre i
que si 4
. es hermitiana, entonces las componentes diagonales d
. 1z compleja 4 o
o m J de n X n se llama unitaria si A* = q—t M e
- Muestre que la.
1+i  3-2;
A= 2 V26
1+i —342;
€S unitaria. ? %
19. Muestre qu i
. S
e que A es unitaria si ¥y s6lo si las column
‘ as de A forman una base ortonormal
20. M i a
. uestre que si A es unitaria entonces [det 4| = |
- S¢a A una matri ple
vy o iz de Z )>< dn fc.on componentes complejas. En C" Six = (
— A% &y ..., a,), defina el prod interi . e DT
c,d,. (Ejemplo 4.11.2) Demuestrep A . o CZE; T ;)

que (4x, y) = (x, A*y),

m.terior complejos cuales
€ isomorfos.

*
22. Muestre que dos espacios producto

mensién (fini : o ;
(finita) son Isométricament quiera de la misma dj-

Ejercicios de repaso ¢ Capitulo 5

En los Ejercicios del 1

lineal, al'6 determine si la 1r, ansformacion dada de v ¢ w
es
1. T: RQ__)R:’., T(
; x,y):(o —-y)
3. T: RP—pR2 T( >y 2. T: RP-R3.
; Tx, y)= ; T(x,y, z)=
5. T: P,wp,. (T y)=xly 4. T: P,—>p.. . 2)=(1l,y,2)
2 (Tp)(x) =1+ p(x) 1=>Po; (Tp)(x) = xp(x)

6. T: [0, 11— CJo0, 1]:
En los Ejercicios dej 7a [0,13; Tr(x) =f(1)

. 1 12 halle .
lineal dada y encuentre 2 la representacion matricial de Iq transformacion

el nii .
la transformacion, cleo o kernel, la imagen, la nulidad y ef rango d
(4

;. ;: RE—R*; T(x, y)= (0
. : 4 2, ’
10. T: RR Tl y, 2, w)

11. T:

) 8. T: R
=(x=2z2,2y+3w)

Py Py (Tp)(x) = xp(x) :
My—M,,; TA =AB, en donde B = (‘1 O)
1 2
12. T: 2 2.
R —R?; T(x, V)=(x~y, 2x +3y); Bl:{(l) (1 . —1) /4
13. Encuentre el isomor 2 ’BZ:{( >’ ( )}

fismo de 7: p, - 3
14. Encuentre la isometria de 7' Ré ~>2P [Rl. 1]
=i,

—R?; T(x,y, 2)=(y, 2)

CAPITULO

6.1

Definicién 1

Valores _ .
caracteristicos,

vectores .
caracteristicos Yy
formas canonicas

Valores caracteristicos y vectores
caracteristicos

Sea T:V— V una transformacion lineal. En una gran variedad de aplicaciones
(una de las cuales se da en la siguiente seccion), resuita wtil encontrar un vec-
tor ven Vtal que Tv y v sean paralelos. Esto es, buscamos un vector vy un €s-
calar \ tal que

Tv=A\v (D

Si v # 0y \ satisface (1) entonces A se denomina valor caracteristico de Ty v
se llama vector caracteristico de T correspondiente al valor caracteristico h. El
proposito de este capitulo es ¢l de investigar algunas propiedades de los valores
y vectores caracteristicos. Si V' es de dimension finita, entonces T puede repre-
sentarse por una matriz A,. Por esta razbn discutiremos valores y vectores
caracteristicos de matrices de n X n.

Valor caracteristico y vector caracteristico. Sea A una matriz de n X n con com-
ponentes reales*. El nimero \ (real o complejo) se llama valor caracteristico
de A si hay un vector v distinio de cero en C" tal que

Av= AV (2)

* Esta definicion también es valida si 4 tiene componentes complejas; pero como las matrices
que utilizaremos en la mayoria de los casos tienen componentes reales, la definicion sera suficiente

para nuestros propositos.
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El vector v+#0 se llama un vector caracteristico de A correspondiente al valor .

caracteristico .

Nota, La palabra eigen significa ‘‘propio’’ o “‘apropiado’’ en aleman. Los va-
lores caracteristicos se llaman también valores propios o autovalores, y 10s
vectores caracteristicos, vecrores propios o autovectores.

Observacion. Como veremos (en el Ejemplo 6) una matriz con componentes rea-
les puede tener valores y vectores caracteristicos complejos. Esta es la razén
por la que dijimos que veC". En este libro no se utilizaran muchos resulta-
dos acerca de los numeros complejos. Para una discusién de los resultados que
se utilizardn, vea el Apéndice 2.

Ejemplo 1

{10 -18 2 10 —18\/2 2
SeaA~(6 _11>.EntoncesA(1>=( 6 __11)<1>:(1). De esta manera

Ay = 1es un valor caracteristico de 4 correspondiente al vector caracteristico

_ (2 , 3 10 —18\/3 -6
0= ) snmmss )~ (4 E)0)= () 2. o

— ~ 1et1
que A, =-2 esun valor caracteristico de 4 con su correspondiente vector ca-

L 3 :
racteristico v, = (2 . Como pronto veremos, estos son los Gnicos valores

caracteristicos de A4.

Ejemplo 2

Sea A =1I. Entonces para todo veC", Av=Iv=v. De esta manera I es el {ini-
co valor caracteristico de 4 y cada v # 0 € C" es un vector caracteristico de 7.

En esta seccion calcularemos los valores y vectores caracteristicos de muchas
matrices. Pero primero necesitamos demostrar algunos hechos que simplifica-
ran nuestros calculos.

Suponga que X es un valor caracteristico de A. Entonces existe un vector no

Xy

2
nulov= . #0 tal que Av=Av=AIv. Volviendo a escribir esto tenemos

(A-ADv=0 (3)

SiA es una matriz de n X n, la Ecuacién (3) es un sistema homogéneo de n
ecuac.:lones en las incégnitas x,, x,, ..., x,. Puesto que, por hipétesis, el siste-
ma tiene soluciones no triviales, concluimos que det (4 — M) = 0. Inversa-
mente, sidet (4 —NJ) = 0, entonces la Ecuacion (3) tiene soluciones no trivia-
les y N\ es un valor caracteristico de A. Por otro lado, si det(A4 — N\I) # 0,
entonces (3) tiene tinicamente Ia solucién v = 0 por lo que A no es un valor
caracteristico de 4. Resumiendo estos resultados tenemos el siguiente teorema.

6.1 * Valores caracteristicos y vectores caracteristicos 3 13

Teorema 1 Sea A una matriz de n X n. Entonces \ es un valor caracteristico de 4 si y s6lo si

Definicion 2

Teorema 2

Demostracion

Definicion 3

Teorema 3

p(A)=det(A—-AD)=0 (4)

Ecuacion caracteristica y polinomio caracteristico. La Ecuacion (4) se conoce como
la ecuacién caracteristica de A; p(\) se conoce como el polinomio caracteristi-
co de A.

De los ejemplos resultard evidente que p(A) es un polinomio de grado n

a b a b A O
. P j lo, 'A:( ), entonces A—AI:( )_( \):
en \ orZJempo si e d e d 0 A

—A
(“ J A)y POV = det(A—NI) = (@=N(d—\)— bec = N -

¢ ~
(a + dN + (ad — bc).

Por el teorema fundamental del dlgebra, todo polinomioc de grado n con coe-
ficientes reales o complejos tiene n raices exactamente (contando multiplicida-
des). Con esto queremos decir que, por ejemplo, el polinomio (N — 1)° tiene
cinco raices, todas iguales al nimero 1. Puesto que todo valor caracteristico
de A es una raiz de la ecuacidn caracteristica de A, concluimos que:

Si se consideran multiplicidades, cada matriz de n X n tiene exactamente
n valores caracteristicos.

Sea ) un valor caracteristico de la matriz A de nxn y sea E, = {viAv=2\v].
Entonces E, es un subespacio de C".

Si Av = \v, entonces (A4 — AN)v = 0. De esta manera E, es el nucleo de la
matriz A — A1, la cual, por el Ejemplo 4.6.10, es un subespacio® de C". &

Espacio caracteristico. Sea \ un valor caracteristico de 4. El subespacio E, se
denomina espacio caracteristicoT de A correspondiente al valor caracteristico \.

Ahora demostraremos otro resultado de gran utilidad.

Sea A una matriz de # X nysean A\, Ay, ..., A, valores caracteristicos dife-
rentes de A con sus correspondientes vectores caracteristicos vy, v, ..., Vu
Entonces v, V,, ..., V,, son linealmente independientes. Esto es: los vectores
caracteristicos correspondientes a valores caracteristicos diferentes son lineal-
mente independientes.

* En el Ejemplo 4.6.10 vimos que ker A es un subespacio de R"si A es una matriz real. La ex-
tension de este resultado a C" no presenta dificultades.
t Note que 0 e E, puesto que £ es un subespacio.




314

CAPITULO 6

Demostracion

VALORES CA i
V RACTERISTICOS, VECTORES CARACTERISTICOS Y FORMAS CANGNICAS

Demostr

aremos esto por i ..
: r inducci ;- .

ponga que on matematica. Comencemos con m=2. Su

Ci¥ v, =0 ‘
gzéa‘; ma;era, multiplicando ambos lad02s de o
- = A(eyv, + ovy) = AV, + ¢c,Av,

(5) por 4, tenemos como resul-
o bien (va que Av, = \v, parai =

C1A Y F AV, =0 (
6)

34 e p
I/IIC O “Hl“lp]}calnos (5) pO] )\ y restamos esto de ((F) ara ()]) CNer

CiA v+
. (cidyv, C2A¥o) = (e Ay vy + AV, =0
ca(Ay— Ay, =0
Puesto qu
ev,#0 inici¢
el due qilc ! i?(())rlla deﬁmmon.de vector caracteristico) y ya
omeaimos du 6121 - Entonces sustituimos ¢, =0 en (5) y ven e
S, leeéna en el caso m=2. Ahora supongam Rl
| el teor 0s que ‘
o dierto Correspondientitsoae;s, lsupongamos que cualesquiera & \?ectsiefse carac.
. valores caracteristicos disti i e
cort s distintos s i
s. Demostraremos el teorema para m = k +S iorgmealmeme m-
= . Entonces
CV eV, + 4
Vo POV T Gy Vi, =
Vi =0 (7)

€ 5 p Le q
]) d()]lde ][lultl h(,(l]ld() al“hos lldos de ; por A Yy usalldO el ]leL] 10 de
A'i = )\'V 5 Iesultd ( ) | .
C /\ \4 C A% v C )\ \4 = 0 8
1 2)\2 2 Ck/\k k k1M +1V k41 (

Mult I)l camos aIIII)OS lad()S de ; por A amos d 8

1pticamo - ( ) k+1Y S ( )

4 10 rest S € ).
C](/\l )\k*l)il C2<)‘,Z Ak F])!,Z Ck(Ak Ay )'k 0

Pero, por la hipotesi . .

es. l’)e mordo ;Izl(;ti51(sxde induccién vy, v,, ..., v, son liz almente i :

Y, puesto que A ;&1 T = N, ) = s = e ¢ independien-
. q o P, )\k41 parai = 1,2 % ConCh; Ck(}\k *)\kﬂ) = 0;
= L = U ero d § . . 3 e ey 5 imos que o

rema es cierto para me £7)}{esto significa que ¢, ,, = 0. De estaqma ¢ = ¢ =
= K + 1y la demostracién es completa I:?ra el teo-

Si
ayy aj, ce a,
A= Ay, ass s,
a"I anZ ah
entonces "
agp —A ais a
in
p(A)=det(A—aD)=| %1 d==A - a
" . 2n
A Qo a,. =\
n

Multiplicidad
algebraica

. 4
Ejemplo 3 Sea A= ( 3

315
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yph) =0 puede escribirse en la forma

(V)= A" by AN T biA b =0 ©

s, varias de las cuales pueden repetirse. Si Ay,

raices de (9) con multiplicidades 7y, 2, - 7
obtener

La Ecuacion (9) tiene n raice
Ny, + -5 N SON las diferentes
ente, entonges (9) puede factorizarse para

ms

respectivam

(10

p()\) = ()\ ;Al)r‘(}\ —",)\2)"2 e (A __Am)rm:

, I, se llaman multiplicidades algebraicas de los valo-

, \,,, respectivamente.
ar valores caracteristicos ¥

1.0S NUMEros i, Iy - -
res caracteristicos A, Ny oo

Procedamos ahora a calcul
¢ caracteristicos. Haremos esto en {res pasos:

sus correspondientes

espacio

e — e

iento para calcular valores propios y vectores propios.

Procedim
i. Halle p(\) = det (A — ND).
ii. Halle las rafces Ny Ny« o N, de p(\) = 0.
iii. Resuelva el sistema homogéneo (A — NIDwv =0 correspondiente a

cada valor caracteristico .

Observacion. Bl paso (ii) €S, generalmente, el mas dificil.
o S —

e

—(4=NB=N) 6=

/ ) hnt()lk()es df,t (A )\1)
3 j \5 )\
3101 es car acteris 11cOos de

0. De esta manera los v
0, o bien,

= 1, resolvemos (A— v =
o correspondiente

/\2—7)\+6:(A~1)()\—46):
Ason N, = 1yN = 6. Para N\,

3 2\ (x, 0 . L.
= o) Evidentemente, todo vector caracteristic

3 2/\x,
a N, =1 satisface Ix, +2x,=0. Uno de estos vectores caracter

2 <
v, = ( 2). De esta manera, £, = gen {(‘3)} Analogamente, la ecuacion

- 0 ‘ .

(A—6l)yv = ¢ significa que( 2 2)()6’) = ( )o X, = X. Por consiguiente,
1 3 =3/\x, 0 (/1

vV, = ( > es un vector caracteristico correspondienteah, =6y E,=gen {(J}

uno no es multiplo

isticos €s

Note que v,y ¥, SOn linealmente independientes puesto queé

del otro.
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. 1 -1 4
Ejemplo4 Sea A={3 2 —1). Entonces

2 1 -1

1-2 -1 4

det(A-AD=| 3 2-x -1

2 1 -1-A
=—(A2—=2A%7=5A1+6)=—(A—DA+2r-3)=0

De esta manera los valores caracteristi
cteristicos de A son A, = 1, A\, = — =
Para A\, = 1 tenemos 1 o 2Yh T

0 ~1 4 /x, 0
(A—I)v:(3 1 —~l)(x2):(0>
2 1 =2/ \x, 0

Sir / i
esolvemos reduciendo por renglones, obtenemos, sucesivamente,

O '“1 4 Azz -
0 A‘;ﬁ; 0 1 410 M,
3 1 -1|0}—— {3 o0 3|0]—
2 1 =210 2 0 21/0

0 -1 4|0 A2 0 -1 4]0
0 10 1 0 1|0
2 0 210 0O 0 010
-1
De esta manera x, = —X;, X,=4X,, un vector caracteristico es v, =( 4), y

1

o

-1
E, = gen 4) . Para A,=-2, tenemos [A—(-2Dp=(A+2Dv=0 o
: 1

3 -1 4 [x, 0

4 —13jx, |= O). Esto conduce a
2 1 17 \x, 0
3 -1 ) -

410 ::;z((f) 3 1 4

4 -110j—> {15 0 15
2 1 110 5 0 5
3 -1 4 0
1 0 1 0
5 05 0

De esta maner = — = 1
a X,=-—Xx;, X3=—X;, y un vector caracteristico es v, ={ —1

-1

W

W

0

M, (%)
o) LN
0

0\ acs (-1 -1 0
oj—— | 1 01
0

0 0 0

6.1 e Valores caracteristicos y vectores caracteristicos 3 1 7

1

Por consiguiente, E_, = gen {(~1)! Finalmente, para A; = 3
-2 -1 & [x 0

(A-3Iw={ 3 -1 - )(x2)=(0\)
2 1 =4/ \x3 0
0 ﬁlli((:)l) "2 —‘1 4 O
0y — 5 0 =510
0

y
-2 -1 4
(3—1—1 ‘
2 1 —410 U U
O\) a0 (2 -1 0
o}b—11 0 -1
0 0 0 O

- -2 -1 4
M, ()
———-‘*( 1 0 -1
1 1
Por lo tanto x; =Xy, X =2X, ¥ V3= 2 § por lo que E;= gen (2\)1
1 1

0o 0o 0

0
0)
0

Observacion. En cada uno de los ejemplos, siempre existe un numero infinito
de opciones para cada vector caracteristico. Escogeremos arbitrariamente
una de ellas igualando una o mas de las x; a un nUmMEro conveniente. Aqui ha-
cemos una de las x; igual a 1.

2 - 2—-x -1
SaA=( ).Et det(A — N) = l:xhz@)\———
e 4 2 ntonces det ( ) 42—
AN — 4). De esta manera los valores caracteristicos son N =0y =4 El
espacio caracteristico correspondiente a cero €s simplemente el nucleo o kernel

- 2 —
de A. Calculamos (_ 1)(x1> = (O) 0 2x, = X,y un vector caracteristico

4 2

X2

1 .
es v = (2) De esta manera kerA = E, = gen {@)} Correspondiente a

A\, = 4 tenemos (:i :;)(i:)= (g) por lo que E, = gen {(_D }

-5

3 =5 3-A
Sea A:(l '1), Entonces det(A-:\I):\ 1 —1-A =A?=21+2=0
y A__(_2)¢‘/4~4(})(2) 2xv—-4 2=x2i 14
_ — e runn e o
2 2 2

De esta manera A, =1+i y A= 1—i. Calculamos

[A-(+D)INV= (2;1. _;i :)*();) B (g\)

* Note que las columnas de esta matriz son linealmente dependientes porque R ) ES
—2—1

o (2—;’)
i) 1)
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y obtenemos (2 = i)x; = 5x; = 0y x, + (=2 = i)x, = 0. De esta manera Xy =

(2 + ix,, lo cual nos da el vector caracteristico v, = 2+i) y B =
2+i . 241 =5 \/x 0
. Andl te [A—(1-i)I =< )( 1>:() i
gcn{( 1 )} nalogamente [A —(1—)I]v T | 0 o bien

X+ (=2 + 0x, = 0, lo cual proporciona x;, = (2 = i)x,, v, = (2“—1>’ Y

- () !

Observacion 1. Este ejemplo muestra que una matriz real puede tener valores y
vectores caracteristicos complejos. Algunos textos definen los valores caracte-
risticos de matrices reales como las raices reales de la ecuacion caracteristica.
Con esta definicion la matriz del ejemplo anterior no tiene valores caracteris-
ticos. Esto puede simplificar los célculos, pero también reduce enormemente la
utilidad de la teoria de valores y vectores propios. Veremos una muestra signifi-
cativa del uso de los valeres propios complejos en la Seccidn 6.7.

Observacion 2. Notese que N, = 1 — i es el niimero complejo conjugado de h, =
1 + /. También las componentes de v, son las complejas conjugadas de v,. Es-
to no es coincidencia. En el Problema 33 se pide demostrar que

los valores propios complejos de una matriz real siempre ocurren
en pares conjugados
y
los correspondientes vectores propios son complejos conjugados entre si.

4
Ejemplo 7 Sea A:(O 2) Entonces det(A —Al)=

4-1 0
0 *4—»\’:()‘“4)2:0; por

lo tanto N =4 es un valor caracteristico de multiplicidad algebraica 2. Es obvio

que Av=4v para todo vector veR?, por lo que E,=R?= gen {(1 ) (0)}

0/°\1
4 1 4-—-x 1
. _ ' . D) = =(A—~4)*=0; dees-
Ejemplo 8 Sea A (0 4) Entonces det (A ) 0 d-a ( ) e es
ta manera A =4 es de nuevo un valor caracteristico de multiplicidad algebraica
0 1\/x, X, .
2. Pero ahora tenemos (4 ~ 4f)v = = . En consecuencia,
0 0/\x, 0
_ _ (1 - 1\
X, =0, v, = 0 €s un vector caracteristico, y E,=gen 0 J
3 2 4 3—-2 2 4
Ejemplo 9 Sea A={2 0 2). Entonces det (4 —\J) = 2 —A 2 |==N+
4 2 3 4 2 33—
6N + 15N+ 8= —(A+1))(A\—8) =0, por lo que los valores caracteristicos son
Ay = 8y X\, = —1 (con multiplicidad algebraica 2). Para A, = 8, obtenemos

Il
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(A — 8V
o, reduciendo por renglones,

-5 2 A [xy 0
( 2 -8 2) x =10
4 2 =5/ \x3 0
-5 2 4 0) AAltz(L\l))

-5 2 4|0\ .
2 51-18 0 180 —

2 -8 210 80
-510 9 0 -

v ‘ ~5 2 4|0\ A @ (0 2 -1]0

14 0 tjo}j——|-1 0 1}0

9 0 -9/0 o0 olo

2
Por lo tanto, X, = 2x, ¥y X, = X3, obtenemos el vector caracteristicov, ={ 11y

2
2 4 2 4\ [x
=02 1 2lix}=
= Para \, = —1, tenemos (A + IV (
E, = gen (; . 2 AN
(()) lo cual proporciona tnicamente la ecuacion 2x;, + X, + 2x;= 0,0 bien,
0 1
i = = osv, ={—2§.Six, =0y
X, = —2x,— 2%, Six = 1yx 0, obtenem 2 .

0 1 0
= 2L 121t
X, = 1, entonces v, =(~2) . De esta manera E*‘, gen ; X
1

Ele‘en otras OpClOneS adecuadas [)aIa vectores CaraCtEIIStlcos- I or e]enlp]o,

1
v = 0) estien E_,yaquev = ¥, ~ Vs
-1
-5 =5 9 -5—x -5 -9
— 18 =
j t(A-AD=| 8 9-1 1
Ejemplo 10 Sea A= 2 S; iB) Entonces det ( s o

= A= —1 es un valor caracte-
N =IN=-1= A+ 1) =0. De esta manera :
ris)‘\tico de multiplicidad algebraica 3. Para calcular E_,, determinamos

-4 =5 -9\ (x4 0 ,
(A+I) ( 8 10 18) (x2) =10}y reducimos por renglén para obte-
v e

-2 =3 =6/ \x3 0
ner, sucesivamente,

O\ A2 0 1 310 /';\1.1((323 01 30
—4 -5 -9 Al - B
g 10 18lo)— | 0o -2 -6|0) — 010
-2 -3 —61|0 2 -3 —610 -2 0

i (nicamente un
Esto nos da x, = —3x; y 2x; = 3x;. Si hacemos x; = 2 obtenemos tnica

e S
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3
vector caracteristico linealmente independiente: v, =| —6 . De esta maneré
2
3
E  =gen{|{—-6
2
-1 -3 -9 -1-x -3 -9
Ejemplo 11 Sea A={ 0 5 18}. Entonces det (A-AD=| O 5-x 18 |=
0 -2 -7 0 -2 ~T7=A

—(A+1)=0. De esta manera, como en el Ejemplo 10, A=—1 es un valor

caracteristico de multiplicidad algebraica 3. Para encontrar E_,, calculamos
0 -3 -9 /x; 0

(A+Dv={0 6 18}|x,}= 10} Asi —2x,—6x;=0 0 x,= —3x;, ¥ X
0 -2 -6/ \x;3 0

0
es arbitrario. Haciendo x,=0, x,=1, obtenemos v, = —3 | Haciendo x =1,
1
1 0 1
X, = 1 obtenemos v,={ —3}. Por loque E_, = gen{{ =3 {3
1 1 1

Definicion 4

En cada uno de los ejemplos anteriores encontramos un valor caracteristico
con una multiplicidad algebraica de 2 0 mas. Pero como vimos en los Ejemplos
8, 10 y 11 el ntimero de vectores caracteristicos linealmente independientes no
es necesariamente igual a la multiplicidad algebraica del valor caracteristico

(cqmo era el caso en los Ejemplos 7 y 9). Esta observacion nos conduce a la si-
guiente definicion.

Mu]t:ﬁpﬁcidad geométrica. Sea \ un valor caracteristico de 4. Entonces la multi-
p{lczdad geométrica de \ es la dimension del espacio caracteristico correspon-
diente a \ (lo cual es la nulidad de la matriz A — A[). Es decir:

Multiplicidad geométrica de A = dim E, = »{(A — \)

En los Ejemplos 7 y 9 vimos que en los valores caracteristicos de multiplicidad
algebraica 2, la multiplicidad geométrica también era 2. En el Ejemplo 8 la mul-
tiplicidad geométrica de A\=4 era | mientras que la multiplicidad algebraica era
2. En el Ejemplo 10 la multiplicidad algebraica era3 y la multiplicidad geométri-
ca era 1. En el Ejemplo 11 la multiplicidad algebraica era 3 y la multiplicidad
geométrica era 2. Estos ejemplos ilustran el hecho de que si la multiplicidad al-

Teorema 4

Teorema 5
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gebraica de A\ es mayor que 1, entonces no podemos predecir la multiplici-
dad geométrica de \ sin informacion adicional.

Si A es una matriz de 2X 2y Aes un valor caracteristico con multiplicidad al-
gebraica 2, entonces la multiplicidad geomeétrica de hes = 2 puesto que pueden
haber al menos dos vectores linealmente independientes en un espacio de dos
dimensiones. Sea A una matriz de 33 con dos valores caracteristicos \; ¥ Ny
de multiplicidad algebraica 1y 2, respectivamente. Entonces la multiplicidad
geomeétrica de \, es <2 porque de otra manera podriamos tener al menos
cuatro vectores linealmente independientes en un espacio de tres dimensiones.
Intuitivamente, parece que la multiplicidad geométrica de un valor caracteris-
tico es siempre menor o igual que la multiplicidad algebraica. La demostracion
del siguiente teorema fo es dificil si se demuestran algunas propiedades adi-
cionales sobre determinantes. Puesto que esto nos desviaria demasiado de
nuestro objetivo, omitimos la demostracion.*

Sea \ un valor caracteristico de A. Entonces:

Multiplicidad geométrica de A= multiplicidad algebraica de A

Nota. La multiplicidad geométrica de un valor caracteristico nunca es cero.
Esto se establece de la Definicién 1, la cual expresa que si A es un valor caracte-
ristico, entonces existe un vector caracteristico diferente de cero correspondiente
an.

En el resto de este capitulo nos ocuparemos de determinar si una matriz dada
de n X n tiene o no n vectores caracteristicos linealmente independientes. De
lo que hemos discutido hasta ahora, el siguiente teorema €s evidente.

Sea A una matriz-de nx n. Entonces A tiene n vectores caracteristicos lineal-
mente independientes si y s6lo si la multiplicidad geométrica de todo valor
caracteristico es igual a la multiplicidad algebraica. En particular, A tiene n
vectores caracteristicos linealmente independientes si todos sus valores caracte-
risticos son distintos  puesto que la multiplicidad algebraica de todo valor ca-
racteristico es 1).

En el Ejemplo 5, vimos una matriz para la cual el cero era un valor caracte-
ristico; en realidad, del Teorema 1 es claro que el cero es un valor caracteristico
de Asiysolosidet A = det(A — 07) = 0. Bsto nos permite ampliar, por ulti-
ma vez, el Teorema Resumen (vea Teorema 5.4.4).

* Vea la demostracion del Teorema 11.2.6 en el libro de C.R. Wylie, Advanced Engineering Math-
ematics (Nueva York: McGraw-Hill, 1975).
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Teorema 6 Teoremg Resun!en,. Version 8. Sea A una matriz de n x n. Entonces los once a 0 0
epunCIados siguientes son equivalentes. Esto es, si uno es cierto, todos son 0 0
ciertos. ’ ‘ a ¢ .
20. 0 0 ; bed#0
- a
i. A es invertible. 0 0 0 a b
ii. La anica solucion al si A - . .. ] iz A :< )t' 1 to-
x = 0). al sistema homogéneo Ax =0 es la solucidn trivial 21. Muestre que para tocio nun;ero real ¢ y b, la matriz b a iene los vecto
iii. El si . res caracteristicos ()y( )
i, b sistema Ax=b tiene una solucion Gnica para todo n-vector b Py
iv. A es equivalente por rengld iz i i ’ . .
v. A puede escribi p K glén a la matriz 1den.t1dad I, de n x n. En los Problemas del 22 al 28 suponga que la matriz A tiene los valores carac-
- ibirse como el producto de matrices elementales. 1eristicos Ny, Ay -+ > Mo
vi. dOS/rlenglones (y columnas) de 4 son linealmente independientes ' o
vii. det 4 #0. ) :
viii. v(A)=0. 22. Muestre que los valores caracteristicos de A7 son Ny, Mgy o5 N
ix. p(A)=n. 23. Muestre que los valores caracteristicos de a4 son ahg, @0y, e QR
x. La tr.anSfOrmaCi(')n lineal T de R* a R" definida por Tx = Ax es un iso- , 24, Muestre que A~ existe si y solo SiA N, A F O,
morfismo. 25. Si A~ existe, muestre que los valores caracteristicos de A~ son 1/Ny, /Xy,
xi. El cero no es un valor caracteristico de A4. . e Ve
26. Muestre que la matriz A — o [ tiene los valores caracteristicos Ay — o, Ay — o, ..o
- AN — o
Problemas 6.1 %27, Muestre que los valores caracteristicos de A% son N, N, o N
' % 28. Muestre que los valores caracteristicos de A™ son N7, N3, ..., Nfparam = 1, 2,
En ’lots Problemas del 1 al 20 calcule los valores caracteristicos y espacios carac- oo fsti i fsti
teristicos de la matriz dada. Si la multiplicidad algebraica de un valor caracte- 29. Sea A un valor caracteristico de 4 con correspon'(hente vectqr caracteristico v. Sea
ristico es mayor que 1, calcule su multiplicidad geométrica ! PO = ag + @)+ @l o+ @\ Defina la matriz p(4) por p(4) =
’ agl + a, A + @ A + -+ a, A" Muestre que p(AW = p(M)v.
-2 =2 -
1. (_5 1) . ( 12 7) 3 (2 '1> 2 30. Usando el resultado del Problema 29, muestre que 8t Ny, Agy « oy Ay SON valores
-7 2 5 =2 caracteristicos de A, entonces p(A}), P(N2)s -5 P(Ay), son valores caracteristi-
4. <‘3 0) 5 (~3 2> p ( 3 2 cos de p(A).
0 -3 0 -3 T A\-5 1> 31. Muestre que si A es una matriz triangular superior, entonces los valores caracteris-
L -1 0 11 -2 5 4 2 ticos de A son las componentes de la diagonal de 4.
7.~12—1) s.(—12 1) 9,(452 7 2 0 0 0 2100 21 0 0
0 -t 1 01 -1 2 22 ' 32SeaA=0200 AA:ozoo A,:Ozlo,
12 2 0 1 0 3 -7 -s ' ' o o020 ®looz2of ®loo2o]’
10.(021) 11.(0 01) 12.(2 4 3) 71000002 000 2 090 0 2
e b 12 2 02 1
1 -1 -1 7 -2 -4 4 6 6 A= 00 211t Muestre que, para cada matriz A = 2 es un valor caracteristico
13. i ~1 0> 14. (3 0 '2) 15. ( 1 3 2) g 00 0 2
0 -1 6 -2 -3 -1 -5 =2 de multiplicidad algebraica 4. En cada caso, calcule la multiplicidad geométrica de
1 A= 2.

% 33. Sea 4 una matriz real de # X n. Muestre que si A, es un valor caracteristico com-
plejo de A con vector caracteristico v,, entonces A, es un valor caracteristico de A
con vector caracteristico ;.

16. 17.

0

0
!
a

; be#0 : ii. La suma de las componentes en cada columna es 1.

T T
Nl\')Nb
|
—_— e
I S R )
MJJ—‘)—-‘
o o © 9
oo

o © 8 oo

a b 0 0 a b 0 % 34. Una matriz de probabilidad es una matriz de n X n que tiene dos propiedades:
0 a 0 0 . i. a;=0paratodaiy/j

B 1o 0 a of P70 19. 8 o . ; y
0O 0 0 a 00 g a : Demuestre que 1 es un valor caracteristico para toda matriz de probabilidad.

U
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6.2 Un modelo de crecimiento poblacional

(opcional) o

En esta seccion mostraremos como la teoria de valores y vectores caracteristi-
cos puede utilizarse para analizar un modelo del crecimiento de una poblacién
de pajaros.* Comenzaremos por discutir un modelo simple de crecimiento po-
blacional. Supondremos que determinadas especies crecen en una proporcién
constante; esto es, la poblacion de las especies después de un periodo (el cual
podria ser una hora, una semana, un mes, un afio, etc.) es un multiplo cons-
tante de la poblacién en el periodo anterior. Esto podria suceder, por ejemplo,
si cada generacion es distinta y cada organismo produce r descendientes y des-
pués muere. Si p, denota la poblacion después del n-ésimo periodo, tendriamos

pn = rpn—l

Por ejemplo, este modelo puede describir una poblacién bacteriana donde, a
un tiempo dado, un organismo se divide y origina dos organismos separados.
Entonces r = 2. Sea p, la poblacidn inicial. Entonces p, = rp,, p, = rp, =
r(rpy) = rpg, py = 1p, = r(r¥py) = r’p,, v asi sucesivamente, por lo que

Pn=T1"Do (D
De este modelo vemos que la poblacién crece sin limites si 7> 1 y decrece a cero
sir<'1. Sir=1 la poblacion permanece a un nivel constante p,.

Este modelq es, evidentemente, muy simple. Una objecion obvia es que el
numero de descendientes producidos depende, en muchos casos, de las edades
de los adultos. Por ejemplo, en una poblacion humana el promedio de mujeres
adultas mayores de 50 afios, produciria menos nifios, que la mujer promedio
de 21 afios de edad. Para tratar esta dificultad, introduciremos un modelo
que permita agrupar edades con diferentes tipos de fertilidad.

Ahora observaremos un modelo de crecimiento poblacional para especies de
pajaros. En esta poblacion de pajaros supondremos que el nmero de pajaros
machos iguala al nimero de hembras. Denotemos por Dj.- la poblacion de
hembras jovenes (inmaduras) en el afio (n — 1)-ésimo y denotemos por Dy €l
nimero de hembras adultas en el afio (# — 1)-ésimo. Algunos de los pajaros jo-
venes morirdn durante el afio. Supondremos que una determinada proporcién
a de los pajaros jovenes sobreviven para llegar a adultos en la primavera del
n-ésimo afo. Cada hembra sobreviviente produce huevos durante la primave-
ra, los cuales se incuban para producir, a la siguiente primavera, en promedio,
k pajaros hembras. Los adultos también mueren, y la proporcién de adultos
que sobreviven de una primavera a la siguiente es (.

Esta proporcion constante de supervivencia de 1os pajaros no es una suposi-
cion simplificada. Esto sucede con la mayoria de las poblaciones naturales de
pajaros que se han estudiado. Esto significa que la razén promedio de supervi-
vencia de muchas especies de pajaros adultos es independiente de la edad.
Quizas son pocos los pajaros que sobreviven lo suficiente para mostrar los

* El material de esta seccion esta basado en una publicacion de D. Cooke: ““A 2 X 2 Matrix Model
of Population Growth”’, Mathematical Gazette, 61(416): 120-123.
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efectos de la vejez. Mas aGn, en muchas especies el nimero de descendientes
no parece estar influenciado por la edad de la madre. '

En la notacién introducida con anterioridad p;, ¥ Py» representfm, re§gect1-
vamente, la poblaciéon de hembras jovenes y adl'llta.s en <?1 afio n—esnno. .
Reuniendo toda la informacion dada, llegamos al siguiente sistema de 2 X2:

pj,n = kpa,nfl (2)
pa.n = apj,n—l + Bpa,nvl

o bien P =APn1 (3)

o

donde p, = (p,-,,,) y A= (0 ’;) Resulta claro, de (3), que p;=APo,
" \Pan _
p,= Ap,=A(Apo) = A’po, . . ., y asi sucesivamente. Por lo tanto

P, =A"Bo 4)

donde p, es el vector de las poblaciones iniciales de hembras jovenes y .atdlultas'.
La Ecuacion (4) es similar a la Ecuacion (1), pero ahora podemos distinguir
entre las razones de supervivencia de pajaros jovenes y adultos.

Ejemplo 1

Tabla 6.1

Sea A = ( 0 2 ) Esto significa que cada hembra adulta produce dos
0.3 0.5 )
hembras jovenes y, puesto que el niimero de machos se supone que es igual al

namero de hembras, al menos cuatro huevos (¥ probablemente rpuchos mas,
ya que la pérdida de pajaros jovenes es grande). Del rr.lodelo es ev1$1'eme q.lrle o
y 8 se hallan en el intervalo [0, 1]. Puesto que la morialidad de los pajaros jove-
<.

nes es mayor que la de los adultos, debemos tener o _
En la Tabla 6.1 suponemos que, inicialmente, existen 10 hembras y 10
machos adultos y que no existen pajaros jovenes. Los célculos fueron hechos

No. de No. de Poblacién to?l |
~ .y ras
A:O Jﬂ‘p’*-?“es adp“ s egeelhle-:ls)ilzo a’;'lo P,;n/ Pan ¥ T/T. 1%
Ln a,n
10 0 —
2 28 ]g 25 4.00 2.50
2 10 8 18 1.18 0.74
3 17 7 24 2.34 1.31
4 14 8 22 1.66 0.96
5 17 8 25 2.00 1.13
10 22 12 34 1.87 1.06
11 24 12 36 1.88 1.07
12 25 13 38 1.88 1.06
20 42 22 64 1.88 1.06

que las de las columnas previas fueran redon-

* ifras el 5 C i id tes
* Las cifras en estas columnas fueron obtenidas an e 10588 ~ 118,

deadas. De esta manera, por ejemplo, en el afio 2, p;,/Des = 10/8.
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en una computadora, pero el trabajo no es tan complicado y puede hacerse con

una calculadora de bolsillo. Por ejemplo, p, = ( 0 2 )( 0y _ (20 ‘
POPi=3 o5 10)7 5 ) por lo

que p;1 =20, p?,’1 =5, la poblacion total de hembras después de un afio es de
25, y la proporcién de hembras jovenes a adultas es de 4 a 1. En el segundo

~ 0 2 \/20 10
afio, p, = = 10
no, p, <O.3 QS)( 5 ) (8.5)’ el cual redondeamos a (8 > ya que no

podemos tener 84 pajaros adultos. En la Tabla 6.1 se presentan las razones
Din/Pan ¥ las razones T,/ T,_, del nimero total de hembras en afios sucesivos.

t Etn 1IaSTab-la 6.1 parece como s.i la razén p,,/p,, se aproximara a la cons-
ante 1.88 mientras que la poblacién total parece estar incrementdndose a una

razon constante de 6 por ciento anual. V i i
. Veamos si podemos determinar é
sucede esto. porane

lPrlmero, regr?se.mos al caso general (Ecuacion 4). Suponga que A4 tiene los
valores caracteristicos reales N, y \, diferentes con vectores caracteristicos

correspondientes v, y v,. Pu i i

1Y V5. Puesto que v, y v, son linealmente independi
. - - e -
demos escribir P nies po

Po=av; +ayv, (5
para algunos ntimeros reales a, y a,. Entonces (4) se convierte en
P, =A"(a,v;+a,v,) (6)

gero Avp = Ny, Yy AW = A(Av,) = ANV = MAv, = N\ v) = Ay,
€ esta manera podemos ver que A"vy = ATy, A"v,=\lv,, y, de (6) 1

Prn = aATV T azA0v, (7)
—-A k- _ a2
« B-A = —BA—ka = 0o

A =(B£vB*+4ak)/2. Por hipotesis, k>0, 0<a<ly 0< B<1. Por lo
tanto 4ak >0y B*+4ak >0, lo cual significa que los valores caractéristicos
son, en efecto, reales y distintos y que un valor caracteristico \, es positivo, el
otro \, es negativo y |A;|>[A,]. Podemos escribir (7) como 1 ,

— n A "
P. =A% [al"1 + (ﬁ) az"z] (8)

Puesto que |A,/A,]< 1, es evidente
1, que (A,/A;)" se hace muy pequefi
n crece. De esta manera, para n grande Y pedueno conforme

La ecuacion caracteristica de A4 es

P~ a:ATY, 9)

Esto significa que a la larga la distribucion de edad se estabiliza y €5 propo

cional a v,. Cada grupo de edad cambiara cada afio por un factor de A I;)el::str_
manera, a la larga, la Ecuacion (4) actia exactamente como la Ecuacilc';n 1) Z
corto plazo, es decir, antes de que se alcance la “‘estabilidad”’, los ntimeros ‘os-
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cilan. La magnitud de esta oscilacion depende de la magnitud de X,/ (lo cual
es negativo, explicando de esta manera la oscilacion).

Ejemplo 1 Para 4 = ( 0

2 e
03 0 5), tenemos 42— 0.54 — 0.6 =004 = (0.5 + {/0.25+2.4))2=

(continuacién) (0.5 * \/E.gg)/Z, por lo que A, = 1.06 y \, = —0.56. Esto explica el incremen-

to de 6 por ciento en la poblacion que notamos en la Giitima columna de la Ta-

bla 6.1. Para el valor caracteristico \, = 1.06, calculamos (A — 1.060)v, =

(—1.06 2 )(M): (G) 0 1.06x, = 2x,, por lo que v, = ( 1 )es un vec-
0.3 —0.56/\x,/ \0 0.53

- o 0.56 2 \(xy 0
tor caracteristico. Andlogamente (A + 0.56) v, = 03 1.06)\x = o)
. . 5

1
por lo que 0.56x, + 2x, = 0y v, = (~0 28) es un segundo vector caracte-

ristico. Note que en v;, tenemos 1/0.53 =~ 1.88. Esto explica la razén p; /P, »
en la quinta columna de la tabla.

Observacién. En los célculos anteriores la precision se perdié ya que redon-
deamos a dos decimales. Mayor exactitud se obtiene usando una calculado-
ra o una computadora. Por ejemplo, usando una calculadora de bolsillo
facilmente podemos calcular N, = 1.06394103, N, = —0.5639410298, v, =
(0.5319170515)’ V2 = (—0.281;705149>’ asi pues, 1a razon de py, & P €8
1/0.5319710515 ~ 1.879801537.

Es importante hacer notar cuanta informacion se obtiene de un simple calcu-
lo de valores caracteristicos. Es de gran interés conocer si una poblacién en
Gltima instancia crecera o decrecera. Aumentara si A, >1, y la condicion para
ello es (B + VB2 +dak)/2>10 VBZ+4ak>2—B 0 B>+ 4ak>(2—-B)Y =4~
4B +B2. Esto conduce a 4ak>4—43 o bien

1.__
. k 178 (10)
o
En el Ejemplo 1 teniamos §=0.5, a=0.3; de esta manera (10) se satisface si
k>0.5/0.3=1.67.

Indicamos dos limitaciones de este modelo antes de concluir con esta sec-
cion:

i. Las proporciones de nacimientos y muertes a menudo cambian de afio a
afio y son dependientes, en particular, del clima. Este modelo presupone
un medio ambiente constante.

ii. Los ecologos han descubierto que para muchas especies la proporcién de
nacimientos y muertes varia con el tamafio de la poblacion. En particular,
una poblacion no puede crecer cuando alcanza un determinado tamafio de-
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bido a la limitacion de alimentos y espacio. Es obvio que una poblacién no
puede crecer indefinidamente a una proporcion constante. De otra manera
esa poblacion podria inundar la tierra. i ‘

Problemas 6.2

En los Problemas del 1 al 3 encuentre el nimero de pdjaros jovenes y de hem-
bras adultas después de 1, 2, 5, 10, 19 y 20 afios. Después encuentre las razo-
nes, a la larga, dep;, a p,,y T, a T,_,. [Sugerencia: Use las Ecuaciones (7)
Y (9), una calculadora y redondee a tres decimales.]

0
1. poz<

12); k=3, a=04, =06

b

0
. p0=<15); k=1, a=03, §=0.4

0
3. po= (20>; k=4, =07, =0.8

4. Muestre que sia = 8y a >3, entonces la poblacién de pajaros a la larga crecer4,
si por lo menos nace una hembra en promedio por cada hembra adulta.

5. Muestre que a la larga p;,/p, , se aproxima al valor limite k/\.

6. Suponga que dividimos los pdjaros adultos en dos grupos de edades: aquéllos de
1 a5 afios de edad y aquéllos de mds de 5 afios de edad. Suponga que la proporcién
de supervivencia en el primer grupo es 3, mientras que en el segundo grupo es v (y
B8 > v). Suponga que los pdjaros del primer grupo estan divididos en grupos de
igual nimero por edades. (Esto es, si hay 100 pajaros en el grupo, entonces 20 tie-
nen un afio de edad, 20 tienen 2 afios de edad, y asi sucesivamente.) Formule una
matriz modelo de 3 X 3 para este caso.

6.3 Matrices equivalentes y diagonalizacion

En esta seccion vamos a describir una relacion 1til e interesante que es valida
entre dos matrices.

Definicion 1  Matrices equivalentes, Dos matrices A y B de n X n se llaman equivalentes (o

semejantes) si existe una matriz invertible C de n X n tal que

B=C"AC (1)

La funcién definida por (1) asocia a la matriz 4 la matriz By se llama transfor-
macion de equivalencia.

Nota. C"'(A;+A))C=C'A,C+C'A,C y C Y (aA)C=aC 'AC, por lo
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que la funcion definida por (1) es, de hecho, una transfoirrga:c,:i()n lineal. Esto
explica el uso de la palabra “transformacion’’ en la Deﬁmcxon. 1. .

El propésito de esta seccion es mostrar que (i) 1as matrices equivalentes tiene
varias propiedades importantes en comun y (ii) que la mayor parte de las ma-
trices son equivalentes a matrices diagonales.

j 2 1 _(4 _2)‘ ~( 2 Wl) Entonces CB =
Ejemplo 1 Sean A—(O ~1), B_(S ) Y C 1 1)

2 —1\/4 ~2> (3 ~—1) (2 })( 2 -1 __(3 —~1>
= AC= = . De

(—1 1)(5 3)7\t =17 0 -1)\-1 1) 1 -1
esta manera CB = AC. Puesto quedetC = 1#0,Ces invertible; yaque CB =

AC, tenemos C~'CB = C'ACo bien B = C ~LAC. Esto muestra que A y
B son equivalentes.

1 0 0O -6 -3 -25 2 4 3
Ejemplo 2 SeanD=|0 -1 0}, A=| 2 1 gly C={0 1 -1} Cesin-
0 0 2 2 2 7 35 7

vertible porque det C = 3 # 0. Entonces calculamos:
2 4 3\[-6 -3 -25 2 4 3
CA={0 1 -1 2 1 8i={0 -1 1
35 7 2 2 7 6 10 14
1 0 /2 4 3 2 4 3
pc={o -1 ojlo 1 -1}=j0 -1 1
o 0 2/\3 5 7 6 10 14

De esta manera CA =DCy A=C-'DC, por lo que A y D son equivalentes.

Nota. En los Ejemplos 1y 2 no fue necesario calcular C—'. Unicamente era
necesario conocer que C es no singular.

Teorema 1 Si A y B son matrices equivalentes de n X n, entonces A y B tienen la misma
ecuacién caracteristica y, por consiguiente tienen los mismos valores carac-

teristicos.

Demostracién  Puesto que A y B son equivalentes, B= C'ACy
det (B —AI)=det (CT'AC—AI) =det [CT*AC-C'(ADC]
— det [C(A —ADC]=det (C) det (A —AT) dét (O)
=det (C™Y) det (C) det (A — AI)=det (C'C)det(A—AD
=det I det (A — A =det(A—Al)
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Esto significa que 4 y B tienen la misma ecuacion caracteristica y, puesto que
los valores caracteristicos son raices de la ecuacion caracteristica, tamblen
tienen los mismos valores caracteristicos. B

Ejemplo 3

1 0 0
En el Ejemplo 2 es obvio que los valores caracteristicosde D =10 -1 0
. o 0 2
son I, —1 y 2. De esta manera estos son los valores caracteristicos de
-6 -3 =25
A = 2 1 81. Compruebe esto verificando que det (4 — 1)
2 2 7

det (A + I) = det(4 —21) =

Definicion 2

Teorema 2

En muchas aplicaciones es de considerable utilidad ‘‘diagonalizar’ una ma- /
triz A4, esto es, encontrar una matriz diagonal equivalente a A. i

Matriz diagonalizable, Una matriz A de n X n es diagonalizable si existe una ma-
triz. diagonal D tal que 4 es equivalente a D.

Observacion.  Si D es una matriz diagonal, entonces sus valores caracteristicos
son las componentes de su diagonal. Si A es equivalente a I tenemos los mis-
mos valores caracteristicos (Teorema 1). Si juntamos estos dos resultados, ob-
servamos que si 4 es diagonalizable, entonces A es equivalente a una matriz
diagonal y las componentes de la diagonal son los valores caracteristicos de 4.

El siguiente teorema nos dice cuando una matriz es diagonalizable.

Una matriz 4 de n X n es diagonalizable si y sélo si tiene 7 vectores caracteris-
ticos linealmente independientes. En este caso, la matriz diagonal D equivalen-
te a A estd dada por

Ar 000 0 \
0 A, 0 -+ 0
0 0 Ay ==+ 0

D= oo . @
0 0 0 A

donde A, N, ..., N, son los valores caracteristicos de 4. Si C es una matriz
cuyas columnas son vectores caracteristicos linealmente independientes de A,
entonces

i

|
{
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D=C"'AC 3

Supondremos primero que A tiene n vectores caracteristicos linealmente inde-

pendlentes vy, ¥y , v, correspondientes a los valores caracteristicos Nj, Ay,
b Vo o-

, A, (no necesarlamente diferentes).

Sean
C11 . Ci2 Cin
Coy Coo Con
V= : v2 = ) ) A\
Ch1 Cn2 Crn
y sea
Ci1 €1z " Cin
Cry €2 °°° Con
C=
Cn1 Cn2 v C"n

Entonces C es invertible puesto que sus columnas son linealmente indepen-
dientes. Ahora

a;; G2 "7 Qin Ci Ciz "7 Cin
Q1 G2 77 Ga2a €21 €22 "7 Con
AC=
T R Cn1 Cn2 77 Cnn
C1i

Coi | _ _ B
y vemos que la i-ésima columna de AC es AL T 1= Av, =\,v. Deestama

Chi

nera AC es la matriz cuya columna i-ésima esA;v; y

)\1C11 A»2C12 e A"Cln

}\1(;21 A2C22 AnCZn
AC=

AiCn1  A2Ca2 ArCrn
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Notacién

Corolario

Pero
€11 €2 " Cin Ay O 0
Ca1 Cap " Can 0 A, -+ O
CD = . . . _
Cnl an e cnn O 0 A /\n
ACir AyCi o Ay
MGt AgCay ot MG,
A1Cr11 )\2cn2 e Ancnn'
De esta manera AC=CD 4)

Yy, puesto que C es invertible, podemos multiplicar ambos lados de (4) por la iz-
quierda por C-! para obtener

D=C'AC (5)

Esto demuestra que si 4 tiene 7 vectores caracteristicos linealmente indepen-
dientes, entonces A es diagonalizable. Inversamente, suponga que 4 es diago-
nalizable. Esto es, suponga que (5) es valida para alguna matriz invertible C.

Sean vy, v,, ..., v, las columnas de C. Entonces AC = CD e invirtiendo los
argumentos anteriores, inmediatamente vemos que Av, = A\, parai = 1, 2,
..., n. De esta manera v,, v,, ..., v, son vectores caracteristicos de 4 y son

linealmente independientes ya que C es invertible.

Para indicar que D es una matriz diagonal con componentes diagonales Ao
Az ooy Ay, escribimos D = diag (M, Ay ..., N,

El Teorema 2 tiene un corolario titil que se obtiene inmediatamente del Teo-
rema 6.1.3.

Si la matriz A de n X n tiene n valores caracteristicos distintos, entonces A4 es
diagonalizable.

Observacion.  Si los coeficientes reales de un polinomio de grado 7, son toma-
dos al azar, entonces, con probabilidad 1, el polinomio tendra # raices diferen-
tes. Intuitivamente, no es dificil ver por qué sucede esto. Si n=2, por ejemplo,
entonces la ecuacion N2+ g\ + b =0 tiene raices iguales si y s6losi ¢2=45H —un
caso muy improbable si a y b se escogen al azar. Podemos escribir, por supues-
to, polinomios que tengan raices de multiplicidad algebraica mayor que 1,
pero estos polinomios son excepcionales. De modo que, sin tratar de ser mate-
maticamente preciso, es valido decir que la mayor parte de los polinomios
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tienen raices diferentes. Por lo tanto la mayor parte delas matnce's’menen valo-
res caracteristicos diferentes y, por lo visto al principio de la seccion, la mayor
parte de las matrices son diagonalizables.

4 2 “Bjem; eontrar dos vectores caracteris-
j = _En el Ejemplo 6.1.3 encontramos los dos
Ejemplo 4 Seca A (3 3) n el Ejemp 1
ticos linealmente independientes v, = <._, 3) yv, = ( 1). Entonces si hacemos
C = ( i i), encontramos que
1 Ml(l —1)(4 2)( 2 1)
crac=353 23 33 1
1/1 -1 ( 2 6)_1(5 0):<1 0)
23(3 2)—3 6) 50 30/ \o 6
que es la matriz cuyos componentes diagonales son los valores caracteristicos
de A.
1 -1 4
Ejemplo5 Sead=|{3 2 —1} En el Ejemplo 6.1.4 calculamos los tres vectores ca-
2 1 -1
~1 1
racteristicos linealmente independientes v, = , ¥y = —i y V3=
1 _
1 -1 11
2 |. Entonces C = 4 -1 2%y
1 1 -1 1
1 -2 /1 -1 4 /1 11
C'AC= 24 -2 -2 6)(\3 2 -1 4 -1 2
6~-3 0 -3/\2 1 -1 1 -1 1
1 -2 3\/-1 -2 3
= 2 -2 -2 6)( 4 2 6
6 -3 0 -3 1 2 3

6 0 0 1 00
= 0 12 0fi=10 -2 O
0 0 -18 o 0 3

con valores caracteristicos 1, —-2vy3.
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Observacién. Puesto que existe un ndmero infinito de formas de esco

Vf:ctor ca.racteristico, existe un namero infinito de formas de escogerLIa %ri;t;{ ;
diagonalizante C. La {inica recomendacion es escoger los vectores caractefistliZ
cos y la matriz C tal que simplifiquen los calculos aritméticos Esto signifi .
que se deberan incluir tantos ceros y unos como sea posible. o e

3 2 4\.
Ejemplo 6 Seca A = i (2) 2 ). Entonces del Ejemplo 6.1.9, tenemos los tres vectores ca-
3
. - . 2 1
racteristicos linealmente independientes v, = { 1 |, v, = [ -2 y V3=
) 3 —
2 0
0 2 1 0
=2 ). HaciendoC =1 -2 -2} obtenemos
1 2 0 1
B - -1 -2/3 2 4 1 0
CAC=—§- 2 442 0 2 -2 =2

72 "1 -2\ [16 -1
=515 2 4){ s 2

4 2 -5/\16 0 -1
-72. 0 0 /8 0 O
==5| 0 9 o)=fo -1 o0
009 \o o0 -1

2 2
5 1
4 2 -5/ 2 3/\2 0 1
2 0
2

.ste ejemplo 11‘ustra que A4 es diagonalizable aun cuando sus valores caracteris-
ticos no son diferentes.

Ejemplo 7 Sea A = ( 1) j 6 i
0 4) En el Ejemplo 6.1.8 vimos que A no tenia dos vectores carac-

teristicos linealmente independientes. Suponga que A4 fuera diagonalizable (en

contradiccion con el Teorema 2). Entonces D = (4
vertible C tal -1 ipli o

al que C~'AC=D. Multiplicando esta ecuacion por la izquierda
por Cy por la derecha por C—!, resulta entonces que A = CDC-! =

C(4 O)C‘lz c@dnc*=4crc -t 40
0 4 =4CIC™'=4CC :4I:<0 4>=D. Pero 4 #

) y habria una matriz in-

D, por lo que C no existe.

Teorema 3

Demostracion
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Hemos visto que muchas matrices son equivalentes a matrices diagonales.
Sin embargo, todavia tenemos dos preguntas:

i. ¢Es posible determinar si una matriz dada es diagonalizable sin calcular los
valores y vectores caracteristicos?
ii. ;Qué haremos si A no es diagonalizable?

Podemos encontrar una respuesta parcial a la primera pregunta en la si-
guiente seccién y una respuesta completa a la segunda en la Seccién 6.6. En
la Seccién 6.7 podemos ver una aplicacion importante del procedimiento de
diagonalizacion.

Al principio de este capitulo definimos los vectores propios y los valores pro-
pios de una transformacion lineal T: V = V, donde dim V = n. Dijimos en-
tonces que debido a que T puede ser representada por una matriz n X n,
limitarfamos nuestra discusién al caso de las matrices n X n.

Sin embargo, una transformacion lineal puede ser representada por muchas
matrices n X n, una para cada eleccion de base. ;Tienen todas estas matri-
ces representantes los mismos valores propios y vectores propios? La respuesta
es si, como se demuestra en el siguiente teorema.

Sea V un espacio finito-dimensional con bases B, = {¥viy Vas « > ¥} Y By =
{w,, Wy, ..., W,}.Sea T: V —> Vuna transformacion lineal. Si A ; es la repre-
sentacion matricial de 7 con respecto a la base B;, y Cr ¢s la representacion
matricial de T respecto de la base B,, entonces A7y C; son semejantes.

T es una transformacién lineal de ¥ en si mismo. Del Teorema 5.3.3

(Tx)p, = Ar(X)g, (6)
y
(Tx)p, = Cr(X)g, (N
Sea M la matriz de transicion de B, a B,. Entonces, por el Teorema 4.9.1,
(X)p, = M(X)g, 8)
para toda x en V. También
(Tx)g, = M(TX)3, ®)
Introduciendo (8) y (9) en (7),
M(TX)g, = CrM(X)g, (10)

La matriz M es invertible por el resultado del Teorema 4.9.2. Si multiplicamos
ambos lados de (10) por M~ (que es la matriz de transicién de B, a B,), en-
tonces

(Tx)p, = M~ C; M(X)g, (D
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Comparando (6) con (11) tenemos
ue
4 21. Suponga que C —'AC = D. Muestre que para todo entero n, A” = CD"C~'. Esto
da un modo facil de calcular potencias de una matriz diagonalizable.
3

22. S A:(
ea 2

i

AT(X)B,

Como (12) es vdlida para todo x € ¥, se concluye que

M_ICTM(X)Bl - (12) 4
’ 3) . Calcule A2. [Sugerencia: Halle una C tal que A = CDC 1]
-3/

% 23. Sea A una matriz de n X n cuya ecuacion caracteristica es (A — ¢)* = 0. Muestre
que A es diagonalizable si y sélosi A = cl.

24. Use el resultado del Problema 21y el Ejemplo 6 para calcular Al donde A =

3 2 4
(2 0 2) .
4 2 3

% 25. Sean A y B matrices reales-de n X n con valores caracteristicos distintos. Demues-

tre que AB = BA siy s6lo si 4 y B tienen los mismos vectores caracteristicos.

Ap=M"'C,M
Esto es, Ay y Cy son semejantes o equivalentes. &

Problemas 6.3

En los Problemas del 1 al 15 determine si la matriz dada A es diagonalizable.

Si lo es, encuentre una matriz C tal que C—'AC = D. 26. Si A es diagonalizable muestre que det A = A, A, s A donde A, Mgy« o5 Ny

son los valores caracteristicos de A.

-2 2 3 -1
t (—5 1) z (_2 4) 3. @ :;)
€ & e ® L4 @ & &
. 1 6.4 Matrices simétricas y diagonalizacion
-5 -1 0 -
4. 3 2 .
(1 _1> 5. (_5 1) 6. (—1 2 _1\) | Oftogona,
0 -1 1 En esta seccion veremos que las matrices simétricas* tienen una cantidad de
11 -2 21 0 30 0 propiedades importantes. En particular, mostraremos que cualquier matriz si-
7. (—1 2 1 8.{0 0 1 9. 10 . métrica tiene n vectores caracteristicos reales linealmente independientes y por
01 -1 0 0 0 ' 0! ' consiguiente, por el Teorema 6.3.2, es diagonalizable. Empezaremos por de-
0 02 mostrar que los valores caracteristicos de una matriz simeétrica real son reales.
1 3 -1 -1 7 -2 -4 4 6 6 .
0. {1 1 - - e s T
_— 1 11. (3 0 —2) 12. ( 1 3 2) . Teorema 1 Sea A una matriz simétrica real de nxn. Entonces los valores caracteristicos
6 -2 -3 -1 -5 =2 de A son reales.

-2 -2 0 0 4 1 Demostracion ©  Sea A un valor caracteristico de A con vector caracteristico v; estoes AV =Av.

-3 -7 =5 0 1 T )
13. 2 4 3 14 -5 1.0 0 2 30 1 if Ahora v es un vector en C”, y un producto interno en C” (vea Definicién 4.11.1
1 2 2 ) 0 0 2 -1 15. 2 1 2 -3 _ y Ejemplo 4.11.2) satisface
1 0 05 -2 2 -1 0 5 r (ax,y)=axy vy &ay=daxy) M
6. Muest si i . .
te a Cr-e que si A es equivalente a By B es equivalente a C, entonces A es equivalen- : Entonces (Av,v)=(Av,¥)=A(v,V) )

17. Si i ! , . s al f =
Si A es semejante a B, demuestre que A” es semejante a B” para todo nimero en- Més atn, por el Teorema 5.5.1y el hecho de que A 4

. = , - .
*18 Lo (Av,v)=(v, A'V)=(v, Av) = (v, AV) = AV, v) 3

Si A es equivalente a B, muestre que p(A)=p(B) y v(A)=v(B). [Sugerencia:
Primero qemuestre que si C es invertible, entonces »(CA)=v(A) r.nostrando uc'a
xe N, siysolosixe Nes. En seguida demuestre que p(AC)=p(A) mostrce;m—
do que R, = R,c. Concluya que p(AC) = p(CA) = p(A). Finalmente, haga
uso del hecho de que C—! es invertible para mostrar que p(C ~'AC) = p’(A)g]

19. SeaD = ((l) 0). Calcule D*°.

-1

20. Si A es equivalente a B muestre que det 4 = det B.

De esta manera, igualando (2) y (3) tenemos
AV, V) =A(V,V) 4

Pero (v, v) = |v|? # 0 puesto que v es un vector caracteristico. De esta ma-
nera podemos dividir ambos lados de (4) entre (v, v) para obtener

* Recuerde que A es simétrica si y sOlosi A = A.
1 Esta demostracién utiliza material de las Secciones 4.11 y 5.5 y podria ser omitida si esas seccio-
nes no se han visto.
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Teorema 2

Demostracién

Teorema 3

Definicion 1

A=A ; Q)

Si N=a+ ib, entonces A=a—ib y, de (5), tenemos
a+ib=a-ib (6)

lo cual puede ser valido inicamente si b = 0. Esto muestra que A =a; por o tan-
to N es real y el teorema est4 demostrado.

Vimos en el Teorema 6.1.3 que vectores caracteristicos correspondientes a
valores caracteristicos diferentes son linealmente independientes. Para matri-
ces simétricas el resultado es mas categdrico: los vectores caracteristicos de una
matriz simétrica correspondientes a valores caracteristicos diferentes son orto-
gonales.

Sea 4 una matriz simétrica real de nx n. Si \, y A, son valores caracteristicos
distintos con correspondientes vectores caracteristicos reales v, y v,, entonces
v, ¥ v, son ortogonales.

Calculamos
AV, ¥y = AV o vy = A (V)0 V) )

AV, V=V AV, =V AV, =V (Aov2) = Ay(vy V) (8

Combinando (7) y (8) tenemos A\ (¥, * V) = Ay (¥, © V,) ¥ puesto que A, # Ay,
concluimos que v, * v, = 0. Esto es lo que queriamos demostrar. &

Ahora formularemos el resultado principal de esta seccion. Su demostracion
es dificil (y optativa) y aparece al final de esta seccion.

Sea A una matriz simétrica real de n X n. Resulta entonces que A tiene n vec-
tores caracteristicos reales ortonormales.

Observacion. Se concluye de este teorema que la multiplicidad geométrica de
cada valor caracteristico de 4 es igual a su multiplicidad algebraica.

El Teorema 3 nos dice que si A4 es simétrica entonces R" tiene una base
B={u,u,,...,u,} que consiste de vectores caracteristicos ortonormales de
A. Sea O la matriz cuyas columnas son uy, W, ..., U,. Entonces por el Teo-
rema 4.10.3, Q es una matriz ortogonal. Esto nos conduce hacia la siguiente
definicion.

Matriz ortogonalmente diagonalizable. Una matriz 4 de n X n se dice que es dia-
gonalizable ortogonalmente si existe una matriz ortogonal Q tal que

Q'AQ=D &)

Teorema 4

Demostracion
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donde D = diag (N, Aoy -« 5 N Y R Ao oo X\, son los valores caracteristi-
cos de A.

Nota. Recuerde que Q es ortogonal si @' = @ ~'; por lo tanto (9) podria ser
escrita como Q~lAQ=D.

Sea A una matriz real de nx n. Entonces A es diagonalizable ortogonalmente
si y solo si A es simétrica.

Sea A simétrica. Bntonces, por los Teoremas 2y 3, A es diagonalizable ortogo-
nalmente con Q (la matriz cuyas columnas son los vectores caracteristicos or-
tonormales dados en el Teorema 3). Inversamente, suponga que A es diagona-
lizable ortogonalmente. Entonces existe una matriz ortogonal Q tal que
0'AQ = D. Multiplicando esta ecuacion por la izquierda por Q, por la dere-
cha por Q' y utilizando el hecho de que Q'Q = QQ' = I, obtenemos

A =Q0DQ' (10)

Entonces A‘=(QDQ") =(Q")'D'Q' = QDQ" = A. De esta manera A es si-
mnétrica y el teorema esta demostrado. En la altima serie de ecuaciones usamos
los hechos de que (4B) = B‘A‘ (parte ii del Teorema 1.9.1) y (A% = A (par-
te i del Teorema 1.9.1) y D' = D para cualquier matriz diagonal D. H

Antes de dar ejemplos, enunciaremos los tres pasos que sirven para en-
contrar la matriz ortogonal Q que diagonaliza a la matriz simétrica A:

. . -
Procedimiento para encontrar una matriz diagonalizante Q:

i. Encuentre una base para cada espacio caracteristico de A.
ii. Encuentre una base ortonormal para cada espacio caracteristico de A4,
usando el procedimiento Gram-Schmidt.
jii. Establezca a Q como la matriz cuyas columnas son los vectores carac-
teristicos ortonormales obtenidos en el paso (ii).

Ejemplo 1

1
2
1—x =2 {_
2 3l
(4:&2\/—5_)/2:2i\/§. En el caso de A, = 2 — V5, resulta asi que (A —Alv=

(—1 5 -2 )(xl) = (O> Un vector caracteristico es v, = ( 2 ) lvy| =
= . = s V1| =
-2 1+v5/\x,/ \0 1445

\[22+(—1+J§)2:\/10—2J§_ De esta manera w, = 1/(+ 10—~2_~/—§) (A] iﬁ)

Sead = (_ 3). Entonces la ecuacién caracteristica de 4 es det (A — \I) =

A2—4A —1=0, ecuacién que tiene las raices A = (4+ V20)/2 =
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Para\, = 2 + V5, calculamos (A —Alv= (_1#‘/5 -2 )(’ﬁ)z (0\ y
2 1-v5\x/ N0/

(1 -5

v, = Voo ) Note que v, - v, = 0 (lo cual debe ser cierto de conformi-
dad con el Teorema 2). Se tiene asi que |v,]=+V 10-2v5 , por lo que u, =
1N10 —2f5)(1 *_’2‘/5) Finalmente,

0 A R C 2 1445
Vio-2vs\-1+v5 2 ) VIo—2v5\1-v5 2

y

1 2 —1+V5\[ 1 -2 2 1-+5
OAQ_10~2«@(1—«E 2 )(—2 3)(—1+«/§ 2)
_ 1 2 —1+V5\[ 4-2v5 -3-+5
10-2v/5\1-+5 2 ~7+3v5 4+25

_ 1 30-14V5 0 [2-v5 0
10-2v5\ 0 1046v5] \ 0 2445

5 4 2 :
Ejemplo 2 Sea A = (4 5 2). Entonces A resulta ser simétrica y det(4 — NI) =
. 2 2 2

5-x 4 2
4 5-x 2 ) =—(A—1)%(A —10). Para A=1 calculamos los vectores
2 2 2-A

-1 -1
caracteristicos linealmente independientes v1=( 1) y v2=( O). Para

0 2
2
A= 10, encontramos que Vs={ 2 | . Para encontrar Q aplicamos el proceso
1
de Gram-Schmidt a {v,, v,}, que es una base de E,. Puesto que |v,|=+?2, ha-
~142
cemos Wy = 1/«/5 . Después
0
A e AR N VAR 17
Vi=v,— (v, u)m=| O 5 N2 )= o) - 1/2):(—1/2)
o) 0 2 0 2
, [ ~1/3v2
Entonces |v| = v18/4=3v2/2 y u=o ~1/2 {={ —1/3v2 |. Comproba-
- 2 4/332
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2/3
mos esto notando que u,-u, = 0. Finalmente, tenemos =v,/lvs| =3v3= (2/3).

1/3
Esto lo podemos comprobar también notando que u, - u; = Oyu, u =0.
Por lo tanto

“12 =132 23
o=\ 12 -13V2 213
0 4132 173

y
-12 1N2 o \/5 4 2\ [~1V2 -13v2 2/3
QA0 =\ -1/3v2 -1/3v2 43214 5 2 IN2 —-13v2 23
2/3 2/3 3 J\2 2 2 0 43v2 173

-13vz —13v2 4z || vz —13v2 2003
2/3 2/3 1/3 0 4/3v2 103/

o

N2 12 0 (—1/«/5 —1/3v2  20/3

1
=10
0

O = O
—t
o O O

Demostracion del
Teorema 3*

En esta seccion hemos demostrado resultados para matrices stegétric reales. Si /

A =(a;) es una matriz compleja, entonces la transpuesta conjugadd de A, ‘93;/’
notada por A* esta definida por: el elemento ij-ésimo de A *=a,. Lamatiiz A

es llamada hermitiana si A* = A. Resulta que los Teoremas 1, 2 y 3 también

son ciertos para matrices hermitianas. Mas aan, si definimos una matriz unita-

ria como una matriz compleja U con U* = U~!, entonces, usando la demostra-
cion del Teorema 4, podemos mostrar que una matriz hermitiana es diagonali-
zable unitariamente. Dejamos todos estos resultados como ejercicios (vea
Problemas 15 a 17).

Concluimos esta seccion con una demostracion del Teorema 3.

Vamos a demostrar que a cada valor caracteristico X de multiplicidad al-
gebraica k, le corresponden k vectores caracteristicos ortonormales. Este paso,
combinado con el Teorema 2 sera suficiente. Sea u, un vector caracteristico de
A correspondiente a \,. Podemos suponer que lu,]=1. También podemos su-
poner que u, es real ya que A es real y w, € Na_,p, €l niicleo de la matriz real
A —AJ. Este nacleo es un subespacio de R", por ¢l Ejemplo 4.6.10. En se-
guida notamos que {u,} puede expandirse a una base {u,, V5, ¥3,..., V,} para
R" y, por el proceso de Gram-Schmidt, podemos transformar esta base en la
base ortonormal {u;, u,, ..., u,}. Sea Q la matriz ortogonal cuyas columnas

* S e] tiempo lo permite.
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son u;, W, ..., W, Por conveniencia de notacidén se establece que Q =
(u;, uy, ..., u,). Ahora Q es invertible y Q' = Q —!, por lo que 4 es equiva-
lente a Q’z.‘lQ y, por e} Teorema 6.3.1, Q‘AQ y A tienen el mismo polinomio
caracteristico: |Q'AQ — NI| = |A — \I|. Por consiguiente,
u;
uy
Q'S
por lo que u,
U, u;
L u,
Q'AQ= Awmu, - u)={ ' }HAwAu, - Au,)
u, u,
uy A uwiAw, -+ ujAu,
u 0 wAu, -+ wAu,

= (Amy, Au, * - - Aum,)

u, 0 w,Au, - - wu,Au,

Los ceros apare fa, = “w, = 0siyj i

Aoy p_ ce:; porgue wu; = w = Osij# 1 Ah'ora bien [Q'AQ) =
= Q'AQ. En consecuencia, Q‘AQ es simétrica, lo cual significa

que en e} primer renglon de Q‘AQ deben existir ceros, para igualar los ceros

en la primera columna.

De esta manera,

Ay 0 0 e 0
0 g qoz - qon
Q'AQ - 0 32 Q33 ' (s,
0 Qn2 qn3 e qm
Ay—A 0 0 e 0
O q22_)\ q23 e qon
R
0 An2 4n3 qnn —-A
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Gz— A Qa3 dzn
d3z qzz—A Asn
=(/\1_)\) =(A—Ay) \Mu(/\)!
qn2 qn3 e qnn - /\

donde M,,(\) es el menor L, 1 de Q‘AQ — N\I. Si k = 1, no hay nada gue de-
mostrar. Si k > 1, entonces |4 — \I| tiene el factor (A — \;)?y, por lo tanto,
|Q'AQ — NI| también contiene el factor (A — A,)>. Consecuentemente,
[M,,(\)]| contiene el factor X — \,, lo cual significa que M (N)] = 0. Esto
quiere decir que las ultimas n — 1 columnas de Q'AQ - MJ son lineal-
mente dependientes. Puesto que la primera columna de Q‘AQ — A, [ es el vector
cero, esto significa que Q ‘AQ — \,J contiene a lo sumo n — 2 columnas lineal-
mente independientes. En otras palabras, p (Q'AQ —\,JJ) = n— 2. Pero
Q'AQ — NIy A — )\ son equivalentes; de aqui que por el Problema 6.3.18,
oA —NI) = n—2. Porello, ¥4 — N\, J) = 2, lo cual quiere decir que Ey =
nticleo de (A4 — \,J) contiene al menos dos vectores caracteristicos linealmente
independientes. Si k& = 2 el resultado es claro. Si k > 2, entonces tomamos dos
vectores ortonormales u,, u, en E, y los expandimos a una nueva base orto-

normal {u,, u,, ..., u,} paraR" y definimos P = (u;, u,, ..., u,). Entonces,
exactamente como antes mostramos que
Ai—A 0 0 0 s 0
0 Ai—A 0 0 ce 0
0 0 Baz—A Bas Ban
P'AP—-A = 0 0 Bss  Bas—A - Bun
0. O Bn3 Bn4 e Bnn _/\

Debido a que £ > 2, mostramos, como antes, que ¢l determinante de la matriz
entre corchetes es cero cuando A = \, lo cual muestra que p(P'AP — \I) =
n — 3, por lo que v(P'AP—\,I)=v(A—A) = 3. Entonces dim £y = 3y
asi sucesivamente. Podemos, claramente, continuar este proceso para mostrar
que dim E, = k. Para terminar, en cada E, podemos encontrar una base or-
tonormal. BEsto completa la demostracién. &

Problemas 6.4

En los Problemas del 1 al 8 encuentre una matriz ortogonal que diagonalice
la matriz simétrica dada.

L Y + (5T
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1 -1 -1 -1 2 2 1 -1 0

4.0-1 1 -1 5.0 2 -1 2) 6.1-1 2 -1

-1 -1 1 2 21 0 -1 1
3 0 o 1 -1 00
.02 2 0 s. 7L 000
> 0 4 0 00 0
0 0 0 2

9. Sea Q una matriz ortogonal simétrica. Muestre que si A\ es un valor caracteristico
de Q, entonces A = =+1.

10. A es equivalente ortogonalmente a B si existe una matriz ortogonal Qtalque B =
Q'AQ. Suponga que A4 es equivalente ortogonalmente a B ¥y que B es equivalente
ortogonalmente a C. Muestre que A es equivalente ortogonalmente a C.

b .
11. Muestre que Q = (a d) es ortogonal entonces b = +c. [Sugerencia: Escriba las
c

ecuaciones que resulten de la ecuacién Q0 = 1]

12. Suponga que A es una matriz simétrica real con cada uno de sus valores caracteris-
ticos igual a cero. Muestre que A4 es la matriz cero.

13. Muestre que si una matriz real 4 de 2 X 2 tiene vectores caracteristicos que son
ortogonales, entonces 4 es simétrica.

14. Sea A una matriz antisimétrica (4’ = —A4 ). Demuestre que cada valor caracteris-
tico de A es de la forma ia, donde « es un ntmero real. Esto es, demuestre que
cada valor caracteristico de 4 es un nimero imaginario puro.

* 15. Muestre que los valores caracteristicos de una matriz hermitiana compleja de n x

n son reales. [Sugerencia: Use el hecho de que en C”, (Ax, ¥) = (x, A*y).]

% 16. Si A es una matriz hermitiana de n X n, muestre que los vectores caracteristicos

correspondientes a valores caracteristicos diferentes son ortogonales.

* % 17. Repitiendo la demostracion del Teorema 3, excepto que ¥/ sustituye v/ donde sea

adecuado, muestre que cualquier matriz hermitiana de # X 7 tiene n vectores ca-
racteristicos ortonormales.

18. Encuentre una matriz unitaria U tal que U*AU sea diagonal, donde A4 =
1 1-i
(1+i 0 )
2 3-3i
19. Haga lo mismo para A = ( )
¢ pa 3+3i 5
20. Demuestre que el determinante de una matriz hermitiana es real.

6.5

Formas cuadraticas y secciones cOnicas

En esta seccion usaremos el material de la Seccidn 6.4 para encontrar informa-
cion acerca de las graficas de ecuaciones cuadraticas. Las ecuaciones cuadrati-
cas y las formas cuadraticas, que se definen mas adelante, surgen de diversas
maneras. Por ejemplo, podemos usar formas cuadraticas para obtener infor-
macion acerca de las secciones conicas en R? (circunferencias, pardbolas, elip-
ses, hipérbolas) y extender esta teoria para describir ciertas superficies llama-
das superficies cuddricas en R®. Estos temas serdn discutidos mas adelante en
esta seccidn. Aunque no lo discutiremos en este texto, las formas cuadréticas

Definicion 1
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surgen en un gran numero de aplicaciones que van desde una descripcion de
funciones de costos en economia hasta el analisis del control de un cohete que

viaja en el espacio.

Ecuacion cuadrética y forma cuadrética.

i. Una ecuacion cuadrdtica en dos variables con términos no lineales es una
ecuacion de la forma

ax*+bxy+cy*=d 1

donde |a|+|b|+|c|##0.

ii. Una forma cuadrdtica en dos variables es una expresion de la forma

F(x, y)=ax*+bxy +cy? @)

donde |a|+|b|+|c|#0.

Obviamente las ecuaciones cuadraticas y formas cuadraticas estan_mtlma—
mente relacionadas. Empezaremos nuestro analisis de formas cuadraticas con |

un ejemplo sencillo.

x
Considere la forma cuadratica F(x,y)=x>—4xy+3y> Sea v=(y) y
A= (_; —i) Entonces
, 36 6)-a)-0)
Av-v=<_2 3) y y —2x+3y y
=(x2=2xy)+(-2xy +3y?) =x>—4xy+3y>’=F(x, y)

De esta manera hemos ‘‘representado’ la forma cuadratica F(x,y) por la
matriz simétrica 4 en el sentido de que

F(x,y)=Av:V , (3)

Reciprocamente, si 4 es una matriz simétrica, entonces la Ecuacion (3) define
una forma cuadratica F(x, y)=Av-v.

La funcion F(x, y) puede ser representada por muchas matrices pero solo por

1 a
N = ‘ = —4. En-
una matriz simétrica. Para ver esto, sea A (b 3>, donde a+ b

1 3 . _
tonces Av-v=F(x,y). Si A:(g7 3), por ejemplo, entonces Av=
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x+3y) »

Ay v = x2 — — :
(—7x+3y y 4xy + 3y?. Sin embargo, si insistimos en que
A sea simétrica, entonces debemos tener @ + b = —4 y ¢ = b. Este par de
ecuaciones tienen la solucién unica ¢ = b = —2.

Si F(x, y) = ax*+ bxy +cy? es una forma cuadratica, sea

A=l °) @

Entonces
avn=[(4 )] 0)= (@02 ()
= ax?+bxy +cy*=F(x, y)

Ahora regresemos a la Ecuacion cuadratica (1). Usando (3), podemos escri-
bir (1) como

Av.v=d (5)

donde A es simétrica. Por el Teorema 6.4.4, existe una matriz ortogonal Q tal
que Q‘AQ = D, donde D = diag(X\;, N\;) Y A\, ¥ A, son los valores caracte-
risticos de A. Entonces A = QDQ' (recuerde que @ = Q ~') y (5) puede ser
escrito

(QDQ'v)-v=d (6)
Pero, por el Teorema 5.5.1, Av -y = v + A'y. De ez « manera
Q(DQ'v)-v=DQ'v:Q'v (7)
por lo que (6) se puede escribir
[DQ'v]-Q'v=d (8)

Sea v/ = Q'v. Entonces v’ es un vector de dimension 2 y (8) se convierte en

Dv v =d 9

4

. s X .
Veamos (9) mas de cerca. Podemos escribir v’=< ,). Ya que una matriz
y

diagonal es simétrica, (9) define una forma cuadratica F’ (x’,y’) en las va-

. . a' 0 ! ! 1t
riables x" y y’. Si D=( ,\), entonces Dv' = (a 0’>(x,)=<a,x!) y
0 ¢ 0 c'/\y c'y
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a'x"\ (x
F'(x',y)=DvV ""=( ' )( ,)=a'x?+c'y"?
cy y
Esto es: F' (x', y') es una forma cuadrdtica sin el término x'y’. Por lo tanto
la Ecuacién (9) es una ecuacién cuadratica en las nuevas variables x'y’ donde
el término x'y’ ha desaparecido.

Ejemplo 1 Considere la ecuacion cuadratica x?>—4xy +3y?=6. Entonces, como hemos
1 -2
visto, 1a ecuacion puede escribirse en la forma Ax-x = 6,donde A= (_2 1).
Anteriormente, en el Ejemplo 6.4.1, vimos que A puede ser diagonalizada a
2 -5 0
D = 0 24 \ﬁ usando la matriz ortogonal
P S ( 2 1 —J‘S‘)
J10-25 \-1+45 2
' 1 2 —1+v5
Entonces X = (x ) =0Q'x=—r=——= ( )(x)
y' J10-25 M -+/5 2 y
1 (Zx +(-1 +«/§)y)
J10-2/5 \ (1=V5)x +2y
y en las nuevas variables la ecuacion puede escribirse como
Q=V3)x2+(2+5)y =6
Examinemos la matriz Q. Ya que Q es real y ortogonal, 1 = detQQ ' =
detQQ' = detQ det Q' = detQ detQ = (det ©)2. De esta manera detQ =
+1. Si det Q = —1, podemos intercambiar los renglones de Q para hacer el
determinante de esta nueva Q igual a 1. Entonces puede mostrarse {(Problema
36) que Q= (COS 0 —sen()) para algiin nmero 6 con 0=<0<2w. Pero, del
sen g cos 8
Ejemplo 5.1.8, esto significa que Q es una matriz de rotacién. Por consiguien-
te, hemos probado el siguiente teorema.
Teorema 1 Teorema de los ejes principales en R*. Sea ax?> + bxy + ey =d (10)

una ecuacion cuadratica en las variables x y y. Entonces existe un dnico nime-
ro 6 en [0, 27) tal que la Ecuacién (10) puede escribirse en la forma

a'x*+c'y?=d (1

donde x’, y" son los ejes obtenidos al rotar los ejes x y y un angulo ¢ en el sen-
tido contrario a las manecillas del reloj. Mds atn, los nimeros a’ y ¢’ son los
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a

b/2
ejes principales de la grafica de la Ecuacién cuadratica (10).

. . b .
valores caracteristicos de la matriz A = ( /2) . Los ejes x" y ¥’ se llaman
c ‘

Podemos usar el Teorema 1 para identificar tres secciones conicas importan-

tes. Recuerde que las ecuaciones estdndares de la circunferencia, la elipse y la
hipérbola son:

Circunferencia: x2+yi=r? (12)
. x2 2
Elipse: ?+%: 1 (13)
x2 y2
;‘2—35_—‘ 1 (14)
Hipérbola: o,
y: X
:13“55= 1 (15)
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De esta manera § esta en el primer cuadrante y, usando una tabla (o una calcu-
ladora de bolsillo), encontramos que § = 0.5536 rad =~ 31.7°. Por lo tanto,
(16) es la ecuacién de una hipérbola estandar rotada un dngulo de 31.7° (vea
Figura 6.1). :

Ejemplo 2

Solucion

Figura 6.1

Identifique la seccion conica cuya ecuacion es
x2—4xy+3y°=6 (16)

En el Ejemplo 1 encontramos que esto puede escribirse como (2~-V35)x"?+
(2++5)y"2=6 o bien

12 2

y X
- =1
6/(2+5) 6/(v5-2)

Esta es la Ecuacion (15) con a = vV6/(2++/3)~1.19 y b =/6/(¥5—2)~5.04.
Ya que

0= 1 ( 2 1~J§)
B e Irs
V10-2v3 \-1++5 2

y d?t Q =1,tenemos, usando el Problema 36 y el hecho de que 2y —1 ++/5 son
positivos,

2
€08 0 = —————x=~0.85065
y V10—2V5

P —dxy + 32 =6

Ejemplo 3

Solucion

Figura 6.2

Identifique la seccidbn coOnica cuya ecuacion €s
5x2—2xy+5y*=4 (17)

5 ~1

Aqui A=<_1 5

), los valores caracteristicos de 4 son \; =4 y \,=6, y dos
t teristi tc 1 (1/ \/E)
vectores caracteristicos ortonormales son v, = /¥

T2

ces Q= (i;g _Zg) Antes de continuar notemos que det Q= —1. Para

12

= (~ 1 \/—2~>. Enton-

que Q sea una matriz de rotacion, necesitamos que det Q=1. Esto se consigue
facilmente permutando los vectores caracteristicos. Por consiguiente asignamos
1 Né) (1 /ﬁ) ( V2 1/«5)
- = = = = ; ahora
M=6h=d v, (—1/\/5 = \yvz) Y 27 Lz vz

bien det Q = 1. Entonces D = (g 2) y (17) se puede escribir como Dv - v =

4 o bien
6x2+4y”7=4 (18)
donde (xr>:Qt(x>= (1/6 —1/«/5)(x)= (1/J§x—1/ﬁy)

y' vy, \1N2 12)\y 1UN2x+1/32y
Simplificando (18), obtenemos x'*/(8)+y?/1=1,lo cual es la Ecuacion (13)
con a=~/§ y b=1. Mas atn, ya que 1N2>0 y —1/4/2<0, tenemos, del
Problema 36, 9 =2 —cos"(l/\/i) =2 —x/4=Tm/4=7315°% De esta manera

(17) es la ecuacion de una elipse estdndar rotada un angulo de 315° (o 45°
en la direccion de las manecillas del reloj). (Vea Figura 6.2.)

5x2 = 2y + 5y? = 4

Ejemplo 4

Identifique la seccion conica cuya ecuacion es

—5x%+2xy—5y>=4 (19)
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solucién  Recurriendo al Ejemplo 3, la Bcuacion (19) puede volver a escribirse como- . -
S . Ejemplo 5 Considere la ecuacion cuadratica
Chv'? Ay = )
6x"—dy"=4 (20) . 5x%+8xy +5y2+4xz +4yz +22° =100 (23)
Puesto que para cualquier nimero real x” y y” se tiene que —6x'2—4y’2 =0, 5 4 2 x
vemos que no hay nimeros reales x y y que satisfagan (19). La seccién conica sia=la 5 2 B .
definida por (19) se llama una seccidn conica degradada (o degenerada). SiA= 5 3 3 y v=|y |, entonces (23) puede escribirse en la forma
z
Av-v=100 (24)
Existe una manera sencilla de identificar la seccion comica definida por 1 0 0
ax?+bxy +cy>=d @1 Del Ejemplo 6.4.2, 0'A0 =D ={0 1 0),donde Q=
2 | ‘ 0 0 10
Si A= (b72 ), entonces la ecuacion caracteristica de A es ', -1N2 _ ~1/3v2 213
c | ) N2 —1/3v2 273
A2=(a+c)A+(ac—b*4)=0=(A—A)A —A) 0 4/3v2 1/3
Esto significa que )\1)‘\2': ac —b?/4. Pero la Ecuacion (21) puede, como hemos X 13 W2 0 .
visto, volverse a escribir como : , ,
Sea v={y|=0v=|-13v2 -1/3v2 4/3V2}{y
AxZ+ay?=d (22) . z’ 2/3 2/3 13 ] \z
Si A, y \, tienen el mismo signo, entonces (21) define una elipse (o una circun- =y V2)x+(1/ ‘/i))’
ferencia) o una cénica degenerada como en los Ejemplos 3 y 4. Si A, ¥\, tie- . =| —(1/3v2)x — (1/3v2)y +(4/3V2)z
nen signos opuestos, entonces (21) es la ecuacion de una tg\ipérbola (Ejemplo (2/3)x+(2/3)y +(1/3)z
2). Por lo tanto podemos demostrar €l siguiente teorema.
Entonces, como antes A = QDQ'y Av - v = QDO - v = DQ% - Qv =
a b2 Dv’ - v'. De esta manera (24) puede escribirse con las nuevas variables x', y,
Teorema 2 SiAd = (b/Z ), entonces la Ecuacion cuadratica (21) con d # 0 es la ecua- z' como Dv’ - v’ = 100 o bien
c — ‘
cién de: x?+y?+10z7 =100 - 25)
i. Una hipérbola si det 4 < 0. En R3, la superficie definida por (25) se llama elipsoide (Figura 6.3).
ii. Una elipse, circunferencia o seccién cénica degradada sidet4 > 0. 2
iii. Un par de rectas o una seccién cénica degradada sidetd = 0.
iv. Sid = 0, entonces (21) es la ecuacion de dos rectas si det 4 # 0, y si ‘
detA = 0. ‘ '
Figura 6.3
pemostracién ~ Ya hemos demostrado que (i) y (i) son ciertas. Para probar la parte (iii), su-

ponga que det A = 0. Entonces por el Teorema Resumen (Teorema 6.1.6), \ =
0 es un valor caracteristico de A v la Ecuacion (22) se convierte en A,;x2 = d o
Ay =d. Si A\;x?=d y d/A, >0, entonces xi = +VdJ/A, es la ecuacion de dos
rectas en el plano xy. Si d/A; <0, entonces tenemos x’2<0 (lo cual es impo-

x4+ y? + 1027 =100

sible) y obtenemos una conica degenerada. Los mismos resultados son validos
si A,y">=d. La parte (iv) se deja como ejercicio (Problema 37). @

Nota. En el Ejemplo 2 teniamos det 4 = ac — b*4 = —1. En los Ejemplos 3
y 4 teniamos det A = 24.

Los métodos descritos anteriormente se pueden usar para analizar ecuacio-
nes cuadraticas con mas de dos variables. A continuacién damos un ejemplo.

Existe una amplia variedad de superficies de tres dimensiones con la forma
Av-v=d, donde veR?. Estas superficies se llaman superficies cuadricas.

Cerraremos esta seccion haciendo notar que las formas cuadraticas pueden
estar definidas en cualquier niamero de variables.
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X4
Definicion 2 Forma cuadrdtica. Sea v= , ¥ sea A una matriz simétrica de n X n. En-
x"
tonces una forma cuadrdtica en x,, X,, ..., X, s una expresion de la forma
F(x, X003 X)) =AV-V (26)
Ejemplo 6 Sea 2 1 2 =2
1 -4 6
A =
6 7 -1
-2 5 -1
B 2 1 2 "'2 x] xl
1 -4 6 5ifx X
Entonces Av-v= 2
2 6 7 —=1]%x, X3 |
L V-2 5 -1 3/ \x, X4
2%+ x,+2x3—2x4 X4
_ X —4x,+6x5+5x, Xy
2%, +6x,+Tx3— X4 X3
—2x,+5%,— x3+3x, X4
=2x24+2x,x, —4x5 +4x x5+ 12X,%;5
+7x3—4x,%4+ 10,0, — 2X3X4 +3X3
(después de simplificar)
Ejemplo 7 Encuentre la matriz simétrica 4 correspondiente a la forma cuadratica
Sxf"—3x1x2+4x§+8x1x3—9x2x3+2x§—x1x4+7x2x4+6x3x4+9x§’;
Solucion  Si A =(a;), entonces observando los ejemplos anteriores de esta seccion, ve-

mos que a; es el coeficiente del término x? y a; + a;; es el coeficiente del tér-

mino x;X,. Puesto que A es simétrica, a; = a;; por lotanto a; = a; = 1.

(coeficiente del término x,x). Escribiendo todo esto junto, obtenemos
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Problemas 6.5

En los Problemas del 1 al 13 escriba la ecuacion cuadrdtica en la forma
Av - v = d (donde A es una matriz simétrica) y elimine el término xy girando
los ejes un dngulo 6. Escriba la ecuacion en términos de las nuevas variables

e identifique la seccion conica obtenida.

1. 3x*-2xy—-5=0 2. 4x>+4xy+y>=9 3. 4x*+4xy—-y*=9

4., xy=1 5. xy=a; a>0 6. 4x*+2xy+3y*+2=0
7. xy=a; a<0 8. x*+4xy+4y*—6=0 9. —x*+2xy—y*=0
10. 2x*+xy+y>=4 11, 3x%=6xy+5y>=36  12. x*=3xy+4y’=1

13. 6x*+5xy—6y*+7=0

14. ;Cuales son las posibles formas de la grafica de ax®+bxy +cy* =07

En los Problemas del 15 al 18 escriba la forma cuadrdtica en las nuevas varia-
bles x', y' v z’ de modo que no aparezcan términos cruzados (xXy, Xz, ¥z)-.

15.

17.

16. —x>+4xy —y*+4xz +4yz+2°
18. x*—2xy +2y*—2yz +2°

x?=2xy+y>—2xz—2yz+2°
3x%+dxy +2y>+4xz +42°

En los Problemas del 19 al 21 encuentre una matriz simétrica A tal que la for-
ma cuadrdtica pueda ser escrita en la forma Ax - X.

19.
20.

21.

22.

23.

24.

* 25,

26.

27.

X2+ 2%, %+ X2+ 4%, %5 F 63535+ 3%+ TXy X, — 2XoXa + X5

X2 = X2+ X1 X3~ Xo X4+ X5

32— Tx1 %, — 2X2 4 X1Xa— XX+ B3X% = 2, X4+ X4 — X3, — 6X5 + 3%, %5 — 5X3%5+
X4Xs— X2

Suponga que para algin valor de d distinto de cero, la gréfica de ax? + bxy +
¢y? = d es una hipérbola. Muestre que la grafica es una hipérbola para cualquier
otro valor de d distinto de cero.

Muestre que si @ # c, el término xy en la ecuacién cuadratica (1) sera eliminado
por una rotacién de un éngulo 6, en donde 6 esta dado por cot 20 = (a — c)/b.

Muestre que si @ = c en el Problema 23, entonces el término xy serd eliminado por
una rotacién de un dngulo de w/4 o bien —x/4.

Suponga que una rotacién convierte ax? + bxy + cy?en a (x' ) + b (x'y) +
¢ (y')%. Muestre que:

Se dice que una forma cuadratica F (x) = F(x;, X, ..., X,) €s definida positiva
si F(x) = Oparatodox e R"y F(x) = Osiysélosix = 0. Muestre que F es
definida positiva si y solo si la matriz simétrica A asociada con F tiene valores ca-
racteristicos positivos.

Se dice que una forma cuadratica F (x} es semidefinida positiva si F(x) = 0O para
todo x € R". Muestre que F es semidefinida positiva si y solo si los valores carac-
teristicos de la matriz simétrica asociada con F son todos no negativos.

|

BN

N

|

(<IN SN T[]

NN

U)Nwic.&

O L) NN e

Las definiciones de definida negativa, semidefinida negativa son las de los Pro-
blemas 26 y 27 con <0 en lugar de =0. Una forma cuadrdtica es indefinida
si no es ninguna de las anteriores. En los Problemas del 28 al 35 determine si
la forma cuadrdtica dada es definida positiva, semidefinida positiva, definida
negativa o indefinida.

28. 3x>+2y? 29. —3x*—-3y? 30. 3x7—2y? 31, x2+2xy +2y°
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32, x2=2xy+2y° 33. x*—dxy+3y> 34, —x*+4xy—3y? 35. —x*+2xy—2y"

a b
%* 36. Sea Q= (c d) una matriz ortogonal real con det Q = 1. Defina el niimero 6 €

[0,27):
a.Sia=0y ¢>0, entonces § =cos™' a (0<8=mu/2).
b.Sia=0y c<0, entonces 8 =27 —cos™ a (3m/2=0<2m).
e.Sia=0y ¢>0, entonces § =cos™' a (m/2=0<m).
d. Sia=<0 y-<0, entonces § =2m—cos™' a (7w <6=37/2).
e. Sia=1y c=0, entonces § =0.
f.Si a=-1y ¢=0,entonces 6=

(Aqui cos—'x € [0, n] parax € [~1, 1].) Con ¢ escogido como antes muestre que
o= (cos 0 sene>.
sen @ cos 0

37. Demuestre, usando la formula 22, que la Ecuacion (21) es la ecuacion de dos rectas
en el plano xy cuandod = Oy det A # 0. Sidet A = d = 0 muestre que la Ecua-
cién (21) es la ecuacion de una sola recta.

38. Sea A la representacién matricial simétrica de la ecuacidn cuadratica (1) con d #
0. Sean \, ¥ \, los valores caracteristicos de 4. Muestre que (1) es la ecuacion de:
(a) Una hipérbola si \\\, < 0y (b) una circunferencia, elipse o seccion conica de-
generada si A\, > 0.

6.6

Forma canonica de Jordan

Como hemos visto, las matrices de n X n con n vectores caracteristicos lineal-
mente independientes pueden ser llevados a una forma especialmente agra-
dable mediante una transformacion de equivalencia. Afortunadamente, como
la “‘mayoria’’ de los polinomios tienen diferentes raices, la ““mayoria’’ de las
matrices tendran diferentes valores caracteristicos. Sin embargo, como vere-
mos en la Seccidn 6.7, las matrices que no son diagonalizables (esto es, que no
tienen # vectores caracteristicos linealmente independientes) aparecen en cier-
tas aplicaciones. En este caso todavia es posible mostrar que la matriz es
equivalente a otra matriz mas simple, pero la nueva matriz ya no es diagonal y
la matriz de transformacion C es mas dificil de obtener.

Para discutir este caso completamente, definimos la matriz N, como la
matriz de k Xk

0
0
N=| - - : (1)
000 -+ 1
0o 0 0 --- 0

Note que N, es la matriz con unos arriba de la diagonal principal y ceros en las
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demas posiciones. Definimos una matriz bloque de Jordan* B(\) de k X k como

A1 0 -+ 00
0rxr1--00

BA)=AI+N, = - - - - 2)
00 -+ 0 A&

Esto es, B(M) es la ma‘trjz de kX k con el nimero fijo A en la diagonal, unos
arriba de la diagonal y ceros en las demas posiciones.

Nota. Podemos tener (y con frecuencia tendremos) una matriz bloque de Jor-
dan de 1x 1, que toma la forma B(A)=(A).
Una matriz de Jordan J tiene la forma

Bi(Ay) 0 cee 0

0 By -+ 0

. . . .
0 O Tt B'(A’r)

donde cada B,(\) es una matriz bloque de Jordan. De esta manera una matriz
de Jordan es una matriz con matrices blogue de Jordan en la diagonal y ceros
en las demds componentes.

Ejemplo 1

Los siguientes ejemplos muestran matrices de Jordan. Los bloques de Jordan
estan marcados por las lineas punteadas

o 0 0 07

* Llamada asi en honor del matemadtico francés Camille Jordan (1838-1922). Los conceptos de
esta seccidén aparecieron por primera vez en su excelente trabajo Traité des substitutions et des équa-
tions algebriques, €l cual fue publicado en 1870.
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0 0.0 0
fii. 0 0.0 3 1.
0 3°0 0
0 0
0 0 5

Ejemplo 2 Las Gnicas matrices de Jordan de 2X 2 son (l\l 0 ) y (A 1).
0 A, 0 A
Ejemplo 3 Las unicas matrices de Jordan de 3 X3 son
A 000 A OO A 10 Ay 10

0 A, O 0 A, 1 0 A, O 0 A 1

0 0 A, 0 0 A, 0 0 A, 0 0 A
donde \,, A\, ¥ \; no son necesariamente distintas.

El siguiente resultado es uno de los teoremas mas importantes en la teoria de
matrices. Aunque su demostracion esta mas alla del alcance de este libro*, pro-
baremos este teorema en el caso de 2 X 2 (vea Teorema 3) y sugeriremos una
demostracién para el caso de 3 X 3 en el Problema 19.

Teorema 1 Sea A una matriz de n x n. Entonces existe una matriz invertible C de nxn

tal que

C'AC=1J 3)

donde J es una matriz de Jordan cuyos elementos diagonales son los valores
caracteristicos de 4. Mas aan, J es Gnica excepto por el orden en que aparecen
los bloques de Jordan.

Observacién 1. La ultima afirmacion del teorema significa que si 4 es equiva-
lente a

* §i desea ver una demostracion consulte G. Birkhoff y S. MacLane, A Survey of Modern Alge-
bra (Nueva York: MacMillan, 1953), p. 334.

Definicion 1

Teorema 2

Demostracion
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2100 00
02 0 000
0 03 100
Ji= , entonces A también es equivalente a
0 00 3 10
0 00030
000 00 4
3100060 4 0 0 0 00
0 31000 021000
7 0 03 00O 7o 0 02 000
“looo4o00] ? “looo3 10
00 0 0 21 0000 3 1
0 00 00 2 00000 3

y otras tres matrices de Jordan. Esto es, los bloques de Jordan son los mismos,
pero se puede cambiar el orden en el que se escriben.

La matriz J se llama forma candnica de Jordan de A.

Observacion. Si A es diagonalizable, entonces, J = D = diag (M, Mgy - s Ao)s
donde A\, Ny, ..., A, son los valores caracteristicos de 4 (no necesariamen-
te distintos). Cada componente de la diagonal es una matriz bloque de Jordan
del x 1.

Veremos ahora como calcular la forma canbnica de Jordan de cualquier
matriz de 2x2. Si A tiene dos vectores caracteristicos linealmente indepen-
dientes, entonces ya sabemos qué hacer. Por consiguiente el inico caso de inte-
rés ocurre cuando A tiene un solo valor caracteristico A de multiplicidad al-
gebraica 2 y multiplicidad geométrica 1. Esto es, suponemos que, para A A
tiene el Ginico vector caracteristico independiente v,. Esto es: Cualquier vector
que no sea un multiplo de v,no es un vector caracteristico.

Sea la matriz A de 2x2 con un valor caracteristico A de multiplicidad al-
gebraica 2 y multiplicidad geomeétrica 1. Sea v, un vector caracteristico corres-
pondiente a \. Entonces existe un vector v, que satisface la ecuacion

(A—ADv,=v, “4)

Sea x € C? un vector constante que no sea un multiplo de v, por lo cual x no es
un vector caracteristico de 4. Primero mostraremos que

w=(A—-ADx (5)
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Definicién 2

es un vector caracteristico de A. Esto es, demostraremos que w = cv, para al-

guna constante ¢. Ya que we C? y v,y x son linealmente independientes, exis-
ten constantes ¢, y ¢, tales que '

W= (¥, +Co% (6)

Para mostrar que w es un vector caracteristico de 4, debemos mostrar que
¢,=0. De (5) y (6) encontramos que

(A—-ADx=cv;+ X @)
Sea B=A —(A +c¢,)I. Entonces, de (7),
Bx=[A-(A+c)Ix=cv, (8)

Si suponemos que ¢, # 0 entonces A\ + ¢, # Ay A + ¢, no es un valor caracte-
ristico de A (ya que \ es el unico valor caracteristico de 4). Se tiene de esta
forma que det B = det[4 — (N + ¢,)/] # 0, lo cual significa que B es inver-
tible. De aqui que (8) puede escribirse como

x=B'c;,v;=c¢,B v, 9
Entonces, multiplicando ambos lados de (9) por i,
Ax=Ac;B v, =c¢,B 'Av,=¢;B*Av, (10)

Pero B = A — (N + ¢;)I, de manera que
A=B+A+cy)I 11
Sustituyendo (11) en (10),
Ax=c;B B+ +c)Ilv,

=, [I+(A+c)B v,

=c¢v;+(A+c)e, By, (12)
Pero, usando de nuevo (8), ¢, B 'v, =x, por lo QUe (12) se convierte en

Ax=c v+ (A +c)x=¢ v+ x+HAX

o bien 0=cv;+cx (13)
Pero v, y x son linealmente independientes, asi ¢, = ¢, =0. Esto contradice la hi-
pOtesis de que ¢, #0. De esta manerac,=0y, por (6), w es un multiplo de v,
por lo que w =c,v, es un vector caracteristico de 4. Mas atn, w0 ya que si

w =0 entonces (5) nos dice que x es un vector caracteristico de 4. Por consi-
guiente ¢;#0. Sea

1
v, =—X 14

Cq

Entonces (A —ADv, =(1/c)(A—ADx=(1/c)w=v,. Esto demuestra el teo-
rema. B

Vector caracteristico generalizado. Sea A una matriz de 2 X 2 con el unico valor
caracteristico A con multiplicidad geométrica 1. Sea v, un valor caracteristico
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de A. Entonces el vector v, definido por (A — A)v, = v, se llama vector ca-
racteristico generalizado de A correspondiente al valor caracteristico de \.

Ejemplo 4

3
A=<
Sea 3 5

por lo que A= —1 es un valor caracteristico de multiplicidad algebraica 2.

Entonces
(A-ADv=(A+Dv= (: :i)(z:) - (g)

>. La ecuacidn caracteristicade A es A>+2A +1=(A +1)2=0,

: . 1 .
De aqui obtenemos el vector caracteristico v, = ( 5 ) No existe otro vector ca-
racteristico linealmente independiente. Para encontrar un vector caracteristico

4 -2
generalizado v,, calculamos (4 + I)v, = v, o bien (8 )(K}): (] ) o
cual nos da el sistema —4/\x, 2

4x,—2x,=1
8x;—4x,=2

La segunda ecuacion es el doble de la primera, por lo que x, puede escogerse
arbitrariamentey x, =(1+2x,)/4. Por consiguiente una posible eleccion de v,

1
wu=()
0

Teorema 3

Demostracion

La necesidad de encontrar el vector caracteristico generalizado se da en el si-
guiente teorema.

Sea A, \, v, y v, como en el Teorema 2 y sea C la matriz cuyas columnas son

v,y v,. Entonces C—'AC = J, endonde J = (A 1) es la forma candnica de
Jordan de A. 0 A

Puesto que v, y v, son linealmente independientes, vemos que C es invertible.
Ahora notese que AC = A(v,, v,) = (Av,, Av,) = (Av,, Av,). Pero por la
Ecuacién (4), Av, = v, + \v, de modo que AC = (Av,, v, + \v,). Asimis-
Al
0, A
cual significa que C—'AC = Jy el teorema estd demostrado. H

mo CJ = (v, V) ( )z (My, vy + AY,). De esta manera AC = CJ, lo

Ejemplo 5

1
2

B el

0_1 0 1
A2 )
-2 1)\ 2)7

). Entonces C=(

=

o s
O si-

En el Ejemplo 4, v, =
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cae-(0 R 20 Y
4 -2/\8 -5/\2 0

0O ) D)

El método antes descrito puede generalizarse para obtener la forma canéni-
ca de Jordan de cada matriz. Nosotros no haremos esto, pero sugerimos una
generalizacion en el Problema 19. Aunque no demostraremos este resultado
siempre es posible determinar el nimero de unos arriba de la diagonal en la
forma canonica de Jordan de una matriz de 4 de n X n. Sea \,un valor caracte-

ristico de A con multiplicidad algebraica r; y multiplicidad geométrica Si SiN,

Ay ..., N, son los valores caracteristicos de A4, entonces:

El nimero de unos arriba de la diagonal de la forma canénica de
Jordan de A4

=(n—=s)+(rp—s)+ - +(n—s) (15)

k 13
ZZri—ES,-=n—
i=1 i

i=1 i

S

™

Si conocemos la ecuacion caracteristica de una matriz 4, entonces podemos
determinar las posibles formas canénicas de Jordan de A.

Ejemplo 6

Si la ecuacion caracteristica de 4 es (\—2)*(\+ 3), entonces las posibles formas
canonicas de Jordan de A4 son

2 00 O 210 0 21 0 0
J:OZO 0 02 0 O 021 0
002 o0of{0 02 0/t0 0 2 O

0 0 0 -3 0 0 0 -3 00 0 -3
o cualquier matriz obtenida por un nuevo arreglo de los bloques de Jordan en
J. La primera matriz corresponde a una multiplicidad geométrica de 3 (para
A=2); la segunda corresponde a una multiplicidad geométrica de 2; y la tercera
corresponde a una multiplicidad geométrica de 1.

Problemas 6.6

En los Problemas del 1 al 14 determine si la matriz dada es una matriz de Jordan.

O Y IR (0

00 3
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31 0 31 0 10 0 11
s.(031) 6.(031) 7.(031) s.(o3¥)
0 0 3 0 0 2 0 0 4 00 3
10000 1000 0

110 02100\ 01200
9 11) 0.§0 0 2 1 0 1.0 0 1 2 0
0 0 1 00020) 00010
000 0 2 0000 1

20000 a 0000 a 00 0
03 100 ObOOO\ 0a 000
122000 3 00§ 13.§00 ¢ 00 400 c 10
000 5 1 000(10/ 00 0 ¢ 1
00005 000 0 e 00 00 ¢

En los Problemas del 15 al 18 encuentre una matriz invertible C que transfor-
me la matriz de 2 X 2 a su forma candnica de Jordan.

(6 1 -12 7 (—10 -7 <4 -1
13- 6) 16. ( ~7 2) 17. 7 4) 18- 2)
¥ 19. Sea 4 una matriz de 3 X 3. Suponga que X es un valor caracteristico de A4 con mul-
tiplicidad algebraica 3 y multiplicidad geométrica 1y sea v, el vector caracteristico
correspondiente.
a. Muestre que existe una solucion, v,, para el sistema (4 — N )v, = v, tal que
V, Y v, son linealmente independientes.
b. Con v, definida por la parte (@), demuestre que existe una solucion v; para el

sistema (A — N )vy; = v, tal que vy, v, y v; son linealmente independientes.
¢. Demuestre que si C es una matriz cuyas columnas son v, v, y v5, entonces

A1 0
C'AC= (0 Al
0 0 A
20. Aplique el procedimiento descrito en el Problema 19 para reducir la matriz 4 =

-2 1 0
A :(—2 1 *1) mediante una transformacion equivalente a su forma candnica de
— 1_ 1 —
Jordan.

-1 -2 -1
21. Haga lo mismo para A = (wl -1 ~1).
2 3 2

-1 -18 -7
22. Haga lo mismo para A *( 1 -13 —4).
—1 25 8
23. Una matriz A de n X n es nulipotente si existe un entero k tal que 4% = 0. Si k
es el entero mas pequefio con tal caracteristica, entonces k es llamado el /ndice de
nulipotencia de A. Demuestre que si & es el indice de nulipotencia de 4 y sim =
k entonces A" = 0.
24, Sea N, la matriz definida por la Ecuacién (1). Demuestre que N, es nulipotente con
indice de nulipotencia k.

25. Escriba todas las posibles matrices de Jordan de 4 x 4.
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En los Problemas del 26 al 31 estd dado el polinomio caracteristico de una ma-
triz A. Escriba las posibles formas candnicas de Jordan para A.

26. (A +1Y°(A—2) 27. A=3(\+4) 28. (A —3)

29. (A —4)*(A +3)° 30. A—6)(A+7)* 31. A +7)°

32. Usando la forma candnica de Jordan, demuestre que, para cualquier matriz 4 de
n X n,detA = XN\, - \,, donde N, N5, ..., A, son los valores caracteristicos
de A.

“

“6.7

Una aplicacion importante: Ecuaciones
diferenciales matriciales

Sea x = f(f) una funcion que representa una cantidad fisica tal como el volumen
de una sustancia, la poblacion de determinada especie, la masa de una sustan-
cia radiactiva o el namero de pesos invertidos en bonos. Entonces el crecimien-
to de f(#) esta dado por su derivada f’ (f) = dx/dt. Si f(¥) crece a una razon cons-
tante, entonces dx/dt =k y x=kt+ C; esto es x=f(f) es una recta.

Con frecuencia es mas interesante y mas apropiado el considerar la tasa de
crecimiento relativo definida por

Tasa de _ tamaifio real del crecimiento _ f'(t) _x'(t) )
crecitniento = ==

relativo tamafio de f(#) f  x@

Si la tasa de crecimiento relativo es constante, entonces

x'(t)

m =a )
o bien

x'(8) = ax(t) (3)

La Ecuacidn (3) se llama ecuacion diferencial ya que es una ecuacidén que
tiene una derivada. No es dificil demostrar que las unicas soluciones de (3) son
de la forma

x(t)=ce™ 4)

donde c es una constante arbitraria. Sin embargo, si x(¢) representa una canti-
dad fisica, entonces normalmente se especifica un valor inicial x, = x(0) de la
cantidad. Entonces, sustituyendo ¢ = 0 en (4), tenemos x, = x(0) = ce*? =
¢ o bien

x(t) = x,e™ (5)

La funcion x(f) dada por (5) es la nica solucion de (3) que satisface la condi-
¢ion inicial x(0) = x,. ’

La Ecuacion (3) surge en muchas aplicaciones interesantes. Algunas de ellas
aparecen indudablemente en los textos de Calculo, en el capitulo relativo a la

6.7 * Una aplicacidn importante: Ecuaciones diferenciales matriciales 363

funcion exponencial. En esta seccion consideraremos una generalizacion de la
Ecuacion (3).

En el modelo discutido anteriormente, buscamos una funcion desconocida.
A menudo se tiene que aparecen varias funciones vinculadas por varias ecua-
ciones diferenciales. Algunos ejemplos se dan mas adelante en esta seccién. Con-
sidere el siguiente sistema de n ecuaciones diferenciales en # funciones incégnitas

x1(O)=apx (O +apx,()+ -+ +a,x,()
X2(0) = an X, (1) + axx(+ -+ +ap,x, (1)

(©)

X0(0)= QX1 () + Ao Xa(D+ -+ + @k, (1)

donde los @; son numeros reales. El sistema (6) se denomina un sistema de
ecuaciones diferenciales lineales de primer orden de n x n. El término ““primer

orden’ significa que en el sistema Unicamente aparecen las primeras deri-
vadas.

Ahora, sea

x4(t)

x(t)= x?(t)

X, (1)
Aqui x(7) se llama funcion vectorial. Definimos

x4(t)
x5(t)
x(t)=

x5(t)
Entonces, si definimos la matriz de n X n
Ay1 Gy "t Ay,

A=| Gt

a;ll an2 e Ann

el sistema (6) puede escribirse como

X(t) = Ax(t) ‘ N

Note que la Ecuacion (7) es casi idéntica a la Ecuacion (3). La Gnica diferencia
es que ahora tenemos una funcioén vectorial y una matriz, mientras que antes
teniamos una funcién ‘‘escalar’’ y un nmero (matriz de 1x 1).

Para resolver la Ecuacién (7) debemos conjeturar que una solucién tendria la
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Definicion 1

Teorema 1

Demostracion

forma e*'. Pero ;qué significa e*? Responderemos a esta pregunta en un mo-
mento. Primero, recordemos el desarrollo en serie de la funcion e’ :
t2 t3 4 .
t . —— e ° v s
e —1+t+2!+3!+4!+ (8)

Esta serie converge para todo namero real 7. Entonces, para todo namero real a,

at)?> (at)®* (at)*
e‘“=1+at+(2!) +(3!) +(4!) o &)

La matrizeA. Sea A una matriz de n X n con componentes reales (0 comple-
jas). Entonces e es una matriz de n X n definida por

A? A® A*
A SR U UpU—— B
e —I+A+2!+3!+4!+ (10)

Observacion. No es dificil demostrar que la serie de matrices en la Ecuacion (10)
converge para cada matriz A, pero hacerlo nos desviaria de nuestro objetivo.
Sin embargo, podemos dar una indicacion de por qué sucede esto. Primero defi-
nimos |A |, como la suma de los valores absolutos de las componentes en el
renglén i-ésimo de A. Entonces definimos la norma de A4, denotada |A|, por

|Al= méx |A]; (11)
Se puede mostrar que

|AB|=|A||B| (12)
Y |A+B|<|A|+|B] (13)
Entonces, usando (12) y (13) en (10), obtenemos

AP |AP AP

A |l BN iolial B HREPN V.Y
le*|=1+|Al+ TRMETRRT + e

Puesto que | 4| es un ntimero real, !4l es finito. Esto demuestra que la serie
en (10) converge para toda matriz A.

Ahora veremos la utilidad de la serie en la Ecuacion (10).

Para cualquier vector constante ¢, x(t) = e“'¢ es una solucion de (7). Ademas,
la solucion de (7) dada por x(¢) = e™'x, satisface x(0) =x,,.

Calculamos, usando (10):

t* £
x(t):eA‘c=[1+At+A2—2——'+A3§—'+ ]c (14)

Definicién 2
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Pero como A es una matriz constante y ¢ es un vector constante tenemos
d ot di ket AT

tk—l
@ - - Kk — — k—1
4t K@k kA T [ (k~1)!] (15)
Entonces, combinando (14) y (15), obtenemos (debido a que ¢ es un vector
constante)

d 2 3
x’(t)=2¥ e“"c=A[I+At+Azé—'+A3%+ .. ~]c=AeA‘c=Ax(t)

Finalmente, en virtud de que e4? = e = ],

x(0)=e* "% =Ix,=%,. B
Matriz solucién principal. La matriz e? se llama matriz solucion principai del sis-
tema x' = Ax.

Queda pendiente un problema mayor (y obvio). ;Cémo calculamos e# de
una manera practica? Comencemos con dos ejemplos.

Ejemplo 1

100
Sea A=¢§0 2 0),Entonces
00 3
/10 0 1 0 0 10 0
az=lo 22 0), Ad={o 2° 0),..., Aam=lo 27 o0
0 0 3 0 0 3 0 0 3"
100 /t 0 0
242 3.3
y eA'=I+At+A2't+A3‘t 0 0)+ 0 2t 0)
' ' 00 1 \o o 3t
0

0
1
X 0
t t3
21 0 3‘, 0 0
2242 3,3
+ 0 0 +1 0 2_L 0 4o

2! 3!
32t2 33f3
0 i
Y o0
2 3
1+t+a+-3—!+"' 0 0
- (1 @
0 1+Q2H+ X + 31 4o 0
(31 (3
0 0 1+@nH+ STt t
e 0 O
={0 e* 0)
0 0 e*
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a 1 . .
Ejemplo 2 Sea A = (0 ) Entonces, como es facil de verificar,
a
A2 (a2 2a> AS— (a3 3a2) A= (a"‘ ma'“”)
0 az ? O a3 ’ > O am )
i (at)™ i ma™ im
I . At moo mt 2 ml
o que e = - .
poriod 5 (@
0 o m!
© m—1,m % m—1sm 243 3,4
ma t a t 2, a’t a’t
Ahora = =t+at’+——+
mz,:fl m! e (m—=1)! 2! 3!
=1+ +a2t2+a3t3+ = e
=t at X EY =te
. ea! teat
En consecuencia, et = ( m)
0 e
Como lo muestra el Ejemplo 1, es facil calcular e si A es una matriz diago-
nal. El Ejemplo 1 muestra que si D =diag(A, A, . .-, A,), entonces el =
diag (eM, e, ..., e™). o
En el Ejemplo 2, calculamos e’ para una matriz 4 en la forma candnica de
Jordan. Resulta claro, pues, que esto es todo lo que necesitamos hacer, tal co-
mo lo sugiere el siguiente teorema.
Teorema 2 Sea J la forma canénica de Jordan de una matriz A4 y sea /= C~'AC. Entonces
A=CJC 'y
e =Cel'C™! (16)
Demostracion Primero notemos que

A" =(CIC™Yr=(CJC™YH)(CIC™) -+ - (CICTY)
=CJ(CTIO)J(CTIO)J(CIC) - - - (CTrO)JCT?
=CJ"Cc™?

De aqui se deduce que

(A" =C@n"Cct a7n
Por lo tanto,
(Ar)?

et = I+(Ar)+—~2-;—+ oo =CICT'+CUNC! +CT

2
U oy
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(J1)?
21

= C[I +(Jt)+ + - -]C‘l =Ce’C' ®m

El Teorema 2 nos dice que para evaluar e“’ lo inico que realmente necesi-
tamos calcular es e”". Cuando J es una diagonal (como sucede en la mayoria
de los casos, sabemos entonces como determinar e”. Si 4 es una matriz de

. . Al eM  teM
2 X 2 que no es diagonalizable, entonces J = y e/t = ( )
0 A 0 e

como lo calculamos en el Ejemplo 2. De hecho no es dificil evaluar e’ donde
J es cualquier matriz de Jordan. Primero es necesario calcular e? para una
matriz bloque de Jordan B. Un método para lograrlo se da en los Problemas
del 20 al 22. '

Apliquemos ahora nuestros calculos a un simple modelo biologico de creci-
miento poblacional. Suponga que en un ecosistema existen dos especies S, y S,
relacionadas entre si. Denotamos las poblaciones de las especies en el momen-
to t por x,(#) y x,(¢). Un sistema que gobierna el crecimiento relativo de las dos
especies es

x1(t) = ax,(t) + bx,(t)

(18)
x5(8) = cx,(t) + dx,(t)

Podemos interpretar las constantes a, b, ¢ y d del siguiente modo. Si las espe-
cies estan en competencia, entonces es razonable tener b< 0y ¢< 0. Esto es ver-
dadero porque al incrementarse la poblacion de una de las especies disminuira el
crecimiento de la otra. Un segundo modelo es una relacion entre depredador y
presa. Si S, es la presa y S, es el depredador (S, se como a S,), entonces es razo-
nable tener 5<0 y ¢>0 puesto que un incremento en la especie depredadora
causara una disminucion en la especie de la presa, mientras que un incremento
en la especie de la presa causara un incremento en la especie depredadora
(puesto que tendran mds alimento). Finalmente, en una relacidén simbidtica
(cada especie vive de la otra) tendriamos b>0 y ¢>0. Por supuesto, las cons-
tantes a, b, ¢ y d dependen de una gran variedad de factores incluyendo ali-
mento disponible, temporada del afio, clima, limites debido a la sobrepobla-
cion, competencia con otras especies y muchas otras. Analizaremos cuatro
modelos diferentes usando el material en esta seccidén. Supongamos que 7 esta
medido en afios.

Ejemplo 3

Un modelo de especies en competencia. Considere el sistema

x1()= 3x,(t)— x(0)
x5(1) = —2x, (1) +2x,(t)

Este sistema describe la influencia de las poblaciones de dos especies en compe-
tencia, sobre sus respectivas tasas de crecimiento. Suponga que las poblaciones
iniciales son x,(0) = 90 y x,(0) = 150. Determine las poblaciones de ambas espe-
cies para t > 0.



368 CAPITULO 6 * VALORES CARACTERISTICOS, VECTORES CARACTERISTICOS Y FORMAS CANONICAS

Solucion Tenemos A = (

3 -1
s 2\) . Los valores caracteristicos de A.son ,, =1y \,=4

: . 1 AR Y
con sus correspondientes vectores caracteristicos v; = ( ) Y V= ( > En-
tonces 2 -1

11 *1__1<—1 —1) ~ _(1 o> h_(e‘ 0)
C“(z ~1> =3\ 1) T7P= 4) ¢ 7\o o=
1/1  1\(¢¢ 0\/-1 -1
At Jte—1
et =CelC 3(2 —1)(0 e“‘)(—Z 1)
e!

1 (1 1 < - ——e')
ERV) —1) —2e* o™
1 —ef-2e" —e‘+e4')
T3 (—Ze‘ +2e% —2e'—e*

Finalmente, la solucion al sistema esta dado por

x,(1) A 1/ —e'—2e* —e'+e* 90
x(0)= <x2(t)) T¢ XT3 (—26‘ +2e%  —2et— e‘“)(uo)
1 (—240e’ —30e*\ ( 80e" + 10e4‘)

T3 \—480¢" + 30e4') “\160e" —10e*

Por ejemplo, después de 6 meses (t =1 afio), x,(t) = 80e'*+10e*~206 indi-
viduos, mientras que x,(t) = 160e'*—10e*~ 190 individuos. Mas significati-
vo aun es 160e’ — 10e* = 0 cuando 16e’ = e* 016 = e* 037t = Inl6y
t=(In 16)/3=2.77/3~=0.92 afios = 11 meses. De esta manera la segunda espe-
cie sera eliminada después de escasamente 11 meses, aun cuando comenzo con
una poblacién mas grande. En los Problemas 10 y 11 se le pide mostrar que
ninguna poblacion seré eliminada si x,(0) = 2x,(0) y que la primera poblacion
serd eliminada si x,(0) > 2x,(0). Por lo tanto, como Darwin sabia muy bien,
la supervivencia en este modelo muy simple depende de los tamafios relativos
de las especies competitivas cuando comienza la competencia.
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(L) () 0

3t t 3t l
e"=(eo :m):e“(o 1‘\) (del Ejemplo 2)

At _ v Jte—1 L3t 1 1>(1 t)( 2 1)
Y et =ceic e(—1~201—1—1
3,( 1 1)(2——t 1—t>
=e
-1 -2/\-1 -1
1-t -t
— 53t
¢ ( t l+t>
De esta manera la solucion al sistema es
t —t  —t\/5 -
x(t)=(x1( ))=eA'xo=e3‘(] t :)( OO):eBt(SOO 600t>

x,(t) t 1+1¢/\100 100+ 600t

Es obvio que la especie presa ser4 eliminada despues de 2 aflo = 10 meses, aun
cuando comenzd con una poblacion cinco veces mas grande que la especie
depredadora. De hecho es facil mostrar (Problema 12) que independientemen-
te del tamafio inicial de la especie presa, ésta serd eliminada en menos de 1 afio.

Ejemplo 4

Solucién

Un modelo depredador-presa. Consideremos el siguiente sistema en el que la es-
pecie 1 es la presa y la especie 2 es el depredador:

x1(1)=2x,()— x,(1)
x5(1) = x,(t)+4x,(t)

Encuentre las poblaciones de dos especies para ¢> 0 si las poblaciones iniciales
son x,(0)=500 y x,(0)=100.

Aqui A=(2 1

1 4> y el Gnico valor caracteristico es A=3 con el inico vector

caracteristico ( ) Una solucion a la ecuacion (A — 31)v, = v, (vea Teore-

-1
1
ma 6.6.2) es v, = _5) Entonces

Ejemplo 5

Solucién

Otro modelo depredador-presa, Consideremos el modelo depredador-presa regi-
do por el sistema.

xi{)= x(t)+x,(t)
x5(8) = —x,(8) + x,(1)

Si las poblaciones iniciales son x,(0) = x,(0) = 1000, determine las poblacio-
nes de las dos especies para ¢ > 0.

1
Aqui A= (_1 1 ) con ecuacion caracteristica AZ—2\ +2 = 0, raices comple-

. 1 1
jas Ay =141y A, =1—1 yvectores caracteristicos v = (l) VoV, = <~i)'*
Entonces
1 1 1 /=i -1\ 1/1 —i 1+i O
< 4) e d 0G0
i =i 2i\-i 1/ 2\ i J=Db 0 1-i

o e(l+i)z 0
Y e = 0 e (1-

* Notese que \, :—)T, y v, = 7,‘ Esto no debe sorprender, porgue de acuerdo con el resuttado
del Problema 6.1.33, los valores propios de matrices reales aparecen en pares complejos conjuga-
dos y sus vectores propios correspondientes son complejos conjugados.
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Ahora, por la férmula de Euler (Apéndice 2), e = cos? + isent. De esta
manera el 9 = efel = e‘(cost + isent). Andlogamente, e!! ™ = ele =
e‘(cost —isent).

En consecuencia

7 l<cos t+isent 0 )
elt=e )
0 cost—isent
Y At [ e‘(l 1)<cost+isent 0 )(1 —i)
eM=CeCT =1, . . .
2\ =i 0 cost—isent/\1 i
e ( ) cost+zsent —ivﬂst+sent>
2 \COs [ —isent i cos t+sent
e ( 2cost ZSent\) [( cos t sent)
2 \—-2sent 2cost —sent cost
Finalmente,

cost sen t)(lOOO) _ (1000e‘(c0s t +sent))

At — ,t =
x() = ™'x(0) "( 1000/~ \1000e*(cos t —sent)

—sent cost
La especie presa comienza a extinguirse cuando 1000e‘(cost — sent) = 0 0
cuando sen ¢ = cos ¢. Se tiene que la primera solucién positiva de esta dltima
ecuacién es ¢ = w/4 = 0.7854 afio = 9.4 meses.

Ejemplo 6  Un modelo de cooperacion entre especies (Simbiosis). Consideremos el modelo sim-
bidtico gobernado por el sistema

xi()= —x.(t) + x,(t)
x(t)= &x, (1) — 3x2(0)

Note que en este modelo la poblacion de cada especie incrementa propor-
cionalmente a la poblacion de la otra y decrece proporcionalmente con respec-
to a su propia poblacién. Suponga que x,(0) = 200y x,(0) = 500. Determine
la poblacion de cada especie para ¢ > 0.

1

2

1 .
Solucion AquiAd = ( ) con valores caracteristicos A, =0y A\, = —1 y sus corres-

Bl

. 2 2\
pondientes vecteres caracteristicos vy = (1) y V= (_1). Entonces

22 -1 -2 0 0
S SR e R
1 -1 ¢ -1 2 ==\ 1)
Ot
y et :<€’O e(it):((l) e(}’)DC esta manera
a1 f2 2\/1 0\/-1 =2
T 7al —)lo e \-1 2
12 2 -1 =2
T4\l —1f\—e7t 2e7
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C1/=2-2e7" —4 447
4\—-1+4+ et —=2-2""

y asi

I

x(t) = e*x(0) = 1 (_2 -2 -4+ 4e"’)(200>

4\-1+ e —2-2e7J\500
_ 1 (—2400 + 1600e")

4\ ~1200 — 800¢™"
,_ (600 - 400e">

300 + 200e~

Note que e ~* = 0 cuando ¢ —> <. Esto significa que conforme pase el tiempo,
las dos especies simbioticas se aproximan a las poblaciones de equilibrio de 600
y 300, respectivamente. Ninguna poblacion es eliminada.

Problemas 6.7

En los Problemas del 1 al 9 encuentre la matriz solucion principal eAAf del sis-
tema x'(t) = Ax(?).

1a=("2 _2> 2. A=<_3 _1> 3.A=<2 -1

-5 1 2 4 5 -2
3 -5 -10 -7 -2 1
4.A=( ) 5.A=( ) . =( )
1 - 7 4 6405

11 -2 4 6 6

7. A=(—12 7) 8.A=(~1 2 1) 9.A=( 1 3 2)

=72 0 1 -1 -1 -5 =2

10. En el Ejemplo 3 muestre que si el vector inicial x(0) = ( a), donde a es una cons-
a

tante, entonces ambas poblaciones crecen a una tasa proporcional a e’.

11. Enel Ejemplo 3, muestre que-si x,(0) > 2x,(0), entonces la primera poblacion se-
ré eliminada.

12. En el Ejemplo 4, muestre que la primera poblacién se extinguira en « anos, donde

a = x(0)/[x;(0) + x,(0)].
% 13. En una planta desalinizadora de agua hay dos tanques de agua. Suponga que el
tanque 1 contiene 1000 litros de salmuera en el cual estan disueltos 1000 kg de sal,
y el tanque 2 contiene 1000 litros de agua pura. Suponga que el agua fluye hacia
el tanque 1 a una razon de 20 litros por minuto y la mezcla fluye del tanque 1 al
tanque 2 a una razén de 30 litros por minuto. Se bombean 10 litros del tanque 2
al tanque 1 (estableciendo refroalimentacion), mientras que se extraen 20 litros del
tanque. Encuentre la cantidad de sal en ambos tanques en cualquier instante 7. [Su-
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gerencia: Escriba la informacién como un sistema de 2 X 2 y denotemos con _xly(t)
y x,(¢) las cantidades de sal en cada tanque.] '

14. Una comunidad de » individuos es expuesta a una enfermedad infecciosa.* En un
momento ¢ dado, la comunidad es dividida en tres grupos: el grupo 1 con una po-
blacion x; (7) es el grupo susceptible; el grupo 2 con una poblacion x,(¢) es el gru-
po de individuos infectados en circulacion; y el grupo 3 de poblacidn x;(¢), esta
formado por los que han sido aislados, que se han muerto o que han sido inmuni-
zados. Es razgnable suponer que inicialmente x,(¢) y x;(#) seran pequefias com-
paradas con x; (¢). Sean o y 8 constantes positivas que denotan la proporcion en
que se infectan los susceptibles y los infectados pasan a formar parte del grupo 3,
respectivamente. Entonces un modelo razonable para la propagacion de la enfer-
medad estd dada por el sistema

x1(t) = —ax,(0)x,
x3() = ax,(0)x,—Bx,

x3(6)= PBxz

a. Escriba este sistema en la forma x’ = Ax y encuentre la solucién en términos
de x,(0), x,(0) y x;(0). Note que x,(0) + x,(0) + x;(0) = n.
b. Muestre que si ax(0) < B, entonces la enfermedad no producira una epidemia.
¢. ;Qué sucedera si ax(0)>B?
15. Considere la ecuacidn diferencial de segundo orden x"(t) + ax' (1) + bx(t) = 0.
a. Haciendo x,(¢) = x(1) y x,(¢) = x' (1), escriba la ecuacién anterior como un
sistema de primer orden en la forma de la Ecuacion (7), donde A es una matriz
de 2 x 2.
b. Muestre que la ecuacion caracteristica de 4 es A>+ak +b =0.

En los Problemas del 16 al 19 use el resultado del Problema 15 para resolver
la ecuacicn dada

16. " + 5x + 6x = 0;x(0) = 1, ¥(0) = 0

17. %" + 6x" + 9x = 0; x(0) = 1, x'(0) = 2

18. X" + 4x = 0; x(0) = 0, x'(0) = 1

19. x"—3x'—10x=0; x(0)=3, x'(0)=2

0 1
20. Sea N3=(O 0 1). Muestre que N3=0, es la matriz cero.

0 0 0
1t %2
21. Muestre que e”3‘=(0 1t ) [Sugerencia: Escriba la serie para e™+ y use el
0 0 1

resultado del Problema 20.]

A 10 1t 2
22. Sea J=(O A 1). Muestre que e’ = e“(O 1t ) | [Sugerencia: Jt = Nt +
0 0 A 0 0 1
N,t. Use el hecho de que e®*™®=e%e®.]

-2 1 0
23. Usando el resultado del Problema 22, calcule e, donde A = (~2 1 —1).

[Sugerencia: Vea el Problema 6.6.20.] -1 1 -2

* Una discusion de este modelo aparece en ‘“The Total Size of a General Stochastic Epidemic”’,
de N. Bailey, Biometrika 40(1953): 177-185.
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-1 =18 -7
24, Calcule e, donde A =( 1 -13 -—4).
-1 25 8

A1 0 0
B Jo A 10
25. Calcule e”, donde J = 0 0 A 1).
0 0 0 A
21 0 0
At 02 00
26. Calcule e™, donde A = 00 3 1).
) 0 0 0 3
-4 1 00
27. Calcule e, donde A = 410
0 -4 0
0 0 0 3

6.8

Una perspectiva diferente: Los
teoremas de Cayley-Hamilton y
Gershgorin

Existen muchos resultados interesantes relativos a los valores caracteristicos de
una matriz. En esta seccion vamos a discutir dos de los mas utiles. El primero
dice que cualquier matriz satisface su propia ecuacion caracteristica. El segun-
do muestra como localizar los valores caracteristicos de cualquier matriz prac-
ticamente sin hacer calculos.

Seap(x)=x"+a,_1x" "'+ -+ +a;x+aoun polinomio y sea A una matriz
de nx n. Entonces las potencias de 4 estan definidas y con ellas definimos
p(A)=A"+a, A"+ - +a A+ ael 1

Ejemplo 1

Sea A = (_; :) y p(x)=x>—5x-+3. Entonces

CA_sA BIM(B 24)+( 5 —2o>+<3 0)=(21 4)
PA)=A"=S5A+3I={ ¢ ¢1)"\15 -35)T\0 3 3 29

La expresion (1) es un polinomio con coeficientes escalares definidos por
una matriz variable. También podemos definir un polinomio con coeficientes
matriciales cuadrados como

Q(\\)=By+BA+ByA>+ -+ +BA" (2)
Si A es una matriz, entonces definimos

Q(A):BO+BlA+BzA2+"’+BmA"‘ 3)
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Teorema 1

Demostracion

Teorema 2

Demostracion

Debemos tener cuidado en (3), puesto que las matrices no son conmutativas
para la multiplicacion. ‘ '

Si P(N) y O(N) son polinomios en la variable escalar \, con coeficientes matri-
ciales cuadrados y si P(A) = Q(A)(A —AI), entonces P(A) = O.

Si Q(\) esta dado por la Ecuacion (2), entonces
P(A)=(By+B;A+B,A%*+ - - +B,A") A —AI)
=B,A +B,AA+B,A\*+ -+ + B, AA"
—BoA—BA*—B,A*— -+« =B A"} 4
Entonces, sustituyendo A por A en (4), obtenemos
P(A)=ByA +B,A’+B,A*+ -+ +B,A""}
-B,A—B,A’-B,A’>— - -B,A""'=0 B
Nota. No podemos demostrar este teorema sustituyendo N = A4 para obtener
P(A) = Q(AXA — A) = 0 porque es posible encontrar polinomios P(\) y

Q(M\) con coeficientes matriciales tales que F(N) = P(AN)Q(X) pero F(A4) #
P(A)YQ(A). (Vea el Problema 17.)

Con esto ya podemos demostrar nuestro primer teorema importante,
El Teorema de Cayley-Hamilton,* Cada matriz cuadrada satisface su propia ecua-

cién caracteristica. Esto es, si p(A\) = 0 es la ecuacidén caracteristica de 4, en-
tonces p(A) = 0

Tenemos
ajp—A 43V A1n
s, Ay —A as,
p(A)=det(A—-AD=
av-l anz ann /\

Claramente, cualquier cofactor de (A —AI) es un polinomio en A. Por lo tanto
la adjunta de A — \J (vea Definicion 2.4.1) es una matriz de n X n, en la que
cada una de sus componentes es un polinomio en \. Esto es:

p11(A) pia(A) - Pin(A)

P2i(A)  pa(A) - P2.(A)
adj (A—AD) = ' ‘ '

pnl(/\) p22()\) e pnn(/\)

* Llamado asi en honor a Sir William Rowan Hamilton (de quien se hablo en el Capitulo 1) y a
Arthur Cayley (1821-1895). Cayley publicé la primera discusion de este famoso teorema en 1858.
Hamilton descubrio el resultado independientemente en su trabajo sobre los cuaterniones.
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Esto significa que podemos considerar adj (4 — AJ) como un polinomio Q(\),
en A, con coeficientes matriciales de n x n. Para ver esto, observe lo siguiente:

—AZ-20+1  2A%-7A—4 -1 2\, (-2 -7 1 -4

(4A2+5A——2 —3A%- /\+3)=( 4 —3))‘ "*'( 5 —1)’\+<~2 3)
Ahora, del Teorema 2.4.2,

det (A —-ADI=[adj (A —-ADJIA —AIl= QM)A —AD )
Pero det (A—-ADI=p(A)I. Si
pMy=A"+a, A"+ - +ad+ag,
entonces definimos '
PA)=pMI=A"T+a,_ A"+ +a,A[+a,l

De esta manera, de (5), tenemos P(A) = Q(A\)(A —\T1).Finalmente, del Teorema
1, P(A)=0. Esto completa la demostracion. &

. 1 -1 4
Ejemplo 2 Sea A = (3 2 —1) . En el Ejemplo 6.1.4 calculamos la ecuacion caracte-
2 1 -1
ristica A3 — 222 — 5\ + 6 = 0. Ahora calculamos

6 1 1 11 -3 22
A’=l7 0 11), A3=(29 4 17)

3 -1 8 16 3 5
y
11 -3 22 -12 -2 =2
A*-2A’-5A+6I={29 4 17)+(—14 0 —22)
16 3 5 -6 2 -16
=5 5 =20 6 0 O
+{—-15 -10 5)+ 0 6 0)
-10 =5 5 0 0 6

0 0 O
= (0 0 0)
0 0 0

En algunos casos el teorema de Cayley-Hamilton sirve para calcular la in-
versa de una matriz. Si 4! existe y p(4) = 0, se tiene que A~'p(A4) = 0.
pA)=A"+a, A""'+ .-+ +a;A +a,, entonces
y p(A)=A"+aq, A" '+ - - +aA+a,]=0

A7'p(A)=A""+q, A"+ - - +a,A+al+a, AT =0
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En consecuencia

41 - |
A 12213(—%\" '—a, A" P — g, A—ay]) ©)

Note que a,#0 porque q,=det A (;Por qué?) y supusimos que A era inver-
tible.

Ejemplo 3

1 -1 4
SeaA ={3 2 -—1}.Entonces p(A\) = N’ =2\ — 5\ + 6. Aquin = 3,
2 1 -1

a,= _2’ a, = —-5, 0036, Yy

1
Al =z (—AZ+2A +5])

6 L -y 2 -2 8y s 000
=={1=7 o -1)+l6 4 -2)+l0 5 0
-3 1 -8/ \4 2 -2/ o o0 s
LT
i

1 3 -5

Note que calculamos 4-! con una sola divisidn y calculando (inicamente un
determinante (para encontrar p(\) = det (4 — \71)). Este método es a veces
muy eficiente en una computadora.

Ahora veamos el segundo resultado importante de esta secciéon. Sea 4 una
matriz de n X n. Escribimos, como siempre

ayy Qyp "t Ay
A1 Qpp ' Qg
A=
anl anZ T ann
Definimos el niimero
n
T =|a121+}a13l+ T +‘a1n| = Z Iau‘ (7

j=2

Analogamente definimos

Figura 6.4

Teorema 3

Demostracion
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ro=lanl+lapl+ - +iai,i——1|+1ai,i+1{+ ce g

= Y laf ®)

jFEL

Esto es, r, es la suma de los valores absolutos de los numeros en el i-ésimo
renglon de A que no estan en la diagonal principal de A. Sea

D, ={zeC: |z—a;|l=r} 9)

Aqui D, es un disco en el plano complejo, con centro en a,, y radio ; (Figura
6.4). El disco D, consiste en todos los puntos en el plano complejo dentro y
sobre la circunferencia C, = {z €C: |z — a;| = r;}. Las circunferencias C;,
i=1,2, ..., n, se denominan circulos de Gershgorin.

y=1Imz

Teorema del circulo de Gershgorin.* Sea A una matriz de n X n 'y sea D; defi-
nida por la Ecuacion (9). Entonces, cada valor caracteristico de A est4 conteni-
do al menos en uno de los D,. Esto es, si los valores caracteristicos de A son \,,
Ny - .5 Ay, entonces:

n
{/\}’AZa"'$1\k}C U Di (10)
i=1
Xy
L L. X2
Sea \ un valor caracteristico de 4 con vector caracteristicov=¢ . J.Sea
Y X,

m = max {x1], x5/, . .., |x,.|}. Entonces (1/m)v = es un vector caracteris-

— — y"
* E] matematico ruso S. Gershgorin publicd este resultado en 1931.
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tico de 4 correspondiente a X y max {|v,], |y,l, ... .|y.]}=1. Sea y,la compo-
nente de y con |y;| = 1. Ahora Ay = \y. El i-ésimo componente del n-vector

Ay es a; ¥+ apy, + - + a,y,. La i-ésima componente de Ay es'’Ay;. De esta
manera

i Y1+ Ay, + o+ a,y, = Ay

lo cual escribimos como

Z ay; = AY; 1n

i=1

Si restamos a; y; de ambos lados, la Ecuacién (11) puede escribirse como

Z aiy; = Ay, — gy = (A —ay)y (12)
yok
Después tomamos el valor absoluto de ambos lados de (12) y usando la desi-
gualdad del triangulo (la+b|=<|a|+|b|), obtenemos

n

l(a; =Myl = “.Z a;;y; S~Z laiil ij‘ (13)

Dividimos ambos lados de (13) por | ;| (el cual es igual a 1) para obtener

™=

lag; — A= Z la;| ==
j=1 vl

j#Ei

il § 1,1 (14)

¥
kL

El paso anterior se debié al hecho de que ly,|=<|y;| (por la forma en que esco-
gimos y,). Pero esto demuestra el teorema puesto que (14) muestra que A € D,

|

1-1 4
Ejemplo 4 Sea A={3 2 —1]. Entonces a;;=1, a,,=2, asy;=-1, r,=|-1|+4|=35,

2 1-1
r,=13|+|=1]=4, y r;=12|+|1| = 3. De esta manera los valores caracteristicos
de A se hallan localizados dentro de los limites de las tres circunferencias ilus-
tradas en la Figura 6.5. Podemos verificar esto ya que sabemos por ¢l Ejem-
plo 6.1.4 que los valores caracteristicos de 4 son 1, —2 y 3, los cuales estdn

y=Imz
L= D? + y* =25
Figura 6.5

+ x = Re z

(x =22+ 1y =16
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localizados dentro de las tres circunferencias. Noétese que los circulos de
Gershgorin pueden intersecarse.

Ejemplo 5

Solucion

Figura 6.6

Encuentre las cotas para los valores caracteristicos de la matriz

30 -1 -+ 1
0 5 3 01
A= 0 6 i1
0 -1 1 -3 1}
R T O

Aquia =3, ay»=>5, 433=96, a,,=-3, ass=4, r, =3, =3 =1, =74
y rs = 1. Los circulos de Gershgorin estdn ilustrados en la Figura 6.6. Es claro
a partir del Teorema 3 y de la Figura 6.6 que si A es un valor caracteristico de A4,
entonces |A| =7y Re A =—12 Note la capacidad del teorema de Gershgorin pa-
ra encontrar la ubicacion aproximada de los valores caracteristicos con muy

poco esfuerzo.

(x = 5% + ¥ = ()

Problemas 6.8

En los Problemas del 1 al 9: (a) Encuentre la ecuacion caracteristica p(\) =
0 de la matriz dada; (b) verifique que p(A) = 0; (¢) use la parte (b) para calcu-

lar A1,
-1 O
3. ( 2 —1)
-1 1

1
-1
0
-3 -7 -5
6.(2 4 3)
1 2 2

0 10
5. (O 0 1)
1 -3 3

1 0 10 a b 00
7(31—12) o |21 02 o (0@ ol o

-1 0 01 00 adf
b3 4 1 -1 0 000 a
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En los Problemas del 10 al 14 dibuje los circulos de Gershgorin para la matriz
dada A y encuentre una cota para |\| si \ es un valor caracteristico de A.

21 o 3 5 -5 0 1 3 -1 4
0 6 10 0 -7
10. {3 5 3 mf ; 12. 203
1 0 6 3 73 5 3 3 ~-1 6 1
1 1 1
-2 i —5 4 0 2 3 4
30 5 4 0
- 112 > 5 -3 0 1 0
13 _T]T) -10 110 110 14 % _% 4 % “% Tlo
-5 i 5 i -1 0 0 -3 0 0
0 -1 0 4 % 0 __%_ 0 2 %
- 1 i 0 =0
2 1 -4 )
33 351
15. Sea 4 = f L ; ) . Demuestre que los valores caracteristicos de 4 son nu-
3z
i1 2 4
meros reales positivos.
-4 1 1 D
. 1 -6 2 .
16. Sea 4 = 12 -5 1 . Demuestre que los valores caracteristicos de A4 son

1 1 1 -4
negativos y reales.

17. Sea P(N\) = By + BAy Q(\) = Cy + C\\ donde B,, B,, C, y C, son matrices
de n X n.

a. Calcule F(N\) = P(MQ(N).
b. Sea A una matriz de n X n. Muestre que F(A) = P(A)Q(A)siy solosi A
conmuta con Cy y C,.

18. Sea la matriz 4 de n x n con valores caracteristicos A, Ay, ..., A, ysea r(4) =
}Qiésxnf)\,-l. Si [A[ es el maximo de las sumas de las normas de los elementos de los
renglones de A definido en la Seccién 6.7, muestre que r(A) < [A].

19. Se dice que la matriz A de n X n es estrictamente dominante en la diagonal si
ta;| > r,parai = 1,2, ..., n, donde r, esta definida por la Ecuacion (8). Mues-
tre que si A es estrictamente dominante en la diagonal, entonces det 4 # 0.

Ejercicios de repaso ¢ Capitulo é

En los Ejercicios del 1 al 6 calcule los valores caracteristicos y espacios caracte-
risticos de la matriz dada.

1(*812> 2(25> 3;28
“\-6 10 “\o 2 :

-2 4 -5
-2 0
1 -1 0 > 0 -2 1 0
14 -1 0 0
4 1 2 1 5 6. 0 -2 1
s L -1 0 0 3 -1 0 0 -2
0 0 2 3
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En los Ejercicios del T al 15 determine si la matriz A dada es diagonalizable.
Si lo es, encuentre una matriz C tal que C—'AC = D. Si A es simétrica, en-
cuentre una matriz ortogonal Q tal que Q'AQ = D.

11 1
. (—18 —15) s ( 7 2) 0 (~1 1 0)
20 17 -15 -8 o

42 0 -3 2 1 8 0 12
10. (2 4 0) 11. (—7 4 2) 12.(0 -2 0)
00 -3 -5 3 2 12 0 -2

4 2 -2 2 3 4 -4 0

13 (ii g) R B . (07 00
’ “too 2 o {0 0 -1 0
00 -3 11 -3 5 0 —4 4 3

En los Ejercicios del 16 al 20 identifique la seccion cdnica y escribala en las
nuevas variables sin el término xy.

16. xy=—4 17, 4x*+2xy +2y° =8 18. 4x*—3xy+y’=1
19. 3y*~2xy—5=0 20. x> —dxy+4y>+1=0

21. Escriba la forma cuadratica 2x>+4xy +2y”> —3z”en las nuevas variables x’, y' y 2’
de modo que no aparezcan términos cruzados.

En los Ejercicios del 22 al 24 encuentre una matriz C tal que C 'AC = J, la
Jorma candnica de Jordan de la matriz.

9 4 4 4 0 18 =7
- e 4. 1 12 -4
= () =) (2

1 25 9
En los Ejercicios del 25 al 27 calcule 2.
-3 4 —4 4) (—3 ~4>
= A= 27. A=
5. A (~2 3) 26 (~1 0 2 1
2 31
28. Usando el teorema Cayley-Hamilton, calcule la inversa de A = (—1 1 0).
-2 -1 4

29. Use el teorema del circulo de Gershgorin para encontrar una cota para los valores
caracteristicos de

3 F -2 0
0 4 3 -3
A=ty 0 2 4
3 % 1 -3
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CAPITULO

7.1

Meétodos
numericos

El error en los calculos numéricos

En todos los capitulos de este libro hemos realizado calculos numéricos. Entre
otras cosas, hemos resuelto ecuaciones lineales, multiplicado e invertido matri-
ces, hemos encontrado bases y calculado valores caracteristicos y vectores
caracteristicos. Salvo algunas excepciones, los ejemplos se han referido a
matrices de 2X 2y 3 X 3; no porque las aplicaciones practicas tengan solamente
2 6 3 variables sino porque de otra manera los célculos habrian sido muy te-
diosos.

La situacion ha cambiado con el uso difundido y reciente de las calculadoras
y las computadoras. Los asombrosos avances de los (ltimos afios en la teoria
de métodos numéricos para resolver ciertos problemas, han posibilitado reali-
zar con rapidez y exactitud los célculos mencionados en el parrafo anterior,
con matrices de orden mucho mayor.

Sin embargo, el uso de computadoras presenta nuevas dificultades. Las
computadoras no almacenan ntimeros como 2, 73, 2, y 7. En cambio, todas
las computadoras usan lo que se llama aritmética en punto flotante. En este
sistema, todo nimero se representa en la forma

x=%0.d,dy - d, x10" | 1)

donde d,, d,, ..., d, son digitos individuales enteros positivos y n es entero.
Cualquier niimero escrito en esta forma se denomina nimero en punto flotan-
te. En la Ecuacién (1) al nimero +.d,d, - - - d, se le llama mantisa y al nime-
ro n se le denomina exponente. El nimero k se denomina niimero de digitos
significativos de la expresion.

Diferentes computadoras tienen diferentes capacidades en el intervalo de los
nimeros que se pueden expresar en la forma de la Ecuacién (1). Los digitos
suelen representarse mas en forma binaria que en forma decimal. Una compu-
tadora de uso comun, por ejemplo, utiliza 28 digitos binarios. Como 2% =

383
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268 435 456, podemos usar los 28 digitos binarios para representar cualquier
numero de ocho digitos, por lo tanto k = 8

7.1 e Elerror en los calculos numéricos 385

Sa:IX*_xi (2)

Ejemplo 1

Los numeros siguientes estdn expresados en la forma de punto flotante:

i. 1=0.25

ii. 2378=02378x10*

iii. —0.000816=—0.816x 1073
iv. 83.27=0.8327x10?

En la mayoria de los casos es mas interesante el error relativo €,, que se define
como

E3

X

Si el namero de digitos significativos fuera ilimitado, no tendriamos proble-
mas. Pero casi siempre que se introducen numeros en la computadora, los
errores se empiezan a acumular. Esto puede suceder de dos maneras:

i. Truncamiento: Todos los digitos significativos después del k-ésimo simplemen-
te son ‘‘cortados’’. Por ejemplo, si se usa truncamiento, %= 0.666666...
se almacena (con k =8) como 2= 0.66666666 % 10°.

ii. Redondeo: Sid,, =5, entonces se suma 1 a d,y el namero resultante se
trunca. De no ser asi, simplemente se trunca el niamero. Por ejemplo, con
redondeo (y k=38), -f se almacena como 2=(.66666667 x 10°.

Ejemplo 2

Podemos ilustrar como se almacenan algunos nimeros con truncamiento y re-
dondeo utilizando ocho digitos significativos:

Nimero Numero truncado : Nimere redondeado
5 0.26666666 x 10" 0.26666667 x 10*

i 0.31415926 x 10" 0.31415927 x 10*
~2 -0.17543859x 107! —0.17543860x 107!

Los errores de redondeo o truncamiento aislados no parecen ser muy signifi-
cativos. Sin embargo, cuando hay miles de pasos de computo, el error acumu-
lado puede ser devastador. Entonces, al plantear cualquier esquema numeérico,
es necesario saber no solamente si se obtendrd la respuesta correcta, tedrica-
mente, sino también cuantos errores de redondeo se acumularan. Para mante-
ner el control, definimos dos tipos de error. Si x es el valor real de un ntimero y

. .
x* es el nimero que aparece en la computadora, entonces el error absoluto €,
esta definido como

Ejemplo 3 Sea x=2y x*=2.1. Entonces g,=0.1 y £,=0.1/2=0.05. Si x;, =2 000 y x,*=

2 000.1, entonces nuevamente g,=0.1. Pero ahora ¢, =0.1/2 000=0.00005. La
mayoria de las personas estaran de acuerdo en que el error de 0.1 del primer
caso es mas significativo que el error de 0.1 del segundo.

Gran parte del analisis numérico se refiere a cuestiones de convergencia y es-
tabilidad. Si x es la solucion de un problema y nuestro método de computo nos
da valores aproximados x,, entonces el método converge si, teéricamente, x,, se
aproxima a x cuando » crece. Si se puede demostrar, ademas, que los errores
de redondeo no se acumulan de modo que hagan la respuesta incierta, enton-
ces el método es estable.

Es facil dar un ejemplo de un procedimiento en el que el error de redondeo
sea muy grande. Supongamos que deseamos calcular y =1/(x—0.66666665).
Para x= §~, si la computadora trunca, entonces x=10.66666666 y y =
1/0.00000001 = 108 = 10 x 107. Si la computadora redondea, entonces x =
0.66666667 y y = 1/0.00000002 = 5 x 107. La diferencia es enorme. La res-
puesta correcta es 1/(3— 2% — 60 000 000 =6 x 107

100000000
En este capitulo examinaremos varios esquemas para resolver sistemas de
ecuaciones y calcular valores caracteristicos y vectores caracteristicos. Cuando
sea posible, también trataremos convergencia y estabilidad. Esto no es mas
que una vista superficial de métodos numéricos; sin embargo, existen libros y
cursos dedicados enteramente a este tema. Para un tratamiento mas completo,
deberia consultar las siguientes obras:

REFERENCIAS SOBRE ALGEBRA LINEAL NUMERICA

1. Blum, E. K. Numerical Analysis and Computation: Theory and Practice.
Reading, Mass.: Addison-Wesley, 1972.

2. Burden, R. L., J. D. Faires, y A.C. Reynolds. Numerical Analysis. Boston:
Prindle, Weber and Schmidt, 1978.

3. Conte, S. D. Elementary Numerical Anaiysis, 2a Ed. Nueva York: McGraw-
Hill, 1972.
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4. Faddeev, D. K. y V. N. Faddeeva. Computational Methods of Linear
Algebra. San Francisco: Freeman, 1963. '

5. Fox, L. An Introduction to Numerical Linear Algebra. New. York: Oxford
University Press, 1965.

A pesar de que no se incluyen programas de computadora en este capitulo,
se dispone de un suplemento especial de este libro (en inglés), que trata de pro-
gramacion en BASIC e incluye varios programas que deberia ensayar el lector.

Problemas 7.1

En los Problemas del 1 al 13 convierta el niimero a un niimero en punto flotan-
te con ocho decimales de exactitud. Trunque (T) o redondee (R) de acuerdo
a lo que se pida.

1. 3(D 2.} 3. —0.000035 4. 3(R)

5. (D) 6. (D 7. 5 (R) 8. —182(T)
9. —182(R) 10. 237,059,628 (T) 11. 237,059,628 (R)

12. —23.7x10" 13. 8374.2x107*

En los Problemas del 14 al 21 se da el nimero x y una aproximacion x*. En-
cuentre los errores absoluto y relativo €,y ¢,.

14, x=5; x*=0.49x 10" 15. x=500; x*=0.4999x10°
16. x =3720; x*=0.3704 x 10* 17. x=%; x*=0.12x10°

18. x=g&; x*=0.12x1072 19. x=-53; x*=-0.583%10"
20. x=0.70465; x* =0.70466 x 10°

21. x=70465; x*=0.70466 x 10°

7.2

Definicion 1

Resolucion de sistemas lineales I:
Eliminacion gaussiana con apoyo

No es dificil programar una computadora para la resolucion de un sistema de
ecuaciones lineales por el método de eliminacién gaussiana o de Gauss-Jordan
que se ha usado en este texto. Sin embargo, existe una variante del método,
que fue disefiada para reducir el error de redondeo acumulado al resolver un
sistema n X n de ecuaciones. Antes de describir este método recordemos la de-
finicién de la forma escalonada de una matriz (Definicién 1.6.2).

Forma de escalonamiento de renglones. Sea A una matriz de m X n. Entonces 4
estd en forma escalonada por renglones si

i. Todos los renglones que tienen sélo ceros aparecen en la parte inferior de
la matriz.
ii. El primer nmero (a partir de la izquierda) de cualquier renglon que no
tiene solo ceros es un 1.
iii. Si dos renglones sucesivos no tienen solamente ceros, el primer 1 del
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renglon inferior aparece més a la derecha del primer 1 del renglon supe-
rior.

Nota. Si A es una matriz triangular superior de n X » con numeros 1 en la
diagonal principal, entonces es facil verificar que 4 est4 en forma escalonada.

Del Capitulo 1, es evidente que cualquier matriz se puede reducir a la forma
escalonada mediante eliminacion gaussiana. Sin embargo, hay un problema de
computo con este método. Si dividimos entre un nimero pequefio que ha sido
redondeado, el resultado puede contener un error de redondeo significativo.
Por ejemplo, 1/0.00074 =~ 1351 mientras que 1/0.0007 = 1429. Para evitar este
problema, utilizamos un método llamado eliminacion gaussiana con apoyo (0
pivoteo) parcial. La idea es dividir siempre entre la componente mayor de una
columna, evitando asi, en lo posible el tipo de error ilustrado anteriormente.
Describiremos el método con un ejemplo simple.

Ejemplo 1

Solucién

Resuelva el siguiente sistema mediante eliminacién gaussiana con apoyo parcial:

Xi— X+ x3= 1
—3x,+2x,—3x;=—6
2x,—5x,+4x,= 5

Paso 1. Escriba el sistema en forma de matriz aumentada. De la primera co-
lumna con componentes diferentes de cero (llamada columna de apoyo) selec-
cione la componente con el mayor valor absoluto. A este elemento se le llama
apoyo (o pivote):
1 -1 1 1
apoyo —— @ 2 -3 |-6
2 =5 41 5

Paso 2. Ordene los renglones para desplazar el apoyo hasta arriba:

2 -3 1]-6 (se intercambiaron los

1 -1 1 1 renglones primero y se-
7 -5 4 5 gundo)

Paso 3. Divida el primer renglén entre el apoyo:

1 -2 12 ‘ ,

(el primer renglon
I -1 1]1 se divide entre —3)
2 -5 415

Paso 4. Sume miltiplos del primer renglon a los otros renglones para hacer
que todos los otros elementos de la columna pivote sean iguales a cero:

1 -3 1 2 (el primer renglén se multiplica por
0 -4 0]-1 — 1y —2ysesuma a los renglones
0 -4 2 1 segundo y tercero)



388

CAPITULO 7 » METODOS NUMERICOS

Paso5. Cancele el primer renglén

y realice los pasos del 1 al 4 en la submatriz
resultante: . :

nuevo pivote

(se intercambian los ren-
glones primero y segun-
do de la submatriz)

(el nuevo primer renglén
se divide entre el apoyo)

(el nuevo primer renglén se
multiplica por + y se suma al
nuevo segundo renglon)

Paso 6. Continte de esta manera hasta que la matriz esté en forma escalonada:

nuevo pivote

(el nuevo primer
renglon se divide
entre ¢l apoyo)

Paso 7. Haga una sustitucion de regreso para encontrar la solucién (si es que

hay alguna) del sistema. Evidentemente, tenemos que Xx; = 6. Entonces x, —
3

6 — 3 .
11X3 = —17 O bien

X2 =i =+ i(6) =3

Finalmente , x; —3x,+%x; =2 o bien
X1 =2+3x,—x;=2+2(3)—6=—2

La solucion tnica esta dada por el vector (—2,3,6).

Observacién. Este ejemplo ilustra el hecho de que es tedioso e ineficiente usar

A con mayor valor absoluto, y no simplemente el elemento en la primera co-
lumna diferente de cero. El problema con este método es que comunmente im-
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plica una nueva designacion de variables cuando se intercambian las columnas
para traer el pivote a la primera columna. Por esta razén el método de pivoteo
0 apoyo parcial descrito anteriormente es mas utilizado.

Examinaremos ahora el método aplicado a un sistema mas dificil desde el
punto de vista de cédmputo. Los calculos se hicieron con una calculadora ma-
nual y se redondearon a seis digitos significativos.

Ejemplo 2 Resuelva el sistema
2x,=35x,+ x3=22.35
—5x;+ 3x,+3.3x;=-9.08
12x,+7.8x,+4.6x;= 21.38

Solucion Al usar los pasos descritos anteriormente, obtenemos sucesivamente

2 35 1 | 2235 78 46 21.38
5 3 33 —9.08)——» 5 3 33)-9.08
@ 78 4.6/ 2138 2 -35 1 | 2235

pivote __~

!
-5 3 33 ] -9.08
AL

22.35
a1 0.65 0.383333 1.78167)

( 1 0.65 0.383333 | 1.78167)
M)

2 =35 1

—1{ 0 6.25) 5.21667 |—0.17165
—-4.8 0.233334 | 18.7867
nuevo pivote

0 1 0.834667 | —0.027464
0 —4.8 0233334 | 18.7867

(l 0.65 0.383333 1.78167)
A, L,(4.8)

(1 0.65 0.383333 1.78167 )
M(gs3)

oo 1 0834667 | -0.027464
00 .@) 18.6549
/

nuevo pivote —

M, Grriyea)
—

0 1 0.834667 | —0.027464
00 1 | 4.40001

La matriz estd ahora en forma escalonada por renglones. Al sustituir de regre-
so obtenemos

(1 0.65 0.383333 | 1.78167)

X =4.40001
X, = —0.027464 - 0.834667 x5 = —0.027464 — (0.834667)(4.40001)
=—3.70001
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X = 1.78167-—(0.65)()52)—(0.383333)x3 =1.78167 —(0.65)(—3.70001)
—(0.383333)(4.40001) = 2.50001 ' '

La solucion correcta es x, = 2.5, X, = 3.7y x; = 4.4. Nuestras respuestas son,
sin duda, muy exactas.

Observacién. Este ejemplo ilustra el hecho de que es tedioso e ineficiente usar
este método sin una calculadora, especialmente si se requieren varios digitos
significativos de exactitud.

El siguiente ejemplo muestra como el pivoteo puede mejorar significativa-
mente las respuestas. Aqui redondeamos a s6lo tres digitos significativos, por
lo que se introducen mayores errores de redondeo.

Ejemplo 3

Considere el sistema

0.0002x, —0.00031x,+0.0017x5 = 0.00609

5x, —=T7x, ~6x;="7
8x, +6x, +3x,=2
La solucion exacta es x, = —2, X, =1, x;=4. Resolvamos el sistema primera-

mente mediante eliminacién gaussiana sin apoyo o pivoteo, redondeando a tres
digitos significativos.

0.0002 —0.00031 0.0017 | 0.00609 1 -1.55 8.5]305
M, (t)
5 -7 6 7 ) (5 -7 6 7 )
8 6 3 [ 2 8 6 3 2

::j((:g; (1 -1.55 8.5 t 30.5) s (1 —1.55 8.5 30.5)
— |0 075 -365 |-146 | =75 o 1 —48.7 | —195
0 184 —65 [ —242 0 184 —65 —242
A1.3<—18-4)(1 —1.55 8.5 30.5) ) (1 -1.55 8.5] 30.5 )
— {0 1 -48.7 | =195} 2=, |0 1 —48.7 | —195
0 0 831 3350 0 0 1 4.03

Esto produce
x5;=4.03
X, =-195-+(48.7)(4.03)=1.26
Xy =30.5+(1.55)(1.26)—8.5(4.03) = —1.8
Aqui los errores son significativos. Los errores relativos, dados como porcen-
tajes, son
-0.2

(592
Xi: €. = ““"‘310/0

2

0.26 o
X, g = T—\=26/{)

7.2 ¢ Resolucion de sistemas lineales I: Eliminacion gaussiana con apoyo 391

0.03 o
X e,:l—4 l=0.75/€

Repitamos ahora el procedimiento con pivoteo. Obtenemos (los pivotes apare-
cen dentro de un circulo)

0.0002 —0.00031 0.0017 | 0.00609
5 ~7 6 7
® 6 3 |2
- 6 3 2
— 15 —7 6 7
0.0002 —0.00031 0.0017 | 0.00609
1 0.75 0.375 | 0.25
ﬂ(s —7 6 7
0.0002 —0.00031 0.0017 | 0.00609
AL=D 1 075 0.375 | 0.25
15(-70.0002) [
A—‘-__)(o 413|575 )
0  —0.00046 0.00163 | 0.00604
oy (1075 0.375 | 0.25
m(o 1 -0.382 !~o.532
0 —0.00046 0.00163 | 0.00604

2 Slo1 0382 |-0532
00 0.0058

=41 0.75 0.375 | 0.25
M(go07as) (

Az,;(().00046)(] 0.75 0.375 0.25 )

=00 1 -0.382 | —0.532
0 0 1 4.00

Por consiguiente,
x3=4.00
X, =—0.532+(0.382)(4.00) = 0.996
x1=0.25-0.75(0.996) —(0.375)(4.00) = —2.00

Con pivoteo v tres digitos significativos de redondeo, x, v x, se obtienen exac-
tamente y x, se obtiene con un error relativo de 0.004/1 =0.4 por ciento.

Antes de terminar esta seccioén, observemos que hay algunas matrices para
las que un error pequefio de redondeo puede tener resultados desastrosos. A
tales matrices se las lama mal condicionadas.

Ejemplo 4 Considere el sistema

X+ x,=1
x;+1.005x,=0
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Se ve facilmente que la solucion es x, =201, x,= —200. Si los coeficientes se re-
dondean, con o sin pivoteo, a tres digitos significativos, obtenemos el sistema
X+ x,=1
x;+1.01x,=0
que tiene solucion x, =101, x,= — 100. Observe que al redondear se introdujo

un error relativo de 0.005/1.005 =~0.5 por ciento en un coeficiente, pero esto
indujo un error de jcasi 50 por ciento en la respuesta final!

Existen técnicas para reconocer y tratar matrices mal condicionadas. Algu-

nas de ellas se tratan en las referencias bibliograficas enumeradas en la primera
seccion.

Problemas 7.2

En los Problemas del 1 al 4 resuelva el sistema dado mediante eliminacion gaus-

siana con pivoteo parcial. Use una calculadora manual y redondee a seis digi-
tos significativos en cada paso.

1. 2x,— x4+ x3= 03 2. 4.7x,+1.81x,+2.6x,=-—5.047
—4x,+3x,—2x,=-1.4

—3.4x,—0.25x,+ 1.1x;=11.495
3x,—8x,+3x;= 0.1

12.3%,+0.06x,+0.77x;= 7.9684
3. —7.4x,+3.61x,+ 8.0dx;= 25.1499

12.16x,— 2.7x,-0.891x5= 3.2157

—4.12x,+6.63x,—~ 4.38x;=-36.1383

4. 4.1x,—-0.7x,+ 8.3x;+ 3.9x,= —4.22
2.6x;+8.1x,+0.64x;— 0.8x,= 37.452
=5.3x,-0.2x,+ 7.4x,—0.55x,=~25.73
0.8x;—13x,+ 3.6x3+ 1.6x,=-7.7

En los Problemas 5 y 6 resuelva el sistema mediante eliminacion gaussiana
con y sin pivoteo, redondeando a tres cifras significativas. Después resuelva
el sistema en forma exacta y calcule los errores relativos de los seis valores

calculados.

5. 0.1x,+0.05x,+0.2x;= 1.3 6. 0.02x,+0.03x,—0.04x, =—0.04
12x,+ 25x,— 3x;=10 16x+ 2x,+ 4dx,= 0
=Tx,+  8x,+ 15x;3= 2 50x;+ 10x,+ 8x;= 6

7. Demuestre que el sistema

x,+ x> =50
x,+1.026x, =20

esta mal condicionado si se hace el redondeo a tres cifras significativas. ;Cual es el
error relativo aproximado que se induce por redondeo en cada respuesta?
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8. Haga lo mismo para el sistema

—-0.0001x,+x,=2

—x+x,=3

703

Tabla 7.1

Resolucion de sistemas lineales Il:
Métodos iterativos

En la seccién anterior presentamos un método para resolver sistemas lineales
directamente. Esto es, llevamos a cabo un ntimero fijo de pasos para llegar a
una sola respuesta. En anélisis numérico este procedimiento es la excepcion,
més que la regla. Un procedimiento mucho mas comuin es el iterativo. En el
metodo iterativo la idea es obtener una secuencia de aproximaciones a la solu-
cién. Si todo sale bien, esta secuencia converge a la solucién correcta, en el
sentido de que cada término o iferacidn en la secuencia es una aproximacion a
la solucion, mejor que la que la precede.

Para tener una idea de este método iterativo, considere el siguiente algorit-
mo para calcular V2.

x",1=l(xn+—2—\) )
2 n

Esto significa que empezamos con un valor x,y usamos la Ecuaci6n (1) para
calcular x,; a continuacion usamos (1) para calcular x, y asi sucesivamente. En
la Tabla 7.1, los calculos se hicieron en una calculadora manual con 10 digitos
significativos de precision. Es evidente que el método converge muy rapida-
mente a la respuesta correcta.

n Xn 2/x, X, +(2/x,) Xps1 =31 %0 +(2/x,)]
0 1.0 2.0 3.0 1.5

1 1.5 1.333333333 2.833333333 1.416666667

2 1.416666667 1.411764706 2.828431373 1.414215686

3 1.414215686 1.414211438 2.828427125 1.414213562

4 1.414213562 1.414213562 2.828427125 1.414213562

Existen dos técnicas iterativas comanmente usadas para resolver un sistema
de ecuaciones Ax = b: el método de Jacobity el método de Gayss-Seidel . Es-

* El método que se usa aqui, llamado método de Newton, fue descubierto en el siglo XVII por
Isaac Newton.

+ Vea la resefia biografica que aparece en la pagina 394.

1 Encontramos al gran Carl Friedrich Gauss en el Capitulo 1. Asi mismo, P.L.V. Seidel (1821-1896)
fue otro matematico aleman.
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tos métodos se usan bajo ciertas condiciones especiales. Si A esta mal condi-
cionada, por ejemplo, entonces como hemos visto, ciertds técnicas directas
fallan. Si la matriz A tiene un gran nimero de ceros (A4 recibe. entonces el
nombre de matriz dispersa), las técnicas iterativas a menudo producen mejores
resultados con menor trabajo. Sin embargo, los dos métodos no siempre con-
vergen. Después de describirlos, examinaremos algunas condiciones bajo las
cuales los métodos convergen siempre. En la siguiente discusion supondremos
que el det A #0, de modo que el sistema tenga una solucién Gnica.

I. Método iterativo de Jacobi. Ilustremos el método mediante la solucién de un
sistema particular. Primero notamos que, debido a que det 4 # 0, A no tie-
ne columnas cero. Entonces, posiblemente mediante un reordenamiento de los
renglones de A podemos obtener una nueva matriz de coeficientes A’ con ele-
mentos diagonales distintos de cero (Problema 14). Entonces suponemos que
para la matriz A de nxn, A= (a,), a;#0parai=1,2, ..., n.

Carl Gustav Jacob Jacobi, 1804-1851

Hijo de un prospero banquero, Carl Gustav Jacob Jacobi nacié en
Potsdam, Alemania, en 1804. Cursé sus estudios en la Universidad
de Berlin, en donde recibioé su doctorado en 1825. En 1827, fue de-
signado Profesor Extraordinario de Matematicas en la Universidad
de Konigsberg. Jacobi dio clases ahi hasta 1842, afio en que regre-
s6 a Berlin con una pension del gobierno prusiano. Permanecié en
esa ciudad hasta su muerte en 1851.

Un escritor prolifico de tratados matematicos, Jacobi fue mejor
conocido, en su tiempo, por los resultados que obtuvo en la teoria
de las funciones elipticas. Actualmente, sin embargo, es mejor re-
cordado por su trabajo en los determinantes. Fue uno de los dos
mds creativos autores que desarrollaron la teoria de los determinan-
tes; el otro fue Cauchy. En 1829, Jacobi publicé un articulo acerca
de dlgebra que contenia la notacién del jacobiano que utilizamos
en la actualidad. En 1841, publico un extenso tratado con el titulo
De determinantibus functionalibus, que estaba dedicado a los re-
sultados del jacobiano. Jacobi puso en relieve la relacion entre ja-
cobiano de funciones de varias variables y la derivada de una funcién
de una variable. También demostré que n funciones
de 7 variables son linealmente independientes si y s6lo si su jacobiano no es idénticamente
igual a cero.

Ademds de ser un gran matematico, Jacobi fue considerado el mejor maestro de matema-
ticas de su generacion. Inspir6 e influy6 en un sorprendente niimero de estudiantes. Para
disuadir a sus alumnos de dominar grandes cantidades de matematicas antes de emprender
su propia investigacion, Jacobi solia expresar: “‘El padre de cada uno de ustedes nunca se
habria casado, y ustedes no habrian nacido, si él hubiera insistido en conocer a todas las
muchachas del mundo antes de casarse con una.”’

Jacobi creia firmemente en la investigacién en las matemadticas puras y frecuentemente
la defendia contra la argumentacién que sostenia que la investigacion debe ser siempre apli-

cable a algo. Dijo una ocasién: ‘‘El verdadero fin de la ciencia es la honra de la mente hu-
mana.”’

Carl Gustav Jacob
Jacobi
(Historical Pictures
Service, Chicago)
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Ejemplo 1

Solucion

Resuelva el sistema
4.4x,-2.3x,+0.7x;=—-7.43
0.8x;+2.5x,+1.1x,=12.17 2)
—=1.6x,+0.4x,—-5.2x,=26.12

Los siguientes calculos se hicieron con cinco cifras significativas.

Paso 1. Escribamos el sistema (2) de modo que en la i-ésima ecuacidn, x; se

expresa en términos de las otras variables:

7.43 2.3 0.7
+

Xy

METT L Taa h g
1217 08 L1
25 25" 257

2612 1.6 0.4

X3 = 55 3.0 +§Ex2 =—5.0231-0.30769x, +0.076923x,

=-1.6886+0.52273x,—0.15909 x,

= 4.868 —0.32x,-0.44x, 3)

Xy =

Paso 2. Escogemos arbitrariamente una aproximacion inicial de la solucién:
x{0, x{0, x{9. 8i no se dispone de otra informacion, escogemos x{® = x{® =
x{0 = 0.

Paso3. Sustituimos estos valores iniciales en la parte derecha de (3) para obte-

. .7 1 1 1 .
ner una nueva aproximacion x{V, x8°, x{:

x(V=-1.6886+0-0=—1.6886
x$7= 4868 —0-0= 4.868
x"=—-5.0231-0+0=-5.0231

Paso4. Usamos los valores calculados en el Paso 3 para calcular x @, x{, x{:
y continuar en esta forma para generar las secuencias {x{"}, {x"}, {x{"}.
xP=-1.6886+0.52273x5" - 0.15909x%"
=1.6886+0.52273(4.868)—0.15909(—5.0231) = 1.6552
x=4.868—0.32x{" —0.44x
=4.868—0.32(—1.6886)—-0.44(—5.0231) = 7.6185
x§?=-5.0231-0.30769x{" + 0.076923x{"
=-5.0231-0.30769(—1.6886) + 0.076923(4.868) = —4.1291

Continuamos de esta manera y obtenemos la Tabla 7.2 (redondeada a cinco
cifras).

Parece (como podemos ver desde la iteracion 8) que las secuencias conver-
gen a los valores x, =2.5, x,=6.4, Xx,= —5.3. Esto se puede verificar por susti-
tucion directa. Note que, al menos en este problema, las iteraciones de Jacobi
convergen, aunque mas bien lentamente. El método de Gauss-Seidel puede
aumentar la rapidez de la convergencia.
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Tabla 7.2
Iteracién xi x40 : x5
0 0 0 0
1 —1.6886 4.868 —5.0231
2 1.6552 7.6185 —4.1291
3 2.9507 6.1551 —4.9464
4 2.3158 6.1002 —5.4575
5 2.3684 6.5282 —5.2664
6 2.5617 6.4273 —5.2497
7 2.5063 6.3581 —5.3169
8 2.4808 6.4054 —5.3052
9 2.5037 6.4084 ~5.2937
10 2.5034 6.3960 -5.3005
11 2.4980 6.3991 -5.3014
12 2.4998 6.4013 —5.2995
13 2.5006 6.3998 -5.2999
14 2.4999 6.3998 —5.3002
15 2.5000 6.4001 -5.3000
1. Método iterativo de Gauss-Seidel. Si examinamos con cuidado los pasos en el
método de Jacobi, notaremos cierta ineficiencia en el Paso 3. Al calcular x{”
ya hemos calculado un nuevo valor de x{” pero en vez de éste, hemos usado
el valor anterior x, . Como las iteraciones estdn en proceso de convergen-
cia, tiene sentido utilizar la informacion disponible mas reciente.
Ejemplo 2 Resuelva el sistema del Ejemplo 1 utilizando e! método de Gauss-Seidel.
Solucién  Empezamos, como antes, con x{¥ = x{” = x{¥ = 0. Entonces, como anteriormen-

te se senald
xP=-1.6886+0+0=—-1.6886

Pero el siguiente paso es diferente. Al utilizar esta nueva aproximacion de x,,
obtenemos

x$P =4.868—0.32x" - 0.44x{” = 4.868 — 0.32(—1.6886) = 5.4084

Ahora tenemos nuevas aproximaciones, tanto para x como para x,. Si utiliza
mos estos valores en el sistema (3), tenemos que

x§=-5.0231-0.30769x{" +0.076923 x5
=-5.0231-0.30769(—1.6886) +0.076923(5.4084) = —4.0875

. Si continuamos de esta manera (siempre utilizando las Gltimas aproxima-
ciones), obtenemos la Tabla 7.3.

Tabla 7.3
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(n) (n) (n)

Iteracion X3 X3 X3

0 0 0 0
1 —1.6886 5.4084 —4.0875
2 1.7888 6.0941 -5.1047
3 2.3091 6.3752 —5.2432
4 2.4780 6.3820 ~5.2946
5 2.4898 6.4009 —5.2968
6 2.5000 6.3986 -5.3001
7 2.4993 6.4003 —5.2998
8 2.5002 6.3998 —5.3001
9 2.5000 6.4000 -5.3000

10 2.5000 6.4000 —-5.3000

Nuevamente nuestro resultado es x,=2.5, x,=6.4, x;= —5.3. Note que las
iteraciones de Gauss-Seidel convergen mas rapidamente que las iteraciones de
Jacobi.

Definicion 1

Advertencia. . Generalmente (pero no siempre) el método de Gauss-Seidel es mds efi-
ciente que el de Jacobi. En el Ejemplo 7 encontramos un sistema para el que las
iteraciones del método de Jacobi convergen (lentamente) pero las iteraciones del
método de Gauss-Seidel divergen. Lo opuesto es también posible (vea Problema 13).

Iil. Convergencia. Como se menciond anteriormente, estos dos métodos no
siempre dan una secuencia de iteraciones que converge. A continuacion cita-
mos varias condiciones que aseguran la convergencia de las iteraciones. La demos-
tracion estd fuera del alcance de este texto, sin embargo, para un buen tratamien-
to del problema consulte el libro de Fox, citado anteriormente.

Sea
di; Qg2 0 Qi
Qa1 G * " Gop
A=
anl an2 e Ann

Entonces A tiene diagonal estrictamente dominante si en cada renglon el valor
absoluto del elemento diagonal es mayor que la suma de los valores absolutos
de los elementos fuera de la diagonal. Esto es:
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|la;|> ||+ aa|+ - - - +|ai,i—1i+‘ai,i+1l+ Cta] = }: laij‘ (4
i=1
para i=1,2,...,n =

44 =23 0.7

Ejemplo 3 lamatrizA={ 0.8 2.5 1.1} tiene diagonal estrictamente dominante
-1.6 04 -52
porque
|4.4/>]-2.3]+]0.7|=3
12.5]> 10.8]+]1.1]=1.9
y
|-5.2|>|-1.6]+]0.4|=2
Ejemplo 4 Considere el sistema
X, +3x,— x3= 6
4%, — X+ x3= 5 3)
X1+ Xo—T7x3=-9
1 3 -1
La matriz A=§4 -1 1) no tiene diagonal estrictamente dominante. Sin
1 1 -7
embargo, si intercambiamos las primeras dos ecuaciones del sistema (5) (lo
cual, por supuesto, no cambia las soluciones), entonces la matriz del sistema
4 -1 1
reordenado es § 1 3 -1}, que s/ es de diagonal estrictamente dominante.
1 1 -7
La importancia de que los sistemas tengan matrices de coeficientes con
diagonal estrictamente dominante, esta dada por el siguiente teorema. El
Problema 19 pide su demostracion.
Teorema 1 Si A tiene diagonal estrictamente dominante, entonces las iteraciones de am-

bos métodos, el de Jacobi y el de Gauss-Seidel, convergen a la solucién tnica
de Ax=b para cualquier vector b.

Nota, Dado que la matriz de los Ejemplos 1 y 2 tiene diagonal estrictamente

dominante, sabemos antes de hacer cualquier calculo que ambas secuencias de -

iteraciones convergen.
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Observacion. Como veremos en el Ejemplo 6, existen matrices que 7o son de dia-
gonal estrictamente dominante y, sin embargo, ambas secuencias de iteraciones
convergen.

Sea A una matriz de n X n. Denotemos como L a la matriz de n X n que
tiene los elementos de 4 que se encuentran en la parte inferior de la diagonal prin-
cipal y ceros en los demds lugares; D es la matriz de # X n con los mismos ele-
mentos diagonales de 4 y cero el resto; U es la matriz con los elementos de A
arriba de la diagonal principal y ceros en los demas lugares. A L, Dy U se las
llama partes triangular inferior, diagonal y triangular superior de A, respecti-
vamente. Claramente tenemos que

A=L+D+U 6)
1 2 3 0 0 0 1 00
Ejemplo5 Sea A={4 5 6. Entonces L={4 0 0], D=|0 5 O) y U=
7 8 9 7 8 0 0 0 9
0 2 3
0 0 61
0 0 0
Teorema 2 Si r(A) denota el valor absoluto del valor caracteristico de A con mayor valor
absoluto, entonces, en relacion con el sistema Ax=b con det 4 #0:
i. Las iteraciones de Jacobi convergen si y solo si
r[DM(L+U)]<1 (7)
ii. Las iteraciones de Gauss-Seidel convergen si y solo si
r(D+L)"'Ul<1 (8
Ejemplo 6 Sca A = (i’ 3); entonces L = (0 0), D = (2 0), U= (O 3), D =

1 3 1 0 0 4 0 0

<§) 1), DY {L+U)= (Ol 6), y los valores caracteristicos de D YL + U) son
4

:l:\/g. Entonces tenemos que r[D'(L + U)]= «/g De manera similar, encontra-

4

W N

mos que (D+L) U= (0

0 _.)con valores caracteristicos 0 y —3. Entonces

oof
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f[(D+ L) 'U]=3. Esto nos da un ejemplo de una matriz que no tiene diagqnal
estrictamente dominante, pero tanto el método de Jacobi como el de Gauss-Seidel
convergen.

Ejemplo 7

1 0 1 0 0 O 1 0 0
Sea A={-1 1 0}. Entonces Lr(—l 0 0), D=0 1 0y v
1 2. - 1 2 0 0 0 -3

0 0 1 1 0 0 )
U={0 0 0} Encontramosque D '={0 1 0] y DHL+U)=
0 0 O 0 0 —3

10 0/0 01 0 01
(01 o)(—1oo): -1 00
00 -4/\1 20 -3 -3 0

La ecuacién caracteristica de D=L + U)es N> + N/3 — 2 = 0con r.ax’ces
aproximadas \, = 0.748, A\, =~ —0.374 + 0.868i, y \; = —0.374 — 0.868i. Te-
nemos |\, = 0.748, |\,| = |\y| = +0.374°+0.868% = 0.945. Entonces
FID-NL + U)] = 0.945 y las iteraciones de Jacobi convergen. Por otra par-
te, encontramos que

1 0 0
D+L:(—1 1 0) y
1 2 -3

10 0/ 01, (001
(D+L)"1U:-r(1 1 0)(0 0 0)={o 0 1
12 -4/\0o oo \o o1

La ecuacion caracteristica de (D + L)' Ues =N (A — 1) = O.de rnpdo que
N =X =0,y =1yrl{(D+ L)y'U} = 1. Entonces las iteraciones de
Gauss-Seidel divergen.

Observacion 1. Se puede demostrar ademas, que la rapidez de convergencia en los

" 1 | -
dos métodos depende de los valores de r[D—'(L + U)] yi D+ LYy UL 'Cuan
to menor sea el valor de r, tanto més alta serd la rapidez de convergencia.

Observacion 2. Denotemos por |A| el maximo de las sumas de las normas de los
elementos de los renglones de 4 (vea Ecuacion 6.7.11).

A= max ¥ la,] ©)

i=i=n

S se utiliza el teorema del circulo de Gershgorin (vea Problema 18), no es dificil
demostrar que para cualquier matriz 4 de nxn,

rA)=<|Al (10)
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De modo que el resultado siguiente se deriva directamente del Teorema 2.

Teorema 3 Si A,D,L y U se definen como en el Teorema 2, entonces:

i. La secuencia de iteraciones de Jacobi converge si

ID-YL+U)<1 (11)

ii. La secuencia de iteraciones de Gauss-Seidel converge si

(D+L)'Ul<1 (12)

Ejemplo 8 Sea A =(

1,
2

s

1

i

0
1 1). Entonces A no es de diagonal estrictamente dominante,
1
s 0
2

sin embargo aun ast podemos demostrar que las iteraciones de Gauss-Seidel

1 0 0 1 0 0
convergen. Para D + L = 1 0>, (D+L)"1=(— 0) y

1
2
0 1 i 1

[SIES IR

O D
O
p S—
—
OO o
OO ©
[ RSN T
e
I
——
oo o
O Do O
bLMmN:,—
S —

1
(D+LYy'U= (~§
1
2

Entonces [(D+L) 'U|=2<1.

iv. Anlisis del error, o ;cudndo hay que detenerse? Al resolver problemas mediante
métodos iterativos, siempre existe el problema de determinar cudndo parar. Hay
dos formas de tomar esta decisién. En la primera, el acuerdo es parar después
de un niimero fijo de iteraciones, digamos 10 ¢ 20. Sin embargo, como no sabe-
mos cudntas iteraciones se van a requerir para obtener una solucién razona-
blemente exacta, este método no es muy ttil.

Una alternativa mejor es parar cuando el error relativo ¢, es suficientemente pe-
quefio. Recordemos que

x¥—x

g, =

(13)

X

donde x es la solucion exacta y x* es la aproximacién. Por supuesto, no pode-
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Tabia 7.4

mos calcular €, en forma exacta porque no conocemos la respuesta exacta x (si_

la conociéramos, no tendriamos ningtin problema en primer lugar). Sin embar-
g0, para muchos esquemas numeéricos, podemos estimar el error relativo en el
esquema de iteracion mediante la férmula

o = (14)

X (n) __ x(n'—l)
(n)
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Problemas 7.3

La Formula (14) se puede explicar de la manera siguiente: si sabemos que el es-
quema converge, entonces la iteracion x® se acerca mas y mas a la respuesta
“correcta’ x. Entonces el error absoluto €, = |x"™— x| se acerca a cero. Pero en-
tonces, como x"=x, tenemos que|x™ —x""Vj=|x"™ — x|.Esto significa que la
Foérmula (14) se acerca al verdadero error relativo

(n)

X=X

g, =

X

Entonces acordamos parar cuando €™ es menor que algin valor convencional

de €. Comanmente €=0.1, 0.01, 0.001, o algin valor similar.

Supongamos que en el Ejemplo 1 acordamos iterar hasta que el error relati-
vo estimado ¢ en el calculo de x, sea menor que 0.01. A partir de la Tabla 7.2
obtenemos la Tabla 7.4

En este caso habriamos parado después de la novena iteraciéon. Esto nos
habria dado la estimacion x,~2.5037. Como x,=2.5, el error relativo verda-
dero es 0.0037/2.5=0.00148. Aparentemente, este método solamente nos da
una medida burda del error relativo. Sin embargo, es facil calcular las aproxi-
maciones €™ En condiciones de convergencia, nos proporciona una medida ra-

zonable de cudnto se acerca uno a la respuesta correcta.

n n-1
Iteracién x{ X —xP £ = xi" = xS )I
v X0
0 0
1 ~1.6886 1.6886 1
2 1.6552 3.3438 2.0202
3 2.9507 1.2955 0.43905
4 2.3158 0.6349 0.27416
5 2.3684 0.0526 0.02221
6 2.5617 0.1933 0.07546
7 2.5063 0.0554 0.02210
8 2.4808 0.0255 0.01028
9 2.5037 0.0229 0.00915
10 2.5034 0.0003 0.00012

En los Problemas del 1 al 6 determine si la matriz dada es de diagonal estricta-
mente dominante.

s () 2 (i 3)

£
mm—
|
Rl= Nl ek
W=
|
R [
(7]
—
RN
T S
=R N

En los Problemas del T al 12 resuelva el sistema dado mediante el método de Ja-
cobi y el método de Gauss-Seidel. Realice sus cdlculos hasta que el error relativo
estimado £/" sea menor que el nimero dado dentro del paréntesis. Empiece con
todas las aproximaciones iniciales iguales a cero y utilice cinco digitos significativos.

7. 2%— x,=7 8. 33x,-27x,=-0.6
3x,+5x,=4 (0.01) —4.2x,+8.3x,=11.95 (0.001)

9. 3x;— x,+ x3= 4 10. 3.8x;+1.6x,+0.9x3= 3.72
2x,+5x,+2x;5=-5 (0.01) —0.7x;+5.4x,+1.6x;= 3.16 (0.001)
X1 +2x,+4x3=20 1.5x,+1.1x,—-3.2x,=43.78

11, 52x,+3.1x,— 1.6x3= 1.64
1.7x;+2.4x,+ 0.3x3=20.42 (0.001)
—6.3x;—3.7x,—12.6x,= 0.27
12, =3.1x,+1.9x,— 0.77x;=—12.806
0.9x,—-2.4x,+ 1.06x;= 12,165 (0.0001)
7.6x,—39x,+16.5 x;= 27.931
13. Considere €l sistema ) '
X1 +3Xy X3 =2
X+ XpHaxs =2

3%, +3x, + X3=2

a. Demuestre que la matriz del sistema no es de diagonal estrictamente dominante.

b. Empiece con x{® = x{9 = x{0 = 0.8 y demuestre que las iteraciones del mé-
todo de Jacobi oscilan hacia adelante y hacia atrds, entre los valores 0.8 y 1.2.
Esto es, demuestre que diverge la secuencia de iteraciones Jacobi.

¢. Demuestre que las iteraciones de Gauss-Seidel convergen a la solucién X =
X = X3 = 1, calculando ocho iteraciones y redondeando a cinco cifras signifi-
cativas.

* d. Explique los resultados de (b) y (¢), a la luz del Teorema 2.

* 14. Sea 4 una matrizde n X ncondet 4 # 0. Demuestre que siempre es posible reorde-
nar los renglones de 4 de manera que los elementos diagonales de 4 sean todos
diferentes de cero.

15. Sea 4 una matriz diagonal\ con detA # 0. Demuestre que r[D~(L + U)] =
ri(D + LYy~'U] = 0.

16. Sea A una matriz triangular superior o inferior invertible. Demuestre que las se-
cuencias de iteraciones de los métodos de Jacobi y de Gauss-Seidel siempre convergen.
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a b o
17. Sea A = (C d)' Demuestre que las iteraciones tanto del método de Jacobi como

las del método de Gauss-Seidel convergen siy sélo si | be/ad| < 1. Esto demuestra
que es imposible encontrar un ejemplo de un sistema de 2 x 2 donde una secuencia
de iteraciones converge mientras que la otra no.

* 18. Use el teorema del circulo de Gershgorin (Teorema 6.8.3) para demostrar que

r(A)=|A|, donde |A|=1max % lagl.
=imin Ty

%* 19. Use la parte (/) del Teorema 3 para demostrar que si 4 es diagonal estrictamente

dominante, entonces las iteraciones del método de Jacobi convergen.

7.4

Definicion 1

Calculo de valores caracteristicos y
vectores caracteristicos

Como hemos visto, el calculo de los valores caracteristicos y de los vectores carac-
teristicos de una matriz A es importante para una gran variedad de aplicaciones.
Para estimar valores caracteristicos, la tendencia natural es encontrar primero el
polinomio caracteristico p(A) = det (4 — \I) y después estimar directamente las
raices de p(7). Hay dos problemas con este enfoque; en primer lugar, los polino-
mios muchas veces estdn mal condicionados, ésto es, errores pequefios de redon-
deo en los coeficientes del polinomio pueden conducir a errores grandes en las
raices. El segundo problema es que incluso si los coeficientes de p()\) fueran exac-
tos, es dificil encontrar todas las raices de un polinomio. Por estas razones, se
han disefiado algunas técnicas para calcular valores caracteristicos y vectores ca-
racteristicos directamente. El primero de éstos se utiliza para calcular el valor
caracteristico de mayor valor absoluto.

Valor caracteristico y vector caracteristico dominantes. Sean \,, \,, ..., \, los valores
caracteristicos de A. Entonces el valor caracteristico \,, es dominante si

A > parai=2,...,n (D

Siv, es un vector caracteristico de A correspondiente a \,, entonces v, se deno-
mina vector caracteristico dominante.

Ejempio 1

Si los valores caracteristicos de 4 son —4,—2, 1, 3, entonces —4 es dominan-
te.

Ejemplo 2

Si los valores caracteristicos de 4 son —5, 3, 5, entonces 4 no tiene valor
caracteristico dominante, ya que |-5]=15].

Ahora describiremos un método, llamado método de la potencia, para cal-
cular el valor caracteristico y el vector caracteristico dominantes de una
matriz.
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I. El método de potencias. Sean \;, A, ..., \, los valores caracteristicos de 4 y
supongamos que

l)\1’>1)\2}21/\3]2 T ZI)\n‘ )
Esto es, A, es el valor caracteristico dominante. Mas aln, supongamos que
A puede convertirse en una matriz diagonal, o sea, A4 tiene n vectores ca-

racteristicos linealmente independientes u,, u,, . .., u,. Sea x, un vector
en R". Existen constantes c,, ¢,, ..., c,tales que
Xo=ciyt oyt s o, (3

Supdngase que ¢, # 0. Definimos una secuencia de iteraciones mediante la fér-
mula

Xpr1 = Axn (4)

Entonces X, =A% = Au; + AW+ - +¢,Au,
= C AU T AL+ oA,
Si continuamos multiplicando por potencias de A resulta que
X, = Ax, = A%y = A(Axy) = e, L Au + LA + - - -+ oM Al,
=c A+ A, + - e A lu,

X, = AFxo=c; A+ A bu, - - e A ke, (5)
o bien K K
X, =A"x0=~)\’{{c]u1+c2<&) Yyt +cn(ﬁ) un] 6)
Py X,
Como |A| <[\l parai=2,3, ..., n, vemos que |A/A,|* se acerca a cero a me-

dida que £ aumenta. Por lo tanto puede escribirse

X = Axo = Afewy (N

k

aj Ajciay
k

as K Aicia,

Supongamos u, = . Entonces Ajc,u; I

k

an )\ 1C1an

Ahora sup6ngase que g, es diferente de cero. Entonces formamos el-cociente
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(k+1) _ J-¢Sima componente de A**'x, A&*lcq,

T m~—— =) 8)
! J-esima componente de A*x,  Akca ! (

Esto nos da un método para calcular \,. Simplemente observamos el cociente
de las j ésimas. componentes de x ©x1Y X, ¥ dejamos que k crezca. Mas alin, una
vez que hemos encontrado ), también conocemos un vector caracteristico
correspondiente a \,, porque segin la Ecuacion D,

X = /\'fclul ‘ 9

€s un vector caracteristico correspondiente a X}, ya que Ak, esun escalar y u es
un vector caracteristico.

Advertencia. El método de potencias que se acaba de describir funciona solamente
cuando A tiene un valor caracteristico dominante.*

Ejemplo 3

Solucion

Use el método de la potencia para encontrar el valor caracteristico y el vector

. . -4 -5
caracteristico dominantes de A = 1 2).

. N , . 1
Aqui x, es arbitrario, asi que escogemos un valor simple: Xo= < . Entonces
1

-4 —5\/1\ (-
"‘:A"O:( 1 2)(1)2( :2) oy
4 —5\/— 1
"Z:Axﬁ( 1 2)( 2)2(33) o

Si continuamos de esta manera obtenemos la Tabla 7.5. Todos los resultados
estan redondeados a cinco cifras significativas.

Parece ser que o) y o convergen a — 3, que es el valor caracteristico de A y
como puede verificarse facilmente (el otro es A, =1). Mas alin, vemos que
v, = (—49209

9843
simplificar este vector, lo “‘normalizamos’’ dividiéndolo todo entre su elemento

=6

=—9 afP=3=3

21
-9

~2.3333 oP=F=-1

) es aproximadamente igual a un vector caracteristico de 4. Para

mayor {en valor absoluto) — 49,209 para obtener v/= ( 1 )z ( 1 ) Se
—0.20002 -1

* Se puede demostrar que el método de potencias funciona aun cuando A no puede convertirse
en matriz diagonal. Sin embargo, en ese caso la convergencia se logra con una rapidez menor.
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Tabla 7.5 ) -
Iteracién X, (como vector renglén) al® al

0 (1,1 — —

1 (-9,3) -9 3

2 (21, -3) —-2.3333 -1

3 (—69, 15) —3.2857 -5

4 (201, —39) —-2.9130 —2.6

5 (—609, 123) —3.0299 —3.1538

6 (1821, —363) —2.9901 —-2.9512

7 (—5469, 1095) -3.0033 -3.0165

8 (16401, —3279) —2.9989 —2.9945

9 (—49209, 9843) -3.0004 -3.0018
puede verificar facilmente que ( 11> es un vector caracteristico de A corres-

-3
pondiente al valor caracteristico A; =—3.
1. Método de potencias con normalizacién. En el ejemplo anterior vimos que el ta-
mafio de las iteraciones crece muy rapidamente. Para evitar esto, se realiza lo
que hicimos para terminar el problema: normalizar o graduar el vector x, al
dividirlo entre su componente mayor (en valor absoluto). Si denotamos como
X', a la nueva iteracién graduada, entonces
X1 = AX'k (10)
Este nuevo método, que se llama método de potencias con normalizacion, ori-
gina un vector caracteristico u cuya mayor componente es 1 y entonces es posi-
ble encontrar el valor caracteristico dominante resolviendo 1a ecuacion Au =
Au para \;.
Ejemplo 4 Realice nuevamente el Ejemplo 3, utilizando el método de potencias con nor-
malizacién.
. 1 -9
Solucién  Six,= 1) entonces x, = 3 como antes y

%5l 5)- ()

Entonces X, = AX, = (“11 "2)( 1): <"~
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de modo que

R=—72{ J={ {I= .
7\ 3 -5 —0.14286
Llevamos a cabo mads iteraciones en la Tabla 7.6.

. 1 .
Como antes, podemos concluir que v = ( 0.2 es un vector caracteristico de

A, correspondiente a \;. Asi Av = \,v 0 bien <_4 —5>( 1 \): ( Ay )’
1 2/\-02/" \~0.2a,

3 Ay ) _
que produce (O 6) ( 0.2, - Entonces \,= —3.
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caracteristico dominante con vector caracteristico u,, y sea v un vector colum-
na tal que u, - v = 1. Si la matriz B estd dada por

B :A"‘A1ulvt (11)

. « i
entonces los valores caracteristicos de B son {0, Ay, A5, ..., N} .La demos
tracién de este teorema puede consultarse en la obra de referencia de Blum

(p. 239).

Tabla 7.6
Iteracion X X (normalizado)

0 (1,1 (1,

1 (-9, 3) (1, -0.33333)

2 (—2.3333,0.33333) (1, —0.14286)

3 (—3.2857,0.71428) (1, -0.21739)

4 (—2.9131,0.56522) (1, -0.19403)

5 (~3.0299, 0.61194) (1,-0.20197)

6 (=2.9902, 0.59606) (1, —0.19934)

7 (—3.0033, 0.60132) (1, -0.20022)

8 (—2.9989, 0.59956) (1, -0.19993)

9 (—3.0004, 0.60014) (1, -0.20002)
Nota. En la Tabla 7.6 la primera componente de X, tiende a -3, como debe
ser, ya que para k grande,

X = ARl = Axf,
Pero la primera componente de X;-; es 1. De donde la primera componente
de x, = M. Esto significa que podemos encontrar A, directamente de la tabla.
lil. Deflacién. El método de potencias tiene la desventaja obvia de que nos
da solamente el valor caracteristico dominante. Hay muchas formas de calcu-
lar otros valores caracteristicos. Aqui examinamos uno de esos métodos. Pri-
meramente necesitamos el resultado siguiente.
Teorema 1 Consideremos a Ay Ay ooy N, los valores caracteristicos de 4. Sea A, el valor

Ejemplo 5

—4 =5 (1 Si
En el Ejemplo 3 teniamos que A:( 1 2) N=-3, vy u= \-1): i

1
v=( 2) entonces u,v=1y

2

-5\ (1
>+3( 1)(27
\Ts

5 25

IR RCENIE NS

-( 2)”(% )7\ ERY A

Claramente det B = 0, por tanto, cero es un valor caracteristico de B, tal corpo
se esperaba. El otro valor caracteristico de B es el segundo valor caracteristico
de A. Lo calculamos con el método de la potencia con normalizacién. Empe-

B=A-Auv = (

1
7amos con X,= <1 >, y obtenemos

(=25 —12.5)(1)2(—15)
Xl:Bx"_( 07 35/\1) \42

1
Entonces x| = <—~0.28)

(25 —12.5)( 1 >:( 1 )
y xZ:B’“'( 07 3.5/\-028/ \-0.28

1 .
Por lo tanto, sin mas problema, vemos que (_ 02 8) es un vector caracteristico

de B, correspondiente al valor caracteristico A, = 1. Consecuentemente, los

. -4 =5
valores caracteristicos de ( 1 5 son -3 y 1.

7 i ié iz de
* Observe que como u, es una matriz de n X 1 (vector columna) y v también es una matriz d
n x 1, entonces v' es una matriz de 1 X »ny u,v' es una matriz den X n.
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Nota.  No es coincidencia que Bx, sea un vector caracteristico de B si B es una
matriz de 2 X 2; esto siempre se cumple. (Vea el Problema 14, en ¢l que se
sugiere por qué es asi.) ‘

Ejemplo 6

Solucion

Tabla 7.7

4 —1 1
Calcule los valores caracteristicos de 4 = § —1 3 —2] con el método de
1 -2 3
potencias con normalizacion y deflacién.
1 4 1
Sea xo={1]. Entonces Xx;=Ax,={0]| vy x{={0 Anéalogamente
1 2 0.5
4.5 1
X,=Ax;=1 -2 1y x5 ={ —0.44444 }. Continuamos de esta manera y obtene-
2.5 0.55556
mos los valores en la Tabla 7.7.
. = primera
Iteracién Xi X, componente
0 (L,L1,1) (11,1 1
1 (4,0,2) (1,0,0.5) 4
2 (4.5,-2,2.5) (1, —0.44444, 0.55556) 4.5
3 (5,-3.4444,3.5556) (l,‘0.68888,0.7]112) 5
4 (5.4,-4.4889,4.5111) (],70.83128,0.83539) 54
5 (5.6667, —5.1646, 5.1687) (1,-0.91139,0.0 21 2) 5.6667
6 (5.8235,-5.5584,5.5591) (1,-0.95448,0.9. +60) 5.8235
7 (5.9091, -5.7726,5.7728) (1,-0.97690, 0.9 093) 5.9091
8 (5.9538, —5.8846, 5.8846) (1, —0.98838, 0.96838) 5.9538
9 (5.9768,-5.9419,5.9419) (1, —0.99416, 0.99416) 5.9768
10 (5.9883, -5.9708, 5.9708) (1, -0.99708, 0.99708) 5.9883
Resulta que las o, convergen a A, = 6 con un vector caracteristico corres-
1
pondiente w, = { —1 J. Esto se puede verificar facilmente. A continuacion en-
1 1
3
contramos un vector v tal que u,*v=1. Una seleccién obvia es v={—3
3
Entonces
1 b
wv ={ -1 (51, "’;’% = —% 3 *%
1 I 1 1
3 3 3

Tabla 7.8

7.4 ¢ Calculo de valores caracteristicos y vectores caracteristicos 411

de modo que

NI
B=A-Aauv={-1 3 -2}]-6{-1 1 -1
123\
4 -1 1 2 =2 2 21 -1
={ -1 3 =21—-1-2 2 =21=1 1 1 0
1 =2 3 2 =2 2 -1 0 1

Vemos que det B=0; entonces cero es un valor caracteristico de B. Para en-
contrar el valor caracteristico dominante de B, nuevamente usamos el método
de la potencia con normalizacion. Los resultados se presentan en la Tabla 7.8,

Ahora parece que las iteraciones convergen hacia A=3y uy=(1,3, D).
Nuevamente, esto puede verificarse facilmente. A pesar de que u, es un vector
caracteristico tanto de 4 como de B, esto no siempre sucede. (En el Ejemplo 5,

( 1 ) era un vector caracteristico de B pero no de A4.)
—0.28

oy = primerg

Iteracion . X componente de x,
0 (1,1, 1) (1,1, 1
1 2,2,0) (1,1,0) 2
2 3,2,-1) (1,0.66667, —0.33333) 3
3 (3,1.6667,—1.3333) (1,0.55556, —0.44443) 3
4 (3, 1.5556, —1.4444) (1,0.51853, —0.48147) 3
5 (3,1.5185, -1.4815) (1,0.50617,~().49383) 3
6 (3,1.5062, —1.4938) (1,0.50207, —0.49793) 3
7 (3,1.5021, -1.4979) (1,0.50070, —0.49930) 3

Finalmente, se utilizard la deflacién otra vez para encontrar el ultimo va-

1
lor caracteristico de B (y por lo tanto de 4). Hacemos v,={ 0 |. Enton-
0
1 100
ces v, = 1y uv= 2] (1,0 0= 2 0 0] yC = B-\uyvi=
-1 -1 0 0
2 2
21 -1 300 -1 1 -1
11 o) - 300) = = 1 0. Omitimos Ia ite-
-1 0 1 -5 00 3 0 1

racién, que demuestra que el valor caracteristico dominante de C es A= 1.
De modo que los valores caracteristicos de 4 son 6, 3 y 1.
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CAPITULO 7 * METODOS NUMERICOS

El método de potencias, junto con deflacion, nos da una forma razonable
de encontrar los valores caracteristicos de A, si ésta no tiene dos valores carac-
teristicos con el mismo valor absoluto y si es buena la aproximacién de cada
valor caracteristico. Por ejemplo, si A, es inexacta, el calculo de M\, mediante
deflacion puede ser bastante mds inexacta.

Hay muchas otras formas de calcular numéricamente los valores caracters-
ticos de una matriz cuadrada. Un método que funciona bien con una matriz
simétrica es el llamado método de Jacobi. La idea es calcular una secuencia
de matrices ortogonales cuyos elementos diagonales se aproximen a los valores
caracteristicos de A. Muchas de las referencias mencionadas en la Seccién 7.1
tratan este método. Finalmente, notamos que la decisién de ‘‘cudndo parar’’
puede tomarse, como en la tiltima seccién, calculando valores aproximados del

error relativo ™.

Problemas 7.4

En los Problemas del 1 al 6 calcule el valor caracteristico dominante y el vector
caracteristico de A mediante el método de potencias con normalizacion.

-2 2 8 3 —-22.3 -32
1 ) 2. ( ) 3 )
-5 1 -3 -2 12 17.7

1 -1 4 3 2 4 5 4 2
4. (3 2 —1) 5. (2 0 2) 6. (4 5 2)
2 1 -1 4 2 3 2 2 2
7. Use el método de potencias para estimar el valor caracteristico dominante de A =
1 7
(6 3>'
a. Redondee a cinco cifras significativas y contintie las iteraciones hasta que el

error relativo estimado ¢™ <0.001.

b. Calcule el valor caracteristico dominante en forma exacta. ;Cuél es el valor
exacto de g,7

8. Parala matriz A = <_1Z'32 12 29

>, siga los pasos del Problema 7. Use seis cifras
significativas.
9. Demuestre que las iteraciones del método de potencias no convergen para la matriz

-3 5
A = (_2 3). Explique por qué.

10. Haga lo mismo para la matriz A = @ ~;)

En los Problemas del 11 al 13 use deflacidn para encontrar los otros valores
caracteristicos.

11. Para la matriz del Problema 1 12, Para la matriz del Problema 3
13. Para la matriz del Problema 4
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0 . .
14. Sea 4 = (g b ) Demuestre que para cualquier vector de dos elementos x,, se tie-

ne que Bx, es un vector caracteristico de B, donde B estd definida en la Ecuacién

an.

Ejercicios de repaso © Capitulo 7

En los Ejercicios del 1 al 4 el niimero x y una aproximacion x* son conocidos.
Encuentre los errores absoluto y relativo , y e,.

1. x=-7; x*=-6.98 2. x =1000; x*=1.002x10°
3. x=2; xF=1x1072 4, x=37539; x*=3.7x10*
2 -4 6
5. Reduzca la matriz ( 1 -3 5) a la forma escalonada por rengion.
-4 9 -13

En los Ejercicios 6 y 7 resuelva el sistema dado mediante la eliminacidn gaus-
siana con apoyo o pivoteo parcial. Redondee a seis digitos significativos en ca-
da paso.

6. 3.6x,+8.2x,—6.4x,=1.26 7. 1.3x%,— 9.6x,+5.35x;= 0.515
—4.5x,—5.9x,+0.3x;=2.57 —12x,— 15x,+ 3.8x,=-71.966
0.7x,+3.6x,—4.8x,=2.15 1.06x,—-22.2x,+9.93x;= 1.809

En los Ejercicios 8 y 9 determine si la matriz dada es de diagonal estrictamente
dominante.
1 _
)
-4

-1
2 —_

En los Ejercicios 10 y 11 resuelva el sistema dado mediante los métodos de Ja-
cobi y de Gauss-Seidel. Lieve a cabo las iteraciones hasta que el error relativo
estimado ™ sea menor que el nimero dado entre paréntesis. Use seis cifras
significativas en todos los cdiculos.
10. 2.7x,—09x,+1.3x;= 6.98
—0.3x,+  x,+0.4x,=-277 (0.001)
4x,—3.3x,+9.6x;=21.79
11, 42.31x,+ 8.62x,+19.4x;3= —2.2502
—~4.73x,+80.4x,— 37 .2x; = 3.5402 (0.0001)
8.37x,+30.9x,—57.4x;= —24.0858

T

©

—
N ol
DD =t o

NI = N

En los Ejercicios del 12 al 14 estime el valor caracteristico dominante y el vec-
tor caracteristico mediante el método de la potencia con normalizacion.

8§ -2 6 3 -
12. (4 “2) 13. ( ¢ 1) 14. (~1 2 —1)
0 -1 1

15. Use deflacién para encontrar el segundo valor caracteristico de la matriz del Ejer-
cicio 13.




APENDICE

lnducc[én
matematica

La induccion matemadtica#* es el nombre sofisticado que se le ha dado a un
principio 1égico simple que puede usarse para probar afirmaciones matemati-
cas de cierto tipo. Tipicamente se usa la inducciéon matematica para demostrar
que una cierta proposicién o una cierta ecuacién son validas para todo entero
positivo. Por ejemplo, podria requerirse demostrar que 2* > n para todos los
enteros n = 1.

Para lograr esto, se procede en dos pasos.

i. Probamos que la proposicién es verdadera para algin entero N
(usualmente N = 1).

ii. Se supone que la proposicidn es verdadera para un entero k, y se de-
muestra que es verdadera para kK + 1.

Si podemos completar estos dos pasos, habremos demostrado entonces la
validez de la proposicion en cuestion para fodos los enteros mayores que o iguales
a N. Para convencerse de este hecho, razonemos como sigue: como la proposi-
cién es verdadera para N (por el paso /) también serd valida para el entero N +
1 (por el paso ii). Entonces es también cierta para el entero (N + 1) + 1 =
N + 2 (de nuevo, por el paso ii), y asi sucesivamente. Se demostrard el proce-
dimiento con algunos ejemplos.

Ejemplo 1

Solucién

Demostrar que 2" > n para todos los enteros n = 1.

i.Sin =1, entonces 2" = 2 = 2 > 1 = n, asi que 2" > n cuando
n = 1.
ii. Supdngase que 2¥ > k cuando k > 1 es un entero.

+ Esta técnica fue utilizada por primera vez en una demostracion matematica por el gran mate-
matico francés Pierre de Fermat (1601-1665).

415
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Entonces
ya que 2% = &
B =2k =k Lk S k4 k> k41
Esto completa la demostracién, ya que hemos demostrado que 2! > 1, lo cual
implica, por el paso (if), que 22 > 2y, por el paso (ii) de nuevo, que 2° >
3, 2 > 4, y asi sucesivamente.

Ejemplo 2 Usar la induccion matemética para demostrar la férmula para la adicién de
los primeros n enteros:
_nn+ 1)

1+2+3+ - +n 5

M

Solucion i, Sin = 1, la suma del primer entero es 1. Pero (1)(1 + 2)/2 = 1, asi que
la Ecuacion (1) se satisface en el caso en que n = 1.

ii. Supdngase que (1) se verifica para n = k, esto es:
_k(k + 1)

142+3+ - +k 5

@

Debe demostrarse que se cumple paran = k + 1. Esto es, hay que probar
que

k + Dk + 2)

L+243+ +k+Gk+1)= >

Pero

1+2+3 4+ +k+k+D)=U+2434 - +k+k+1)

por Oy k(k + 1)
y el
2SS kD

_ Kk + 1) + 2k + 1)
2

_ (k4 Dk +2)

2

y la demostracidén queda completa. El lector puede intentar resolver varios
ejemplos para cerciorarse de que la formula (1) funciona realmente. Por
ejemplo

1
1+2+3+4+5+6+7+8+9+10=—0§—Q=55

Ejemplo 3 Usar induccién matematica para probar la férmula para la adicién de los cua-
drados de los primeros n enteros positivos:

2 _ nn + DH2n + 1)

12+22+3%+ .. 4n ¢ (3)
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Solucién  i. Como 1(1 + 1)(2 - 1 + 1)/6 = 1 = 12, la Ecuacion (3) es valida cuando
n =1,
ii. Supodngase que la Ecuacion (3) se verifica para n = k, esto es,

k(k + DRk + 1
M D+ D) @

Entonces, para probar que (3) es cierta para n = k + 1, tenemos

12422+ 3%+ ... 4+ k?

por (4)

\ k
12+22+32+...+k2+(k+1)lgw

2
< +(k+ 1)

_ Kk + D)@k + 1) + 6(k + 1)?
6

- % [kQ2k + 1) + 6(k + 1)]

k+ 1
:%[2k2+7k+6]

- k—z—l [k + D@k + 3)]
_(k+ Dk + D206+ 1) + 11
6

que es la Ecuacién (3) paran = k + 1ylademostracién queda terminada.
De nuevo, el lector quiza desee experimentar con esta formula. Por ejemplo

17+ D27+ 1)

12422 432 4+ 42 +52 4624+ 7%= ;

78415

Ejempio 4 Si o # 1, utilizar induccién matemdtica para demostrar la formula de la suma
de una progresion geométrica:

l_an+1
1+a+az+“‘+6in=1—Aa“ (5)

Solucion i. Si #n = 0, entonces

l—a0+1_l~a

= =1
1 —a 1 —a

Asi que la Ecuacién (5) es vélida si n = 0. (Usamosn = Oenvezden =
1 puesto que a° = 1 es el primer término.)
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ii. Supdngase que (5) se verifica para n = k; esto es,"

1_ak+1
1+a+a2+~-~+a"'=——-1—_7 (6)
i Entonces, ’ /
2 k pz?i(f)\ L —d"! k+ 1
1+(1+a + -4+ a +a :l—_a"’+a
1 —d™t + (1~ ad*t 1 —-d"?
- 1 -—a T 1-a

de manera que la Ecuacién (6) también es valida cuandon = k + 1 yla
demostraciéon se completa.

Ejemplo 5 Sean A, A,, ..., A, k matrices de n X n invertibles. Demostrar que
(A A, A :A;lA;l—l" AFATT (7
Si m = 2, tenemos, por el Teorema 1.8.3, que (A, A,) ' =A3'A7". Por lo

tanto, la Ecuacion (7) se verifica para m = 2. Supondremos que es cierto si
m = ky selademostrard param = k + 1. Sea B = 4, 4, - -+ A,. Entonces

(AxAz' : 'AkAk-»l)—l=(BAk+1)71:A;i1BW1 (8)
Pero, por la hipdtesis de induccion,
Bﬁylz(AlAz‘ : 'Ak)":‘AZlAElr : 'A;Al_l 9

Sustituyendo (9) en (8) se concluye la demostracidn.

Problemas A.1

En los siguientes problemas demuestre el resultado requerido usando induccion

matemdtica.
1. Muestre que 1>+2°+3*+ - - - +n®=[n*(n + 1)*V/4.
2. Sean u, v, vy, ..., V,, B + 1 vectores en R?. Demostrar que

u- (v, + vy + -+ v)=urv tucv, o uty,
3. Demostrar que si @ # 1,
1 —(n+ Da" + na"*?
- (1= ay
4. Demuestre que si un conjunto S contiene »n elementos entonces S tiene 2" subcon-

juntos.
5. Suponiendo que todo polinomio tiene al menos una raiz, demuestre que
un polinomio de grado » tiene exactamente n raices (contando las multiplicidades).

6. Dado que det AB=det 4 det B demuestre quedet A, A, . . . A, = det A, detA,. ..
det 4,,, donde 4,, . . ., 4,, son matrices de nx n,

7. Si Ay, A,, ..., Ay son matrices de m X nmuestre que (4, + 4, + -+ + Ay) =
Al + A5+ - -+ AL Se puede suponer que (A + B)'=A"+ B'.

14+ 2a+3*+ -+ na?

APENDICE

Numeros complejos

En el Capitulo 6 nos encontramos con el problema de hallar las raices del po-
linomio

Al+ad+b=0 1)

Para encontrar las raices usamos la formula cuadratica

_—a+va?—4b

A 2
5 @
Si @ —4b >0 existen dos raices reales. Si a2 —4b =0 obtenemos la raiz simple (de
multiplicidad 2) A = —a/2. Para tratar el caso ¢? — 4b < 0 introducimos el
numero imaginario*
i=v-1 (3)

* El lector no debe preocuparse con el término ““imaginario’’. Es s6lo un nombre, El matematico
britdnico Alfred North Whitehead, en el capitulo sobre ntimeros imaginarios de su ntroduction
to Mathematics, escribié lo siguiente:

Quizés sea til observar aqui que cierto tipo de mentalidad siempre se preocupa y preocupa a
otros examinando la aplicabilidad de los términos técnicos. ¢Es correcto llamar ntimeros a los ni-
meros inconmensurables?, ;son realmente niimeros los nimeros positivos y negativos?, ;son los
numeros imaginarios realmente imaginarios, y son niimeros?, con preguntas ociosas de ese tipo.
Es necesario comprender muy claramente que, en ciencia, 1os términos técnicos son nombres asig-
nados arbitrariamente, como los nombres de pila que se ponen a los nifios. No se plantea la cues-
tién de si los nombres son correctos o erréneos. Pueden ser apropiados o inapropiados, porque
a veces pueden elegirse de manera que sean faciles de recordar, o sugieren ideas pertinentes e im-
portantes. Pero el principio esencial es el que Humpty Dumpty explicé muy claramente a Alicia
en el Pais de las Maravillas, cuando le dijo, respecto del uso de las palabras: “‘Les pago extra y
las hago significar lo que quiero’’. De manera que no nos preocuparemos de si los nimeros imagi-
narios son imaginarios, o de si son realmente nimeros, sino que consideraremos el término como
un nombre arbitrario de una determinada idea matematica, que trataremos ahora de explicar.

419
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Los numeros complejos se pueden representar como puntos en el p{ano
complejo, con Re z representada a lo largo del eje x e Im z a lo largo del eje y.
Algunos puntos representativos se muestran en la Figura A.1.

Entonces, para a?—4b <0,

Va*—4b=(ab—a®)(—1)=vab—a’i , ,
‘ =1
y las dos raices de (1) estan dadas por ' , Y | e
AL '
— — . —2 43 243
Ao 8, Y4b-a’ r @ V4b-—a® S
= e e 1 TN i . .
L2 2 T 2 —342is 2r ® 3+2i
—l4je 1+
. i Figura A.1 [ I 1 1 1 » x=Rez
Ejemplo 1 Encuentre las raices de la ecuacion cuadréatica A\2+2) +5 = 0. | -4 -2 0] 2
| —1-i®
3 -2, —2F s3I
Solucion  Tenemos a=2, b=5y g?—4b= —16. Asi, \Ja?— B=\/—16=\/16\/—1:4iy ! h_gie - sy oy
las raices son SR
-
—-2+4i X . . . d o Z, por
A= 5T =14+2i y  A,=—1-2i Siz = a + i@, entonces definimos el conjugado de z, denotado como Z, p
o (5)
. 2z p . , - = l
Definicion 1 Un niimero complejo es un nimero de la forma Z=a~ip
En la Figura A.2 se muestra un valor representativo de z y Z.
z=a+ip 4) |

donde « y 8 son niimeros reales. « se conoce como la parte real de 7 y se denota
Re z. 8 se conoce como parte imaginaria de 7 y se denota Im z. La representa- aura A2
cion (4) se conoce como forma cartesiana del nimero complejo z. Figura A.

Observacién. Sif3 = 0 en la Ecuacidn (4) entonces z = « es un nimero real. En ‘

. . , - |
este contexto podemos considerar al conjunto de niimeros reales como un sub- i
conjunto del conjunto de nimeros complejos.

Ejemplo 4 Calcule el conjugado de (i) 1 + i, (i) 3 — 4/, (iii) =7 + 5i, y (v) —3.
Ejemplo 2 En el Ejemplo 1 Re \,= —1, Im N =2. solucin () THT=1—i: (i) 3=Fi =3 +4i: Gil) 7757 =—7-5i; (iv) —3=-3.

Las reglas ordinarias de la suma y la multiplicacién se cumplen para los nu- No es dificil mostrar (Problema 33) que
meros complejos.

Z=1z si y solo si z es real (6)

Ejemplo3 Seanz =2 + 3iyw = 5 — 4. Calcule iz + w, (i) 3w — 5z y (iii) zw.

Si z={3i con § real, entonces z se conoce como imaginario puro. Podemos en-

Solucién Lz+w=02+3)+(5-4D)=Q2+5)+B-4)i=T~i. tonces mostrar (Problema 36) que

il. 3w=3(5-4i)=15-12i; 5z=10+15i; y  3w-52=(15-12i)—
(10+15i))=(15-10)+i(—12—-15)=5-27i.

iii. zw=(2+3i)(5—4i)= (2(5) +2(=4)+(B)(B)+(Bi)(—4i) = 10— 8i +15i —
12i*=10+7i+12=22+7i. Aqui hemos usado el hecho de que i =—1. " i

-z si y s6lo si z es imaginario puro N

Ny
I
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Figura A.3

Figura A.4

Seap,(x)=ap+tax +ax*+- - + a,x" un polinomio con coeficientes rea-
les. E.r{tonces se puede mostrar (Problema 41) que las raices complejas de la
¢cuacion p,(x) = 0 ocurren en pares de conjugados éomplejos. Esto es, si z
€s una raiz de p, (x) = 0, entonces % también lo es. Vimos este hecho ilustra-
do en el Ejemplo ! en el caso n = 2.

Para z= a + iB, definimos la magnitud de z, denotada como |z|, por

2] = o+ 62 (®)

y_definimos el argumento de z, denotado arg z, como ¢l angulo 6 entre la recta
0z y la parte positiva del eje x. De la Figura A.3 vemos que r=

: ° |z| es la distan-
cia de z al origen y

0 =arg z =tan"’

©

Ri®

A N0
\ = Re z
Ofa=r cosh a

Por convencién siempre escogemos el valor de tan—

'8/« que estd inter-
valo B/aq en el inter

—r<f< (10)
De la Figura A.4 vemos que

HEIE (1

Rez
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arg Z = —arg z (12)

Podemos usar|zly arg z para describir una forma que frecuentemente, es
mas conveniente para representar a los nimeros complejos*. De la Figura A.3
es evidente que si z=a+if, r=|z|, y §=arg z, entonces

a=rcosf y B=rsend (13)

Veremos al final de este apéndice que

e =cos §+isend (14)
Como cos (—60)=cos 0 y sen (—6)= —sen 0, tenemos también
e ¥ =cos(—0)+isen(—0)=cos §—isenf (149

La Formula (14) se conoce como la formula de Eulert. Usando esta formula y
la Ecuacién (13), tenemos

z=a+iB=rcos6+irsend =r(cos 6-+isenb)
o bien

z=re' (15)

La representacion (15) se conoce como la forma polar del nimerc complejo z.

Ejemplo 5

Solucién

Determinar la forma polar de los siguientes numeros complejos (i) 1, (i) —1,
i) i, vy 1 + 4, (v) -1 —\/gi y (vi) =2 + 7i.

Los seis puntos estan representados en la Figura A.S.

i. De la Figura A.5a, es claro que arg 1 = 0. Como Re 1 = 1, vemos que,
en la forma polar, 1 = 1/e® = 1/¢° = [.
* Esta representacion es muy familiar para aquéllos que hayan estudiado coordenadas polares en
un curso de célculo.
T Llamada asi en honor del gran matematico suizo Leonhard Euler (1707-1783).
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y=1Imz y=1Imz

—] ~@——~ x = Re z
(a)

FiguraA5 y = Im:

4
i 1+
» x = Re z —— x = Rez
—1-V3iF-2i
(d) (e)

ii. Ya que arg(—1) = = (Figura A.5b) y |—1| = 1, se tiene que
—1 = le" = ¢

ili. De la Figura ASc se ve que argi = #/2. Como [i| =+/0* + 1% = 1, se
deduce que
i = ein/Z

iv.arg(l + 7)) = tan~}(1/1) = (w/4) y |1 + i| = /1% + 12 =\/§, de modo

atie
1+i= ﬁe””“

v. Aqui tan—}(/a) = tan—'\/j = w/3. Sin embargo, arg z esta en el tercer
cuadrante, asi que 0 = 7/3 + w = 4xn/3. Tenemos ademds que

-1 —\/§| = Mﬁz \/I—+‘3 = 2, de modo que
-1 - \/3 = Dg4ni/3
vi. Para resolver este problema necesitamos una calculadora. Se halla que
argz = tan” (—J) = tan"!(—3.5) & —1.2925,

Pero tan—! x estd definido como ndmero en el intervalo (—#/2, 7/2). De
la Figura A.5f, 8 estad en el segundo cuadrante, y por lo tanto, argz =
tan~!(—3.5) + = = 1.8491. Por otra parte,

=2+ 71l = /(=2 + 7 = /53.
En consecuencia,

~2 4 Ti x /53el 80N

Ejemplo 6 Convierta los siguientes numeros complejos de forma polar a forma carte-
siana: (i) 2e™3; (ii) 4e372,
/3

Solucion l e =cos w3 +isenm/3=L+(V3/2)i. Asi 2e"3=1+3i

il e*™?=cos 3m/2+isen3a/2=0+i(—1)=—i. Asi 4e3™2=_4;j
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Si f=arg z, entonces, por la Ecuacion (12), arg Z = — 6. Asi, como |Z|=|z|:

Si z = re*®, entonces Z =re™*° (16)

Suponiendo que se expresa un niimero complejo en su forma polar z=re®.
Entonces

" = (re?)" = r(e®)" = r"e™ = r"(cos nf + isennb) 17

La férmula (17) es titil en una gran variedad de célculos. En particular, cuando
= |z| = 1, se obtiene la fdrmula de De Moivre.*

(cos §+isen8)" =cos nd +i sennd (18)

Ejemplo 7 Calcule (1 + i)°.

Solucion  En el Ejemplo 5(iv) se demostrd que 1 + i = ﬁe"i’”',, Entonces

(1 + i) = (/24 = ((/2)%e5* = 42 (cos + isen 5:)

_4f( f \/,) —4 — 4i

Esto puede ser verificado por célculo directo. Si tal operacion no fuese tanto
mas dificil, tratese de evaluar (1 + )% en forma directa. Procediendo como
antes, obtenemos

(1+1)2° = (v/2)2e207* = 21%(cos 57 + i sen 57)
=219%(~1+0)=-1024

Demostracion de la Probaremos que _
Formula de Euler* e® =cos @+isend (19)

usando series de potencias. Si esto no le es bien conocido omita la demostra-
ciéon. Tenemos que

* Abraham De Moivre (1667-1754) fue un matemadtico francés muy conocido por su trabajo en
teoria de la probabilidad, en series infinitas y en trigonometria. Su reputacion era tan elevada que
frecuentemente Newton decia a quienes recurrian a ¢l en cuestiones de matematicas: ‘“Vaya usted
con De Moivre; él sabe de estas cosas mejor que yo’’.

¥ Si el tiempo lo permite.
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2 3

x X
A TR TR : (20)
x3 xS .
senx—x—§+—5—?~-~- (21)
x? x*
cosx—1—§+z—!—--- (22)

(i0)* | (i8)° | (i6)*  (i@)°
o T T st

Ahora i*=-1, i*=—i, i*=1, i°=i, y asi sucesivamente. Asi, (23) puede

Entonces e =1+(ig)+ (23)

escribirse
) 0% ie®> 6* i¢°
i0 _ O e e e
e TR TRV
0> ¢* . 9> 6°
“@"5*5““)“@‘5*5"“)

=cos f+isend

Esto completa la demostracion. 8

Problemas A.2

En los Problemas del 1 al 5 efectiie la operacion indicada.

1. 2-3)+(7-4i) 2. 3(4+i)~5(=3+6i)
3. 1+ -1) 4. 2-304+7)
5. (=3+2i)(7+31)

En los Problemas del 6 al 15 convierta el mimero complejo a su forma polar.

6. Si 7. 5+5i 8. —2—2i 9. 3-3;
10. 2+2/3i 11. 3v/3+3i 12. 1-/3i 13. 443 4i
14. —63/3—-6i 15. —1—+/3i

En los Problemas del 16 al 25 convierta de la forma polar a la forma cartesiana.

16. €*™ 17. 2™ 18. 2e*™* 19, e3>
20. 6e™° 21. 4¢°™° 22. 4e7°6 23. 3¢
24, V32 25. ¢

En los Problemas del 26 al 34 calcule el conjugado del niimero dado.

26. 3—4i 27. 4+6i 28. —-3+8i
29, —7i 30. 16 31. 2™
33, 43S 33, 3 tmili 34, o0

 Aunque no lo probamos aqui, esta expansion en series es vélida también cuando x es un nume-
ro complejo.

3s.

36.

37.
38.

39.
40.
* 41.

42.

43.

Apéndice 2 © Numeros complejos 427

Muestre que z=a+i8 es real si y sblo si z=2. [Sugerencia: Si z=2z muestre
que 8 = 0.]

Muestre que z=«+if es imaginario puro si y sélo si z= —Zz. [Sugerencia: Si
z= -2, muestre que o = 0.]

Para cualquier nimero complejo z muestre que zZ =|z/|>.

Muestre que el circulo de radio 1 centrado en el origen (el circulo unitario) es el
conjunto de puntos en el plano complejo que satisface |z|=1.

Para cualesquiera numeros z, complejo y a real describa {z: |z—zo|=a}.
Describa (z:|z —zo| sa}, donde z,y @ son como en el Problema 39.

Sea pA)=A"+a, A" " +a, A"+ +ad+a, con dy, dy, .. ., Gy_y
nameros reales. Muestre que si p(z) =0, entonces p(Z)=0. Esto es: Las raices de
un polinomio con coeficientes reales ocurren en pares de conjugados complejos.
Derive expresiones para cos 48 y sen 46 comparando la formula de De Moivrey la
expansion de (cos 6+ sen 6)*.

Demuestre la formula de De Moivre por induccidon matematica. [Sugerencia:
Recuerde las identidades trigonométricas cos (x+ y) =c0s X cOS y— Sen x sen y y
sen (x+y)= sen x cos y+cos x sen y.]




Respuestas a

los problemas de
numero impar

Capitulo 1
Problemas 1.2
1. x, =78, x, =73 det=-10
3. no tiene solucion; det = 0
5. x, =%, x,=-30; det=-2
7. ndimero infinito de
soluciones; x, = 2x, en
donde x, es arbitraria;
det = 0
9 x,=—1, x,=2; det=—1
11. det=a’~b%; sia’~b>#0
" (es decir, si a¥ £b),
entonces x, = x, = c/(a+b).
Si a®*~b*=0, entonces
a==+b. Sia#0ya = b,
entonces hay un nimero
infinito de soluciones dadas
porx, = ¢/a —x;. Sia#0
y @ = —b, entonces no hay
soluciones.

13. det = —2ab; asi que hay
una solucién tnica siay b
son distintos de cero.

i5. a = b = 0y ¢ # 0 o bien
d#0

17. no hay punto de
interseccion

19. Las rectas coinciden.
Cualquier punto de la

forma (x, (4x — 10)/6) es un
punto de interseccién.

21. (4, %) 23. V1313

25. V61/5 27. V5

29. Como la pendiente de la

recta dada L es —%, la
pendiente de L, es o La
~ecuacion de la recta L.
perpendicular a L y que
pasa por (x,, y,) estd dada
Yy — Wt
X — X4
bx —ay = bx, — ay,. El tinico
punto de interseccién de L
y L, es

por

b
= —, o bien por
a

( ) (bc — abx, + ay,

Xo, Vo) = | —————5——,

0: Yo a® + b?

ac — ab b?

m-z—yl—t—i) Entonces
a*+b

d es la distancia entre
(X0, o) ¥ (X1, ¥1) ¥ despueés
de algunas operaciones

x (a%c? — 2a*bcy, + a*b?y?
—2a’%cx; + 2a%bx,y,
+a*x? + ¢*b? — 2ab*cx,
4+ a*bh?x? ~ 2b3cy,
+2ab3x,y; + b*yd)

a* + b?

= m (C2 - 2abcy,

+ b?y? — 2acx, + 2abxy,

+a’x?) = (ax, +

(@ + b?)
by, — ¢)* Por lo tanto
d= lax; + by, — |
Jat + b
35. Numero infinito de
soluciones; x = numero de
tazas; y = numero de

platos; las soluciones son
(x, 240 — 3x).

37. 32 refrescos; 128 malteadas.

Problemas 1.3
2. —4
1. (_3) 3. ( o)
11 4
-31 0
5. ( 22) 7. (0)
=27 0

—1n
9. ( 11) 11. (1,2,5,7)
—10

13. (=8, 12, 4,20)
15. (8, 5,7, — 1)
17. (7,2,4,11)

19. (—11,9, 18, 18)

429
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a, 0
ia .
Moaro={%)+]° ! %1 -1 -1 -1 43. (2) (23,5, 1) .
: : = a, : T + Pmia + o+ ;
: : o "1+ A 17. 1 -3 =3 -10 1 + 1 P91 7 5
a, 0 : : 7 3 s N N pm13_12 F Pm2d22 + Pm3dsz 75. Z = Z 2k3
a, ’ 2 o P2t P K= "
a; +0 ay {in -1 -1 =5 () 1 © 11 + Pm2q23 'J; I’;rznapaf '11"q13 32 2 o 5
=qa '
|2 + 0 al_, , + fa 19 (*9 -5 _10) 5 + PricGis Z Z 579 Y asb,
N aBa -7 _ . i=1 j= k=1
a,+0 a ozBax gal 11 ! 3 45. (a) <80,000 45,000 40.000 + Pmidik + Pm2Gok + Pmadak
" (ofa=1 "2 =of P LY 30 20 10 + o+ Pk Problemas 1.6
: : 1 ’
ay + b, afa !3. 25 1 i RN : (los elementos entre paréntesis
23.a+b= a, + b, " n 11 (b) § 3§ (c) Dinero: 255,000; son los de un renglon de Q, Nota_: Dond.e haya habido
. , a, 001 1 1 cuya suma es 1) un numero infinito de
. R i soluciones, se present.
ay + b, = a) i Acciones: 120 = D = ¢ b an
alf = a(fa) Problemas 1.5 a ( 0 -8 T N Z 1 kl)(‘{ﬁ lp"'z (qqlzzl -: Qq 13 las 'S<1))1111C10nes con la Gltima
A m 22 val i
oa; + by) &, 1. -14 3.1 5 32 32) - ( ) tdn ot W) riable elegida
» 25 . ac+bd 57 106 + Po(dar + das + ; arbitrariamente. Las
afa + b) = a2 + ba) - d; + d, representa la 7.51 9.a=0 11. 4 00100 + q;"k) j{ . +3;) ,‘(;_33.}_—(1. - soluciones pueden
dema‘rrldg combinada de las 13. 28 00601 0 + g3+t qk:l) . K presentarse también de otras
oz(a + b,) dos féabricas para cada una 15 8 20 -3 -3 5. A= 0 0 0 0 1 = Pp1(1) + Pa(D) + Pra(D) maneras.
de las cuatro materias S \—4 11) 17. ( 13 0000 0] CF pul) = 1.
. aa; + ab; p:mas que se necesitan 1o, (13 35 18 0 0 0 0 0 57. (a) jugador 2 > jugador 4 > 1. (2,-3,1)
_{a + ab, para producir una unidad “ Lo 26 ) 0 0 jugador 1 > jugador 3 3. (3+2x,, 8
: de cada producto; 2d, 19 20 0 0 10 (b) puntuacién = ndmero ’ arbitgr?r’izx% X3), X3
aa, + ob, rt?prsasenta la demanda de la 21 —17 34 A= 000 1 de juegos que gand mds '
fabrica 1 para cada una de -\ 8 1220 0000 0} la mitad del nimero de 5. (+9,30,14)
wa, b, las cuatro materias primas -8 —-11 7 00 000 juegos ganados por cada 7. no hay solucién.
_{ v N ab, quedse necesitan para 18 15 35 00 00O jugador que el jugador 9. (—%?‘3’%{63, X3), X3 €8
: p:gducir dos unidades de su | 23-{ 9 21 13) 5.7 16) 00 0 0 1 dado haya derrotado. arbitraria
oa,/ \ab, procucto. 10 9 9 00000 so.48+0= (" * ¢ 1. (-1,543%, x3), X3 €
3 3 2 1 A‘={o 0 0 0 o : )= 3 1 0 arbitraria
a, b, 27. w={ 0 - a b 0 o ; 13. no hay solucién
. {4 0 6] 29.0d e 000 19 15 3
=% by 5 5 0000 O
i R 19 0 x| 2
: : 31. Si &k 0 1 T3X4, X4), €s arbitraria
a, , Problemas 1.4 - SiD = ay,a5; — ag, 0,4, 0 8 000 101 17. (18- dx,, 2 +2x,, =31+
" 000 7 X4 X trari
= aa + ab; ) 39 2 2 entonces (b“ bas A=fo0o 0 0 0 0 (¥ ). 19. n 04 h;;’ x; es arbitraria
. 6 15} 3.1 - b,y b 1 16/’ . solucion
(« + Pa ) -(2 -1 22 00000 21.
(o + Pra = (o + B)a; -3 6 6 —1 = ( a3,/D —ay,/D 00 0 0 O AB + AC = <24 14 gﬁ;?gi?ﬁda
] 0 0 -2 4 ~a,,/D a,/D uooa1 7 17 23
o + Pla, .40 0) 7. 7 15 33. (a) 3 enel grupo 1, 4 en el | 5. PQ =135 % 13, 21 20 ' form.a escalonada reducida
0 0 -15 10 grupo 2, 5 en el grupo 3 {4 620 , -6 —1) 25. de ninguna de esas clases
a, + ! 5 27. fo ;
. 1 + Ba, 4 10 0 6 21100 todos 1os elementos son 116 ”TTa escalonada reducida
[+ Ba, 9.4 17 221 11 5 (by{r 1.0 10 ; negativos y = <45 35) 29. de ninguna de esas clases
: o . 14) 102 0 1 TR VAT B OO T 1 16 31. forma escalonada:
aa, + fa, . 1 -9 9 35. son ortogonales ' L=3+3+3=1 e 61. 36 63. 9840 (1 -6
-5 0 N ’ 13 4 15 ); forma escal
y B 37. son ortogonales ; 55. Sean P = (p,) y = (@) 65. 32+ 2 4 i =88 0 1 scalonada
— . 13 2
) pa -14 39. son ortogonal matrices de probabilidad de 67. (12 +2° +39)(2° + 3° + 47) . 1 0
_{ %a + Ba, ) 13 -1 i es k x k. Sea PQ = C = (c;) i — 1386 reducida: (0 )
: . 1 5 .todas las a y 8 N . " 1
: as que La suma de los elementos 69. (=3 7 1k 33 S
oay, Ba, 13. (9 5 10) S;Zasfleacen S5a + 48 = en el renglon m de PQ es k;J ) ) k;k 33. forma escalonada:
7 -7 3 arb'(tB' = (25— Sa)/4, aces Cot F Cz + Couz + - o ()t 1 -2 4
itraria) + Cok = Pmi911 T Pm2921 e 4 0 1A
0 0 1
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forma escalonada reducida:

10 0
(0 1 O)
0 0 1

35.\ forma escalonada:

7

1 -
(0 1);
0O 0

forma escalonada reducida

1 0
0 0

37. x; = 30,000 — 5x,
X, = X5 — 5000
5000 < x5 < 6000; no

39. No hay solucién tnica (2
ecuaciones en 3 incégnitas);
si tiene 200 acciones de
McDonald’s, entonces 100
acciones de Hilton y 300
acciones de Eastern.

41. La forma escalonada de la
matriz aumentada que
representa este sistema es

T 3 a/2
0 1 =2 -3 \)
0 0 0

—2a + 3b + ¢/

el cual es inconsistente si
—2a+3b+c#0 o bien
c#2a— 3b.

43. ayya5a;,+ A12G2303,

T 4303209,
12031033
T30, #0

45. (1900812947, 4.194110816,
— 11.34851834)

o 6E)-0)
o350

X3

0 1 -1, ,x, 7

51. (1 0 1)(x2)=( 2)
3 2 0/ \x, -5

Problemas 1.7
1. (0,0)

T 4130205,

3. (0,0,0)

11. (0,0)

RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS DE NUMERO IMPAR

1 5 . .
8. (§X3,3%3, x3), x5 es arbitraria

7. (0,0)
9. (—4x4, 2x4, TXa, Xa), Xg

es arbitraria
13. (0,0, 0)

15. k=3
17. La solucién mas simple a la

ecuacion no homogénea se

" obtiene aplicando x, = 0.
Entonces la solucién general
es (2, 0) + x,(3, 1); x;, es
arbitraria.

19. Si x; = 0, una solucién no

homogénea es (2, 0, 0) y la
solucién general es
2,0,0) + x(-4,
es arbitraria.

_%’ 1)7 X3

21. Six; = x, = 0, una

solucién no homogénea es
(-1, 4, 0,0) y la solucion
general es (—1, 4, 0, 0)
+x3(=3,4,1,0)

+ x4, 7,0, 1)

23. (cyy; + ¢y,

+ a(x)(c,y, + ¢, ¥,)

+ blxNe, vy + ¢, ¥,)

= Yyt ys + alx)e, v,
+ a(x)c, ¥y + b(xX)e,y,

+ b(x)c, v,

= ¢, (V] + a(x)y) + b(x)y;)
+ c(¥7 + a(x)y; + b(x)y,)
=¢;-0+¢,0=0,

puesto que y; y y, son la
solucién de (7)

Problemas 1.8

(5

{7 o)

8. no invertible

11.

13.

3 —% -3
7. (0 1 1)
0 0 -1

. no invertible

no invertible
1

3

WIN Ol CIA Wi

|

!

B [ BT N
Oim
Wi OIN Ol Wi

Wit Gl

17.

19.

21.

23.

25,

0 1 3 -3
-2 2 3 -2
(AyA; - A" =4, 14,

- A7 *A7?* puesto que
(A, 114,”11 A7 A7 A4,
m lAm) *(An IA l

A5 Dx Az,

T RS SO
X(AZ'”AMA‘I/{m):”':I
A7t = !

Qy16s; = Q101

a a4
x ( 22 ”).sm: +1,
—dy ay4

entonces 47 = A. Sldu =
—da2y aya;, =1 —afy,
entonces (111(122 — 41415 =
—ai; — (1 -da}) = -1
Por tanto,

A1 = <“azz 012)
dy; —dagy
_ (au a12> = A
21 Gy

El sistema Bx = 0 tiene un
nimero infinito de
soluciones (por el Teorema
1.7.1). Pero si Bx = 0,
entonces ABx = 0. Asi, del

Teorema 6 (partes [i] y [ii],
AB es no invertible.

sen 8 cosf 0
cos§ —senf O
0 0 1

€s su propia inversa (ya que
sen’f + cos’f = 1).

Si la i-ésima componente de
la diagonal es cero,
entonces en la reduccidn de
renglén de 4 el rengldn i es
cero, de manera que, por lo
establecido en el Paso 3(b)
de la pagina 59, 4 no es
invertible. Por otra parte, si

A = diaglay, a,, ..., a,)
entonces

. 1 1
- dlag(—,——, . ,i)
a;’ a, a,

27.

29.

Ayq Gyp Uy ...

[NES
Wi O

i o N

.

Se demostrd que el
resultado en el caso A es
triangular superior. La
demostracion en el caso
triangular inferior es
semejante. Considere el
sistema homogéneo.

Ayn-1 Ain \

0 aypap... a3,y Gy
0 0 0 ...a_q,-1 -1,
0 0 0 ... 0 Qy,
Xy 0
X, 0
Xt o =1
X1 0
X, 0

Supodngase que a;;, dy, - - .
a,, son todos diferentes de
cero. La tltima ecuacién en
el sistema homogéneo es
X, = 0y, como a,, # 0,
entonces x, = 0. La
peniltima ecuacion es
an—l,nflxn" 1 T Oy 1, nXn = 0

Y Gu-in-1 # 0’ Xy = 0
implica que x,_; = 0.

De manera similar,
concluimos que x; = x, =
=X,y = X, = 0, de
modo que la unica

solucién al sistema
homogéneo es la solucion
trivial. Por el Teorema 6
(partes (i) y (ii), A4 es
invertible. Reciprocamente,
supoOngase una de las
componentes de la diagonal,
por ejemplo a;,, es igual a
cero. Entonces el sistema
homogéneo Ax = 0 tiene la
solucion

31.

33.
35.

37.

39.

41.

43.

45.

Respuestas a los problemas de nimero impar

[Sig; =0 con j # 1,
entonces se elige x como el
vector con 1 en la posicién j
y cero en cualquier otro
lugar.] Usando nuevamente
el Teorema 6, concluimos
que A no es invertible.

cualquier multiplo no cero
de (1, 2)

3 sillas y 2 mesas

4 unidades de 4 y 5
unidades de B

0293 0 O
(a) A:(O.()14 0.207 0.017);
0.044 0.010 0.216
1—4
0.707 0 0
= (4).014 0.793 ~0.o17)
—0.044 —0010 0784

(b) /195492.2207
(25932‘85859

\13580.33966

P e
O D e O =
D ok e M NI
e

“

O
|
-
|
—
B
‘\._'/
=]
o

~
s O
<
o

S N
o HE 9w
e
=
o

1<~16\ 3(271
"\ 4 5/ ‘3 2 4

1 -1 1
5. (2 0 5) 7.
3 4 5
a d g
9. (b e h)
c f i

)

11. [(4 + BY];; =

433

(A +B), =
a; + by = (A" + (B
Por consiguiente, la
componente ij de (4 + BY
es igual a la componente ij
de A’ mas la componente
ij de B*.

15. Si A es de m X n, entonces

Alesden x my AA' es de
m x m. También, (44" =
(A)'A' = AA.

17. Si A es triangular superior y

B = A‘, entonces b; =
a; = 0sij > i En
consecuencia, B es
triangular inferior.

19. A+ B =A"+B = -4~

B=—(4+B)

21. (AB) = B'A' = (~B)(—A) =

(—1)*BA = BA

Problemas 1.10

1. Si, P,

3. No [se usan dos
operaciones: P, seguida de
A (D]

8, No [se usan dos
operaciones: M,;(3) y M,(3)]

7. No [se utilizan dos
operaciones: P,; seguida de
Pl2]

9. Si, 4,(2)

11. No [se utilizan dos

operaciones: A, ,(1) y
Az (D]

/1 0 0
13. (0 4 0
\ 0 0 1

et
-3
e ———
o O
—_—O
O -
L
e
©
m—
o =
o = O
——
T
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00 1 /=1 0 0
25.01027.(010
00

10 0O 1

/1 0 0
29. ( 6 1 0
-5 0 1

0 1
w (00

|53
I
TN
D i
k=)
N

|

RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS DE NUMERO IMPAR

paso clave es reducir 4 a J
observando que la dnica vez
que se divide es entre los
numeros de la diagonal, que
son diferentes de cero por
hipétesis.

53. A’ es triangular superior, asi

que (A~} es triangular
“ superior por el resultado del

Problema 52. Pero
(A1 = (A~1Y, asi que
(A~ es triangular
superior, lo cual significa
que A~ = [(A~1) ] es
triangular inferior.

2 -3
s (27))

y (*) sera

a, =bja; + bya,

= a,; + ca;

Asi que cada componente
en el renglon j de A; A es
la suma del componente
correspondiente en el
renglon j de 4, y ¢ veces el
componente correspondiente
en el renglon i de 4.

10y 2
(2 1o o
0 1\t 0
(7 oo o
10O/l 00
65. (0 1 0)(0 -3 0)
1o 1/ o1
10 0y /1 =3
X(OIO)(O 1

[ S8

2 o
35.(010)
00 1/
1 00
37.(0~20)
0 01
100 =5
010 0
Bloo1 o
000 1
2 0\/1 O\/1 0y/1 %
oo 1) o Do )
10 0\ /1 0 0\ /1 1
43, (0 0)(0 2 0)(01
5 /0 o 1/ o
10 0y/1 0
45.( (010)(0
0o -1 1/ \0 o

_0 O

SO - OO, OO
OO =
S

2
0
47. 0
0

(6 o oo 1)

las primeras dos matrices
son elementales porque
a*+F0yc#0

51. Loscasos 2 X 2y 3 x 3
son resultado de los
Problemas 49 y 50. En la
respuesta al Problema
1.8.29 se demuestra el
resultado. Otra
comprobacion puede
obtenerse demostrando,
como en los Problemas 49 y
50, que A puede ser escrita
como el producto de
matrices elementales. El

O - OO
-0 0O
[ R R

49.

=

0N /1 0 1\/1 O 0
0)(0 oo 1)
-1/\0 0 1/\0 0 1
0 0 0\ /1t 0 0O
1 0 0340 1 0 O
0 —4 0Ji0 0 1 0
0 0 1/ 0 0 5

3)
1
3
0

W3 1/ o

— N O

) Problemas 1.11

u v
1 (u~1 1+v)
l—u —v

es la inversa derecha
para cualesquier
ndmeros ¥ y v. No
hay inversa izquierda.

3. Ni una ni otra

59. Sean B = A;y D = A;A.
Entonces la kr-ésima
componente d,, de D esta
dada por

dy = Z buay, ()
=1

Si k # j, el renglon k de B

es el renglon £ de la

identidad, de modo que

by =1sil =k, yOen

otro caso cualquiera. Asi
di = byay, = ay, stk # j.

Si k = Jj, entonces

1, sil=j

c, sil=1i

0, en cualquier

otro caso

b,

jit=

—w+ 1 —w w
5.
-z —z+1 z
es la inversa izquierda para

todo wy todo z. No hay
inversa derecha.

<w-2 —2w + 1 w)
7. 3
zZ+ 5

—-2z—-%4 2z
es la inversa izquierda para
todo w y todo z. No hay
inversa derecha.

z

X
9. Cualquier vector (y) con

X + 2y + 3z = 1 es una
inversa derecha. [Aqui la

11.

13.

15

17.

identidad es la matriz (1) de
1 x 1.] No hay inversa
izquierda.

Si A tiene una inversa
derecha, entonces el sistema
Ax = b tendria una )
solucién para cada 3-vector
b, de acuerdo con el
Teorema 1. Pero el sistema
tiene solucion solamente si
—b, + 20b, — 116, = 0.
Por lo tanto, A no tiene
inversa derecha.

/0 %
(@) Ry = (% vl B
- \0 0

— e N
\-.—-—"'/

o -
<me=(%;&b=(
0 \

R =IR =(LA)R = L(AR) =
LI =L

177
(®) Lb= —3 (19)

/27
(c) Aib = (~49)
26

)

(d) El error es el que se esta
razonando hacia atras.
Hemos mostrado que si

Ax = b tiene una solucion,
entonces la solucion es igual
a Lb. Sin embargo,
sabemos por el Teorema 3
que si A tiene una inversa
izquierda, entonces el
sistema no puede ser
resuelto para todo b.
Hemos demostrado
realmente que Ax = b no

3)
tiene solucidén si b = (—1).
2

Respuestas a los problemas de numero impar

Ejércicios de Repaso ¢ Capitulo 1

1.
5.
9.
11.
13.

15.

17.

19.

21.

23.
25,
27.

)
®

(]
ok
o

@
[

35.

— o,
:7\!» Wiw

1,3 3. no hay solucién

0,0,0) 7. (=409

(3%3, 3%3, X3), x5 es arbitraria
no hay solucién

(0,0,0,0)

-6 3
( 0 12)
6 9
16 2 3
(—20 10 '—1)
—-36 8 16
17 39 41
(14 20 42)
9 10
(30 32)
forma escalonada reducida

de ninguna de esas clases
forma escalonada:

14 -1\
01 3

forma escalonada reducida:
1 0 —6
0 1 2

); la inversa es

TN
e D =
RS 1

——
==

|

o [Nl [}

O S

—

2
(0 1 %), la inversa es
0 0 1
_1 11
4 4 4
s 1 _1
8 8 8
1 s 3
8 8 8
1 0 2
0 1 1); la inversa es -
0 1

=

,Ji\M VR W
1
-

e

1

2 0y /xq 3
(2 : 1)()(1)
31 1/ \x4 7

A~ estd dada en el Ejercicio
9 29
3, =5, X738 =%

—

37.

39.

41.

43,

45,

47.

49.

51.

53.

55.

2 -1
3 01; de ninguna de
1 5/ esas clases

6
7
8
9

3 01

3 —6 ~5>; simétrica
1 -5 9

1 -1 4
-1 2 5

4 5 3 -

6 7 -8

simétrica

P
S o=
[N
O o O
O =D
]
—~——

S = O
OO o
_-0 O
-2

TN
[en i) (9]
=]
SN’
TN
I
—
-
S’

435
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Capitulo 2

Problemas 2.1

1. ~10 3.47 5.4 17.56
9. 274

1. @, 0 0 - 0
0 a;, 0 ... 0

Sean A= 0 0 a3 --- 0
0 0 0 e,
y
by, O 0 0
0 by 0 0
B={ 0 0 b, 0
0 0 0 b

Entonces det 4 =
110033 * " Ay, det B =
bubybsy -+ by,

ajbyy 0
0 az2b3,
AB = 0 0
0 0
0 0
0 0
dazzbs; 0
0 e anni’nn
y
det AB = (a;,b1)a,,b,,)
x(a33b33) (annbnn)
(011422‘133 nn)
X (by1byabsy - D)
= det 4 det B.

13. Casi cualquier ejemplo
funcionard. Por ejemplo,

10
det =
e (0 1) 1, pero

1 0
det ( >+ det (O v
0 0 0 1

=0+0#1.

RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS DE NUMERO IMPAR

Como otro ejemplo, sean

12
A= _
(34)YB

(5 6)_ X
7 g) entonces (A + B)=

(& 5 aera=
et A=—
10 127 ’

det B=-2, vy
" det (A+B)
=—8#det A +det B.

a; O 0

a a 0
15. Sea 4 ={ "2t %2

Ay anl Ay,

Entonces, desarrollando
continuamente en el primer
renglén, se obtiene

a, 0 -+ 0
sz, das 0
det A=a,,| . .
L
[n2 Qnz - Gy
ay 0 - 0
_ Q43 44 -+ O
=dapdza| K R
Any  Qpg ** Gy ‘

T = 0510p2033

an—l,n~-1 0
an~2 |

E an,n—-l [
= dy40y5033

An—2,n—20y- t,n~1%m-

uy u
17. Sean wu, = Hou, = [
Uya Uz

a a
y 4 =( H ‘2>_Emonces
\d21  Qy;

( )(UU)
(auun + au“u)
AypUyy + AUy,
Uy
T

_ (‘111“21 + agay;
GaylUay + dyytiy,

Il

I!

Sea A, el drea generada por
v, y v,. Entonces, aplicando
el resultado del Problema
16, resulta

Ay=[(ay U411 + ayp1)
X (ay1z1 + Gpatz3)
= (ay1tz1 + a12ty)
X (apityy + apytigy)]

= laga;1uy Uy,
+ ay,052Uz Uy,
+ Ayl Uy,
LR CPICPIPY TP
T Ap101qUg Uy
S FISTUI T
T A21412U11Uy,
= G301, Uy 5 Uy, ]
= |ty U35 — Uy Uy, .
X lazaay — aziay,|
= A4,|det 4|
en donde A, es el drea
generada por u, y u,,

empleando nuevamente el
resultado del Problema 16.

Problemas 2.2

1.28 3.2 532 7. -36
9. —260 11. —183 13. 24
15. —296 17. —138

19. abcde 21. -8 23. 16
25. —16 27. —16

29. Demuestre por induccidn:
verdadero para n = 2 ya

que
14 x, X,
Xy 1+ x,

=1+ x)(1 + x;) — x;x,
=14 x; +x,.
Suponiendo que es

verdadero para n = k. Esto
es,

I1+x; X, X3 Xy
x; 14x, x5 0 x
Xy X, T4xy - x4
X, X, X3 14Xy

=14 X 4+ Xy 4+ -+ X,

Entonces, para n = k + 1,

T+x, X,

< Xy
< Xy
- Xy

X, 14 x,
C Xy x, 1
X1 X2
(usando la

Propiedad 3

en la primera

columna)
1 X, X3
01+x, x5

X1
X1
+1 Xy

0 x, X3

© X
- X
© X

X3
X3
+ X3

X3

“ X 1 Xpuy

Xk+1
Xi+1
xk+1

X3 X3
14+ x, X3

X, l4x;
X, X3

C Xk X+

C X X

< Xy

“ X 1 Xy

Xi+ 1

Xk+1

1

Xit1 \

Xi+1

@

C X L Xy

Pero, desarrollando det (D)
en su primera columna,

tenemos
I4+x, X3
X; 1+ x5
det@—‘ :
I
i Xy X3
Xk Xkt
L Xk xk+1/’
© Xk 1+xk+1‘
=1+ X, + X3+ 0+ Xy

det

31.

33.

Respuestas a los problemas de nimero impar

por el supuesto de
induccién (ya que @ es un
determinante de £ X k).
Para evaluar det @, se
resta el primer rengldén de
todos los demads renglones:

Xy X5 X3
010
@=/0 01
1000
<x,(xkﬂi
S0 0|
S0 0 |=x,.
c0 1|

Sumando det (1) y det 0
se completa la demostracién.

Si 7 es impar, det A =
—det A, asi que 2det4A = 0
y detA = 0.

i Loxy oy
3 1 x3 »
1 x5 ys
Tix, —x;y X3 — X4
2ly,=y1 Yi—n .

Véanse las figuras que siguen:

y
4
(x2,y2)
(x3,53)
(x1,y1)
- X
0
y
4
(2—xp, y2—0)
4"”7
u 4
4
(k3 —x1,y3= Y1)
u,
- X
0

437

El 4rea 4 del tridngulo es la
mitad del area del
paralelogramo generado por
los vectores u, y u,, la cual,
por el resultado del
Problema 3.1.16, est4 dada

por
1 2 — Xy X3 —X
3 1
A= — .
2 V1 V3= N
1 1 1]
35. Dy=ja;, a, a3i
2 2 2l
ay a; a3
1 0 0
=|a4y d; —ay 4z — a4y
ai a3 —al a3 —af
a; — a
(a; + a)a; — ay)
ay — a

(a3 + a;)as — a;)

= (a; — a)a; — a,)

1 1
a, +a; a3 +a;
= (a, — a;¥a; — a)
x (a3 — az)
1 1 1 |
a;  a a, I
37. a) D,= af a’ a?
an1 1 (l’{ ) S a:—l

(b) Se demuestra esto por
induccion. El resultado es
verdadero para n = 3 por
el resultado del Problema
35. Se supone verdadero
para n = k. Ahora bien

Dyyy =

1 1 1 1
ay ay G Oy
af a% af af+1
AT e dT dll
at a’§ aﬁ iy
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Restamos la primera
columna de cada una de las
otras k columnas:

Dyyy =
1 0
a; a, —a
2 2 2
ai a; —aj
k=1 k=1 _ -1
a; a; ~ —ay
k k k
Iy a; — ay
0 0
Gy — ay Gy — Gy
2 2 2 2
a; — ay Qi+1 — 4
k—1 k=1 k=1 -1
A~ —ay A+1 — Ay
k k k k
a — ay g+ — 4y
a, — a, ay —a,
a —a? a — a?
g
a; —a; as — ay
a4 — ay A+ — a4
2 2 2 2
G —aj vy — a7
Dkt k=1 k=1 ql
A ay = Gy —ay
k k K
A — ay vy — df

Ahora d5 — dk = (a, — a,) x
(@5 '+ a7 %, + a3 4 -
+a3diT 4 aydit? 4 gh ),
Y oayTl gt =(a, —ay) x
@52+ a3 + -
+a3diTt + a,dh 73 4 a2,
Notese que si los términos
en e] segundo factor de la
ultima expresion se
multiplican por a,, y luego
se restan del segundo factor
de a5 — daf, solamente queda
el término a5~ 1. De esta
manera, (i) se desarrolla el
ultimo determinante
obtenido anteriormente en
el primer rengldn, (ii) se
factoriza @;,_; — a, en

la columna j

para | < j < k, y (iii) se
multiplica el renglén ¢ por

RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS DE NUMERO IMPAR

a, y se le resta del renglon
({+ D, para ¢ = k — 1,
k—=2,...,3, 2en
sucesion. Esto da

Dy =(a, — ay)

x (az — ay) - (gpqy — a,)

1 r -1 1
a, as o A Gy
2 2 2 2
a; az o G Gy
x| : : :
a7t oatt gkt gt
k k ko ok
az03 Gk Gk
k+1 K+ 1

= H (aj —a,) H (aj - a)
i=2 =2
J>i
(de la hipdtesis de induccion
va que el ultimo

determinante es
k+1

kx k)= T](a; — a);
i=1

j>i

39. (a) A2=(0 0>;k=2

00

0 0 0
(b)A3=(O 0 O);k=3

0 0 0

41. det A = det A det A =
det.A. SidetA # 0,

entonces det A = 1. La
respuesta es 0 o bien 1.

Problemas 2.3

1. a; A es el tnico término
del desarrollo en la primera
columna de A que contiene
la componente «;,. Pero

apAy=au(— 1)1+k|M1k|'

Si se desarrolla | M, |
respecto a su columna /
para / # k, el término en el
desarrollo toma la forma a;,
(cofactor de a; en M,,).
Pero esta es la tunica
aparicion de @ en el
desarrollo de M,,, puesto
que los otros términos

tienen la forma a; (cofactor

esto completa la demostracién.

sk
.

oy
ot

de a; en M), que suprim’e
la columna correspondiente
a la columna / de A4,y g,
estd en la columna /. Por

1+h
tanto, a; A= (=14, -

(cofactor de a; en M,,).

Desarrolle | A| respecto a su
columna k. Un término es
@y Ay y ésta es la tinica
aparicion de a; en el
desarrollo de |A4]. Ahkora
Ay = (“I)HkIMikl,

y si esto se desarrolla en la
columna / (para / # k), el
tinico término en el
desarrollo que contiene a a;
es a; - (cofactor de a; en
M) por la misma razén
que en el Problenia 1. Asi,
Ia tnica aparicién de a;a; es
(=1"*a, a; - (cofactor de
a; en My).

-6

EB es la matriz obtenida
multiplicando por ¢ el
renglén / de B y sumdndolo
al renglén j. Por la
Propiedad 7,

det EB = det B =
ldet B = det E det B,
puesto que, de (16), det E=1.

Problemas 2.4

5.(
0
01 -1
7. ( 2 =2 —1)
-1 1 1

9. no es invertible

|
Blm NI
|
BW Nim
——
W
—~
=
O
S—_—

|

o)
FSISREN

|

W=

|

M= = o

)

ENE

WIN O Ol L

i
i
|

|
|
WIN Ol OIR Wi

Wi Gl 0l Wi
Wi OIN O L

|

|
i

13.

15.

17.

Se deduce del hecho de que
det A" = det 4.

T
A71 ) (-— )
i4 28

det A =-28, det A™'=—5%
no tiene inversa si o es
cualquier nimero real

~lw J:l“‘
w Rle Rle

,_
= -

Problemas 2.5
1. x, = =5,x,=3
3.x;=2,xy=5x3=—3
45 11 .23
8. x1=13 X, =—13, %3 =5
3 3 — 1
Te x1=3, X2=5, X3=3
21 171 284
9. x1=%, X2 =33, X3= —%5,
Xa4= "9

Ejercicios de repaso ¢ Capitulo 2

1. -4 3.24 5.60 7.34

9.

1 4
T i
2 3
11

11. no es invertible

# 0u 0 &
9 2 6
i —1i1 0 -1
13. -
F 4 0 -&
B T T
22 22 2 22
15. x, =%, x,=3
17, x, =3, x, =5, xa=—3
Capitulo 3
Problemas 3.1
1. [v|=4v2, 0 =/4
3. v=4v2, 6=Tn/4
5, lv|=2, e=7/6
7. v]=2, 0=2m/3
9. [v|=2, 8 =4w/3

11.

13.

15

v| =89,
0=m+tan' (-5 =2.13
(en el segundo cuadrante)

(a) (6,9) (b) (=3,7)
() (+7,1) (d) (39, -22)

- lil=11,0)
VTP =vI=1;

17.

Respuestas a los problemas de ndmero impar

il =10, 1)
T =Vi=1
Jul =

a 2 ( b )2
+
\/(V/az + bz) Ja* + b

19.
21.

23.

25,
27.
29.

31.

33.
37.

a? b?
Nirrtere T
Direccién de |u| =

b

tan
a

tan“(é) = direccién de v.

a

(AN2)i-(1V2)j
(A/V2)i+(1/V2)j si a>0;
~(IN2)ii-(1V2)j si a <0
sen § = —3/v13,

cos 6 =2/v/13
-(1V2)i-(1V2)i

i

(@ (1V2)i—(1/72)

(b) (7/4/193)i—(12/~/193)§
(¢) —(2IV53)i+(7/V53)

@ es una representacion de
(c+a—‘c)i+«(§i+b~d)j=
ai_;r bj. Por consiguiente,
PQy (a, b) son
representaciones del mismo
vector.

4i+4v3) 35, —3i+3v3j
(i) Supongase que u = av,
en donde o > 0. Entonces
lu+v|=lov+v|=|(a+
Dv] = o+ 1 |v] = (a + Dv]
(puesto que « + 1 > 0) =
alv| + |v] = lav| + |v| =

[ul + {vl.

(ii) Reciprocamente,
considérese que
u=(ab),v=1{(,d),y

|u + v| = |u| + |v|. Entonces
u+v=(@+cb+d),y

439

lu+ v =(lul+|v])’ =
[u)® + 2lal|v| + |v[% lo cual
implica que
(@a+c+ (b +d?=a*+b?

+2/(@® + b?)c* +d?)

+ ¢+ 42
y, después de multiplicar y
eliminar términos
semejantes, resulta ac + bd =
Va4 a*d® + B + b
De modo que, elevando al
cuadrado ambos miembros
y de nuevo cancelando
términos semejantes, queda
2abed = a?d* + b*c?, o bien
(ad — be)* = a*d* - 2abcd +
b2c? = 0de modo que ad =
be. Sid # 0, entonces

b

b
=-c¢b=-dy |ul=
a dC, d y lul

b b+d
}E iv|. Entonces

d
b +c
Ze :
d

§d+d)‘=1<a+c,b+d)i=

Iv|=

(c,d)

ju+ vi=|ul+|v|= +

v = (;Zi + 1)1v| -

-V
d

L’”TZ!"” [v]. Por lo tanto
b+d| _|b|+1d|
d Id]

de manera que |b + d| =

|b| + |d|. Como by d son

nimeros reales, esto implica

que b y d tienen el mismo
b .

signo y asi ] es positivo.

Consecuentemente si o =

—| = —,entonces u = V.
d d
Sid = 0, entonces c # 0y
a
u = — v por el
[4

razonamiento anterior, en

a
donde — > 0. Por
¢



440

consiguiente, u es un
multiplo escalar positivo de
v.

Problemas 3.2

1. 0;0 3.0;0 5.20:%

7. —22;-22/5v53 11. paralelos
9. uv=0off — fa=0

13.
15,

17.

19.

21.
27.
29.
31.
33.

3s.

ni una ni otra cosa
ortogonales

@ -2 ®3507

(d) (—96 £7500)/78
~-0.12,-2.34

Si u y v-tienen direcciones
opuestas, entonces 6, = 0, +
7. .En consecuencia,

“'cos 8, = cos(f, + n) =

—cos 8,. Esto implica que
1

cosf, =2 = — =
\/1+OC

~cos §,, o bien \/1 + o?

3 < 0, lo cual es imposible

dado quevl o = |v| > 0.
2I+2] 23. 0 25, “ﬁl#‘ﬁ]
[(a+B)/20i+[(a +B)/2];

[(a=B)/2]i+[(a~p)/2]§
a,a,+bb,=0
Proyz3 RS =31 +3%;
Proym? PO = —34+53

(i) Siu = av, entonces
wev=av-v=a|v|]? |u =
la[[v]* de modo que

2
0s ¢ = _elvl® -
fof[vI]¥]
o
R
o]

(ii) Supongase que u y v son
paralelos. Entonces, si u =

(a, by y v = (¢, d), se tiene
ju-vi?
1=cos’¢ = W!sz =
(ac + bd)?

(@ + ) + d?)
Multiplicando y
simplificando, obtenemos
0 = a’d* — 2abed + b2c2,
Por tanto ad = bc. Si g #

0, entonces

RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS DE NUMERO IMPAR

=l = ()

¢
de manera que v = {—|u.
a

Si 0, entonces b # 0 y

d

V¥V =

%"

37. Larectaax + by + ¢ = 0
. . a
tiene pendiente — B Un
vector paralelo a la recta es
a
u =i _E
a
uv=1.-a—-.b=0.
b
39, 52/5v113~0.9783;

41.

43.
45,

61/34v113~0.9841;
—27/5v34~-0.9261

Sia, = a, = 00 bien b, =
b, = 0, ambos miembros
de la desigualdad son
iguales a cero. Si por lo
menos uno de @, y @, # 0y
al menos uno de b, y b, #
0, sean u = a;i + a,j,v =
b,i + b, j. Entonces
u#0,v#0,|ullv] #0,

-]
=|cos ¢| < 1.

fu]v|
Por consiguiente,
lagby + azbz = ju-v|

Jullv] = y/ a1 + aa\/b2 + b3,

La igualdad se verifica
cuando [cos ¢| = 1, lo cual
es cierto si y sélosiuy v
son paralelos.

J3
b
Sea d = (al 1), Entonces
a, b,

A = (Zl ZZ>. Sean u = (ay,
1 02

a,) y v = (b, by). Entonces
uv=0 juf=1ylv[=

A'A =
ai + b} aja, + bb,
a,a, +byb, a2 + b?

(=6 )
urv |v|? “\o 1/

1.
5.

17.

19.
21.

25.

27.

31

37.
39.

7.
9.
11.
13.
15.

23. R =

35. co

De igual manera A4’ = I.-
Consecuentemente A4 es -
invertible y A ! = A",

Problemas 3.3

Va0 3. 6
3;,-1,0,0

V5; 185,0,215

V3,13, 183, - 143
V3,143, 143, -1/V3

V3, -1V3, - 1/V3, 143
V78 2/V78, 51V78,
—7/\78
V29; - 2/«29 ~3/729,
—4/29
4V3i+ 443§+ 43k
(1V26)i— (3/v26)j
+(4/vV26)k
(=3, 5,2), 1 2
arbitrarios; este conjunto de
puntos constituye un plano
paralelo al plano yz.

u*v

——| = |cos ¢| < 1. Por lo
lul{v|
tanto |u-v| < |ul||v|. Entonces

[u+ v =@+v)-@+v)
= ju]? 4 2u-v+ |v]
< fu® + 2[ul]v]

+ v
= (Ju| + ¥}
—6j+9% 29. 8i—14§+9k
16i+29j+42k  33. V59
s (35/v/29v59)
~cos”' (0.8461)
~0.5621
~32.21°
29“ = ':81 - 29! + Lﬂn)uk
Como los segmentos de
recta PS y SR son
perpendiculares (en la
Figura 3.28), el tridngulo
PSR es un tridngulo
rectangulo y

PR? =PS* + SR> (i)

Pero PRQ es también un
wangulo rectangulo de
«odo que

41,

PQ* = PR2 + RQ* (i})
Asi que, combinando (i) y
(i), resulta

PQ? = PS? + SR? + RQ? (iii)

Puesto que las coordenadas
xy z de Py S son iguales,
PSt=(y, =y (W)
Anéalogamente,
RS? = (x;—x)? (V)
y RQ*=
Por lo tanto, usando (iv),

(v) y (vi) en (iii) da

PO =(x; —x,)?

= (z, — 21) (vi)

+(Y2”“y1)2
+(z, — z¢)?
@) Si v = au, entonces
b= u-v ojul?
CoOShp = —— = = +
fujlvl  |alju)?
Si u y v son paralelos,
entonces
u
e = i— y asi
[l [v|
=+ u = ol
[ul
(i) Siu - v = 0, entonces
s .
cosp = 0y ¢ = 7 Si
fis
¢ = 50 entonces
u-v=lujvicos ¢ = 0.

Problemas 3.4

23.

25.
29.
31.

. —6i—-3j 3. —i—j+k
. 12i+8j-21k

. (bc—ad)j

. —5i-j+7k 11. 0

. 421+ 6j

. —9i+39j+61k

. —4i+8k 19. 0

. =[-(91 81);:(6/@),

+(8/¥181)k]
V30/V6v29=~0.415
5V5 27, V523
Jabiraic + b7’
Seanu = ai+ bjj+cky

Respuestas a los problemas de ndmero impar 441
v = a,i + b,j + c,k Entonces tercer vector, w, sobre
ux v=(byc; —c;by)i + u X V.h=[Proy,«,w| =
(c1a; — agca)j + we (X v)
(a;by — biay)k de manera que ———— volumen =

Tvi2 2 Y x v

lu x v[* = (bycy —ciby)" + W (uxv)
(cray — ajcr)* + (h){base)= —— luxv|=
(a1b, — biay)* = bick — [ x v
2bicyciby + b3 + ciad — (uxv-wsiel producw
2c,a,a,c, + aici + athi — escalar es pos \/1
2a;b,b,a, + bias. Esto [ x v)-w) / \x

equivale a |ul?|v]> — (u-v)? =
(a? + b? + ci)al + b3 + c3)
— (aya, + bb,y + ¢cqcy)”.

33. Sean u = dli +b,j+ ¢k,

35.

37.

v=a,i+bj+ck y
w=azi+ byi+ c;k

Entonces
(u x v)'w
= [(byc, — c;by)i
+ (cra; —a;c,5)j
+(ab, — biay)k]
-fasi + by + c5k]
=byc,a; —c,bya,
+ ¢ a,by —ayc, by
+a.b,c53 —biaze,
y
u (v X w)

= [a,i+b;j+ c k]
[(byey — ¢y by)i
+(cya; — a,c3)j
+ (ayb;y — byas)k]

=ab,cy —a;c, b,
+ bic,ay —bya,c,
+cya,by —cibya,

Si u y v son paralelos y
ninguno es 0, entonces

v = [u para una constante
t. Bntonces, si u =

ai + bj+ ck,
i j k
uxv=|a b c
ta th tc

- 0 por la Propiedad 6 en
la pagina 107.

El volumen de un
paralelepipedo se obtiene
multiplicando la base por la
altura. La magnitud de u X
v es el area de la base: Su
direccion es perpendicular a
la base. La altura se mide
alolargodeun X v. La
altura h es la proyeccién del

de otra ma;

o i3

en un par de elcmentos or
determinante puede volver a
escribirse como una suma
de dos determinantes cuyas
columnas (o renglones) son
idénticas, excepto por la i-
ésima columna (o renglén).
El primer determinante
contiene uno de los
elementos del par, en tanto
que el otro miembro de
cada par de elementos de la
i-ésima columna (o renglon)
aparece en el segundo
determinante. Notese
también que el volumen
generado por u, v, w estd
dado por

Uy Uy Uy

Volumen = |v; v, 03|
W, Wy Wyl
Sea

dyp dpp dya
A= (az1 dzz aza)~

\d31  d3z 0433
u, = Ao, v, = Av, w,; = Aw.
Por consiguiente

/A1 Grz gz [Uy
(021 Qzz a3 ff U2
a3 d3p dzz/ \U3

/AUy + AUy +apzus

It

u,

il

Az Uy + dzp Uy +dzzis/

(“21“1 +ayus + ay3us



U U3 Wy — U Uy W, -+ U0y Wy,
UyUs Wy — U U W3 — U Uy Wy +

(W = (u,w; + u,w, +
us w3y, vz, U3) = (uyvwy +
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Analogamente,
A1V + Q1305 + ay30;
5 YL
\A :(a2101+a2202+a23v3) Uz U3 Wy )(*)
\@3101 + A3,0; + d330;)
)7
W =

43.

Ay Wy + AWy + agj 3wy
(azxwl + Az, w, + ‘123‘”3)
\a31W; + a3, W, + azzw,
Por el Problema 36, el
volumen generado por u,,
Vi, W, es:
V =
Ay +djauy +dpzts
Ay Uy + a0z +dg303
AWyt AWy + a3 wy
Ay Uy + Aoy + dyzuy
X Uy Uy + AUy + ay303
Uy Wi+ Ay Wy + ay3ws
AzqUy + A3z Uy + dzzls
X A31U; + d3,0, + d33U;
A3 Wy + A3 Wy + d33W;

Desarrollando se puede
verificar que

Ay Qyy dys) | Uy Uy Uy
V= layy a2y ay3| |y vy vy

A3y A3z Q33| [Wy Wy Wy
= (det A)(volumen
generado por u, v, w), si
det A = 0, de otro modo
utilice —det A4.
Sean u = (uy, u,, uy),

V= (0, 05.05) ¥

w = (w,;, w,, w3). Entonces
i j k

VX W= U, DUy U

W W, Wy
= (VW3 — U3 Wy,
V3w — Uy Wy,

UiWy = Uy Wy);
1

ux(vxw= iy

[UaW3 — U3W,
i koo
U, Us }
U3Wy DWWy UyW, — Uy Wyl
= (—uzv3w; + Uzv; Wy +
Uy UyWy — Up Uy W, U3 Uy Wy -

Uy UyWy + Uz U W3, U0y Wy +
Uy Uy Wy + U3 U Wy, U 03w +
Uy U3 Wy + Uz U3 W3)
—(u-vw= —(uv, +

Uy + Uz Wa)wy, Wy, wy) =
(—uvywy — Uy, wy —

UsUz Wy, —UDiW, — UaTs Wy —
U3V3 Wy, —U D W3 —

U Uy Wy — U3 Dy W)

Si se suman los ultimos dos
vectores, obtenemos el
vector (¥).

Problemas 3.5

En las respuestas a los
Problemas del 1 al 5 suponemos
que el primer punto es Py que
el segundo punto es Q. Las
ecuaciones vectoriales son de la

forma OR = QP + tv. Sélo v
se proporciona en las respuestas.

1.

v=—i+j—4k;
X =2t
y=1-+1¢
z=3-4t;
(x=2)/(-1)=y~-1
= (z=3)/(-4)
L v=E—j-2k; x =—4,

y=1—t z=3-21;
x=—4 y z=1+2y

L v=2i-2k; x=1+2¢,

y=2, z=3-2¢;
y=2 y x=4-z

En los Problemas del 7 al
11 ya estd dado v.

7.

11.

13.

X=2+2t y=2—1,

z=1~—1;

(x=2)/2=(y-2)/(-1)
=(z=1D/(-1)

s x==1y=-2-3

z2=5+Tt;x=-1y
Ty+3z=1
x=a+dt,y=b+tet z=c;
(x—=a)ld=(y—b)le y z=¢
v=3i+6§+2k; x =4+ 3¢,
y=1+6t z=-6+72¢;
x=4/3=(y-1/6
=(z2+6)/2

19.

21.

25.
27.
31.
35.
37.
39.
41.
45.

47.

49.

51.

. Elvector v = aji + b,j + =

cik es paraleloa Ly, en ~
tanto que el vector v, =l
+ byj + ¢k es paralelo a
L,. De modo que L, L L,
sivi Lvyobienv - v, =
0. Pero v, v, = a,d, +
byby + ¢ie;.

.3+ 6) + 9k = 3(i + 2f + 3k)

por lo que son paralelos los
vectores de direccidn de las
rectas. Obsérvese que no
coinciden puesto que, por
ejemplo, el punto

(1, =3, —3) estd en L, pero

no en L,.

Si hubieran tenido un punto
en comun, entonces

2—t=1+s
L+t=—2s
—2t =3+ 2s

La solucién unica de las dos
primeras de estas ecuaciones
ess = —2,t = 3; pero este
par no satisface la tercera
ecuacion.

(@) (V186/3)(1=1)

{b) v 518/11=138/11,
(t=—")

(c) . 50/6 = 5v/30/6
(t=-—3)

CxFDR6=(y-T)/1

=(t—3)/37
(x—=4)/(=4)=(y—6)/16=2z/24
3 29. y=0 (plano xz)
x+y=3 33, y+z=35
=3x —4y+2z =45
2x =7y -8z =-20
—~12x—-21y+22z=63
2x+y="7 43. coincidentes

no son de ninguna de esas
clases
(x,y,2)=(—1,-3,0)
Fe(l1.2.1)
(x,y,z)=(—11/4,3/2,0)
+1(9,16,2)

13/V/69 53, 19/V/35

55, cos ' (9/v/3V29)
=cos™' (0.9649)
={.2657
=~ 15.23°

57. cos™' |20/v2946)|
=cos ' (33
=1.074
~61.56°

59. nm = v X w es ortogonal a
vyaw. Siu-(v x w)=0,
entoncesu L n, lo que
significa que u estd en el
plano determinado por v y
w.

61. coplanares;29x—y+11z=0

63. no coplanares;
-9.

K (va)z

Ejercicios de repaso © Capitulo 3.

1. W|=3v2, 6=n/4
3. v|=4, 6=5m/3

5. lv|=12v2, 8 =5m/4
7. 2i+2§ 9. 4i+2§

11. (a) (10, 5), (b) (5, -3),
(c) (—31,12)

13. (1V2)i+(1/v2)§

15. (2/V29)i+(5/v29)j

17. i+4

19. (IV2)i—(1V2)jsi a>0

y —(UV2)i+ (1/52)f si
a <0

21. —(5/V29)i— (2/v29)3

23. —(10/vV149)i+(7/v/149)§

25.§ 27. -3+l 29. 0.0

31. —14, —14/V/5V41

33. no son de ninguna de esas
clases

35. paralelos

37. paralelos 39. 7i+7j

41. [i+S 43, -4

45. ProymPO = —%i+ 33,
ProypgRS = —33i — 25

47. V216

49. V130;0, 3/4/130,
11/4/130

51. V53, -4//53, 1/V/53, 6/4/33

53. (2N6)i~(1/V6)j+(1/V6)k

55.
57.
61.

63.
65.
67.
69.

71.

Respuestas a los problemas de nlimero impar

i— 14§+ 20k
263

S35 +42 59. 22

cos™' (—9/4/798)

~1.895=108.6°
=T7i— 7Tk
—26i—8j+ 7k
V2065

OR = (—4i+j)

+ HTi—§+TK);
x=—4+7t, y=1—14,
z=T7t;
(x+4)/7=(y—D/(~1)=2z/7
OR=i-2j-3k

+ (58— 3§+ 2k);
x=1+5t y=-2-31,

z=—-3+2t;
(x~1)/5=(y+2)/(=3)
=(z+3)/2
73. V165/3 75, x+z=—1
77. 2x—3y+5z=19
79. x =33, y=5—41, z =t
Bl x=3-3t, y=—4—3t, z=1
83. cos ™ |-1/v207]

=cos ' 1/v207
~1.501=86.01°

Capitulo 4

Problemas 4.2

1. sf

3. no, (iv); también (vi) no se
verifica si a < 0

5. si 7. si

9, no (1), (iii), (iv), (vi) no se
cumplen

11. si 13, si

15. no; (i), (iii), (iv), (vi) no se

i7.
21.

23.

cumplen

si 19. si

Supongase que 0 y 8" son
identidades aditivas.
Entonces, por la definicién
de identidad aditiva 0 = 0
+ 0y =0 +0=20+
0. Por tanto, 0 = 0.

Sean —x y —x’ inversos
aditivos de x’. Entonces —x =
X+ 0=—x+ [X+(—x)]
=(—x+x) + (—x") (por ii) =

25.
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0 + (—x) (va que —x es un
inverso aditivo de x') =
—x’'. En consecuencia, —x =
—x" y el inverso aditivo es
unico.

Sean y, y y, soluciones de la
ecuacion. Entonces

¥i+ ax)yy + b(x)y,(x) = 0
y

Y2 + a¥)ys + b(x)y,(x) = 0

De modo que

1+ 32" + alx)yy + yy)

+ b0(y1 + y2)

=+ [yi + a(x)y

+ b(x)y;]

+ V2 + a(x)y,

+ b(x)y.]

=0+0=0

y asi y, + », es una
solucion. De manera
semejante (oy,)" + a(x)(ay)) +
b(x)(oy) = aly] + a(x)y; +
b(x)y ] =a-0=0,
asi que oy, también es una
solucién. Por lo tanto son
validas las reglas de
cerradura. Como —y, =
(—1)y, también es una
solucioén, se tiene el inverso
aditivo. Los otros axiomas
se deducen facilmente.

Problemas 4.3

1.

3.
9.
is.

17.
19.
21.

no; porque «(x, y) € H si
a <0

si B.si 7. si
si 11. si 13, si

no; el polinomio cero
ZH

no; la funcién
si

fx)=0eV

(a)SiA, A4, € H,, entonces
(Ay + Ax)y = Ay +
(A2);1=0+0=0, y
(@A) = o(dy) =0 =0
de modo que H, es un
subespacio. Si 4, 4, € H,,
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25.

enlon(/:fls _ (*bx “1>,
ay b
A, = (_bz az),
a, b,
A+ A,

_ (“(bl +by) (a;,+ a2)>
(ar+ay) (by+by)

-¢ d
= d e eH,

y de esta manera H, es
también un subespacio.

WH=H NH,=

0 a
{AENIMIA:( )
a 0

para algun escalar a} Sid,,

A, € H, entonces

(0 ar\ .o
0»2_

Ay
(0 )i+ a-

ap + a3\
a, + a, 0

o :
( )eHy ad, =
()= (0 )

. Six, x, € H, entonces

A, + xy) = Ax, +

Ax, = 0+ 0 = 0 de
manera que X; + X, € H.
As{ mismo, A(ax,) =
aAx, = o) = 0 de forma
que ax, € Hy H es un
subespacio.

Seanu = (x, y;, 2, W) ¥
Vo= (X4, V5, 2;,W,) € H.
Entonces u + v = (x; + x,,
Vit Yo, 2yt 2, W+ wy)y
a(xy + x3) + by, + y2) +
czy + z2) + dlwy +wy) =
(ax, + by, + cz, +dwy) +
(ax; + by, + cz, + dw,) =
0 4+ 0 =0 de modo que
u+veH.

En forma analoga, om = (ax,,
ayy, ozy, owy) y afax,)+

27.

29.
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bloy )+ cloz,) + d(ocw,) =aax, +

by, +cz; + dw;) = a0 =0
por lo que it € H.
Consecuentemente H es un
subespacio.

Sean x, y e/H. Entonces
X=u+v, VyY=1u +Ven
donde u,,y u, € H,

V. V2 € H,. Entonces x +
Y=+ v)+ W +v,) =
(u, +uy) + (v; + v,). Como
H, y H, son subespacios,
wtu,eH, yv,+v,eH,
de modo que x + y € H.
Similarmente, ax = a(u; +
Vi) =omy + avy.

Peroom, e H, y av, e H,
asi que ax € H y H es un
subespacio.

Sean v, = (Xl) VoV, = (xl)_
Y1 V2

v, no es un multiplo de v,
puesto que los vectores no
son colineales.

Xy X
Sea A={"' "?) Entonces
Yoo Va2
det A = x;y, — x,9,. Si
det 4 = 0, entonces x,y, =

X,y; 0 bien x,/x, = y,/y,
(six, = 00 bien y, = 0, se
puede deducir una
conclusion semejante). Sea
C = X/x, = y/ Y,
Entonces x, = cx, y y, =
¢y, de forma que v, = cv,
lo cual contradice lo
establecido anteriormente.
En consecuencia det A # 0.

X .
Seav = < ) cualquier otro
JY

vector en R?. Deseamos
hallar escalares a y b tales
que v = av, + bv,, o bien

()=o) (3
=aq +b )
y Y1 Y2/
_ (ax‘ + bx,
ay, + by,
es decir

=)

4 ay  fx

b) v/
Dado que det A # 0, este
sistema tiene la solucion

o ()4 f)

Por consiguiente v € H, lo
cual muestra que R*> = H.
Pero como H < R?,
tenemos que

H =R

Problemas 4.4

7.

11.
13.
15
17.
19,
21
23.
27.

.

. independiente
. dependiente;

2 4, 40
-2 -1}+{-2}={o
4 8/ \o

. dependiente (por el Teorema

2)
independiente

. independiente

independiente
independiente
independiente

dependiente

independiente
independiente

ad —bc=0 25 a=-%
El sistema (7) puede
expresarse como

ayy a;

a, a
(*)Cl ~1 + ¢ .22 + o

\aml A2
Ain 0
4 (1%" - O ]
nn O

Si (7) tiene incluso una
solucién no trivial, entonces
las columnas de A son
linealmente dependientes. Si
las columnas de A son
dependientes, existen

entonces numeros ¢, ¢,,

., ¢, no todos diferentes
de cero tales que (*) se
verifica.

29.Si0 =c,v; + v, + -0

+ ¢, v, entonces § = ¢;v; +

Co¥at o v+ Ovyy +

Ovi+2 + - + Ov,. Como vy,

¥,,..., ¥, son independientes,
tenemos que ¢y = ¢, = -+ =
¢ = 0.

3L Sicyvy 4 v, + v =0,

39.

41.

entonces0 = 0-v, = (¢;v; +
Ca¥a+ C3¥3) ¥y = cy(vy - vy) +
vy V) + e3(vyv) =
¥y vy + 04+ ;30 =

¢;vy -v;. Dado que vy # 0,

vy - vy # 0 asi que debe
tenerse que ¢; = 0. Una
determinacion similar
muestra que ¢, = ¢3 = 0.

() 1

‘\,

{ i

£ 0 + X3

\ o
-5
0

+ X4 0

1

Cualquier u diferente de
cero conduciria a un
resultado semejante. Por
ejemplo, sea u = (1, 0, 0).
Entonces x = (0, 1, 0) vy

= (0, 0, 1) estan en
Hw=xxy=(1.0,0)=u
(e) H es el plano ortogonal
a u en tanto que w es
ortogonal a este plano y por
tanto debe ser paralelo a u.

Sean p(x) = ao + a;x + a,x*
y q(x) = by + byx + by x*

43.
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dos polinomios en P,. Sea
r(x) = ¢y + ¢x + c;x* un
tercer polinomio en P,. Si
p Yy q generan P,, entonces
existen escalares o v 8 tales
que ¥ = ap + fq; es decir,

co = aay + b,
¢; = oay + pb,
cy = 0a, + fb,

Este sistema
‘‘sobredeterminado’ de 3
ecuaciones en 2 incognitas
tendra solucién si y solo si
la tercera ecuacion es una
combinacion lineal de las
dos primeras. Puesto que
cy, €, ¥ ¢, son arbitrarias,
rara vez éste sera el caso.
Por ello p y ¢ no pueden
generar P,. Para ver esto de
otra manera, supdngase que

(;) es una solucion del

sistema. Entonces

()= (e 35 ven
oz) [ bo>’1 cg) p
(ﬂ _(Ch by (Cx e

tambi o a; by ! €y
ambién, = .
¢ B a; by €2

En general estas dos

“)
expresiones para ( no

B]
seran iguales, lo que
significa que, por lo
general, el sistema no tiene
solucién.

Sea S ={v,V,,..., v} un
subconjunto del conjunto
linealmente independiente
T ={vy,v,, ..., ¥,} con

k < n. Supoéngase que S es
dependiente. Entonces
existen escalares diferentes
de cero con ¢yv; +

¥, gy, =0

Esto indica que T es
dependiente, lo cual es una

45.

47.

445

contradiccion. Simplemente
foérmese una combinacién
lineal de los vectores en T,
usando ¢; siempre que v, € S
y 0 en otro caso.

Exprese las matrices como
AW 4@ gt

R U .
Supéngase que 49 = ().
Considere el sistema

0(1‘1)0‘1 + aflo, + -

ai,f):h + alo, + -

+1
+ Al ety =0

+ (11;':1”+1}amn+1 = 0
Este es un sistema
homogéneo con ecuaciones
mny mn + 1 incégnitas.
Consecuentemente tiene una
solucion diferente de cero y
existen escalares o, oy, ...,
®pn 4 DO todos nulos tales
que o AY + a, AP +
+ Oy  A™T =0
(la matriz cero de m X n).

Supéngase que 1, x, ..., x¥
son linealmente
independientes. Considere
que ¢ + ¢x + -+ Xt +
Gy 1 X7 =0.Sic,q # 0,

y Co
entonces x**! = — -
Crya

C1 Ck

x*,

Cr+1 Cr+1

lo cual es evidentemente

imposible. Por ello ¢, | =

0. Pero entonces ¢, +

ox + + oxk =0, o

cual implica que ¢, = ¢; =
= ¢, = 0dado que I,

x, x2, ..., x¥ son
linealmente independientes.
Por tanto 1, x, x2, ..., x¥,

x*+' también son
linealmente independientes,
y esto completa la
demostracion por induccién
(véase el Apéndice 1).

49, Existen escalares o, o,
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51.

53.

55.

.., o, no todos nulos tales
que Ay Vy + oo +
o, v, = 0.

Sea k el mayor entero para
el cual o # 0 (k puede ser
igual a n). Entonces la
ecuacion queda o,v, +
AV + o0 F oV, =0

de forma que

%y o

V= — — ¥ — =V, —
% O
Uy~ 1
= Vg
Ol

Supéngase que fy g son
dependientes. Entonces g =

¢fyyg = cf para alguna
constante ¢ y
e )
L RS
o
IRFACI RN NS
= of (x)f'(x)

~ o ()f(x) = 0.

Considere que ¢, (u + v) +
c{u+w) + c3(v + w) =0,
Entonces (¢ + ¢y)u + (¢cy +
CV + (¢p + cy)w = 0.
Como u, vy w son
linealmente independientes,

[ =0
¢y +c3=0
¢, +ey; =0

El determinante de este

‘sistema homogéneo es

110
1 0 1|=-2%0,
0 1 tf

asi que la unica solucion es
¢, = ¢ = ¢; = 0ylos tres
vectores son independientes

111
a b ¢
a? b ?

= (b — a)(c — a)(c — b)

segun el resultado del
Problema 2.2.35.
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Problemas 4.5

1.
3.

®

11.
i5.

17.

19.

Si
Noj; por ejemplo

1
(2>¢ espacio generado de los

tres vectores (cada uno es

1
multiplo de (I)

. i 7. si

no; por ¢jemplo,

x¢ gen {1—x,3—x%

si 13. si

Seapdx) = a¢; + ay;x + -+ +
agx"parai = 1,2, ..., n
y definase el vector

a; = (Aoi» Auis - - - » Ani)-

Elija un vectorb= (b, ...,b,)
tal que a, - b = O parai =
L2, ..., m.Sim<n+
1, este dltimo sistema
homogéneo de ecuaciones
siempre tiene una solucion
no trivial b (por el Teorema
1.7.1). Supdngase que b se
puede escribir como b =
o8y + 08, + o0+ dy,a,.
Entonces b-b = aya, -b +
o%a, b+ +a,a,-b=0.
Pero b # 0. Esta
contradiccion muestra que b
no puede expresarse como
una combinacién lineal de
las a;sim < n + 1. Sea
g(x) = by + bx + - +
b,x". Entonces g(x) no
puede escribirse como una
combinacidén lineal de los
elementos p; y, por
consiguiente las p; no
generan espacio. Se
concluye que m = n + 1.

Si p(x) € P, entonces
p(x) =ay + ax + - +
ax* para algun entero k.
En consecuencia, p(x)
puede escribirse como una
combinacion lineal de 1,

x, x2, ..., xk.

avy + v, = (a + Pc)v,. Sea

v, = (xy, Jy, Z;)- Entonces
cualquier vector v = .

(%, y, 2) en gen {v, v,} puede
expresarse como

(x,y,2) = (& + fe)xy,

(o + By, (o + Be)zy), o bien

x = (o + fc)x;
y=(a+ o)y,
z = (a + fc)zy

lo cual, de la Seccion 35, es
la ecuacién de una recta
que pasa por (0, 0, 0) con
direccion (xy, yy, z).

21. Sea ve V. Entonces existen
escalares o, a,, ..., &, tales que
V=0V AV o 0V, =
OV + Ay Vy + oo+ Y, +
Ov,, ;. La tltima ecuacién

muestra que Vi, Y2505 Voig
gen V.

23. Sean ¥; = (Ui, Vizy -5 Uyy) Y
U = (Uyg, Uiy oy Upy):
Asimismo, sean

vy uy;
s Uy
J —§ 2
W; = » Ly =
Ui u

nj nj

y A = (a;;). Entonces
expresando los componentes
en las desigualdades dadas,
resulta
() vy = ajuy; + agtiz; + -
+ Gyl
dado que
det i # 0

w; = Az; por lo que z; = ‘A”wj_
Sea A™' = B = (b))
Entonces la expresion para
z; puede escribirse

o bien

Uy = by vy + byvy; + - -

+ by, Upj-
Esto es semejante a la
expresion (*) con los
elementos u y v
intercambiados.
Consecuentemente,

n
u, = Zbikvk para i=1,2,...,n

k=1

25.

asi que u; €

gen{v,v,,...,v,jparai =
1, 2, ..., n. Puesto que se
dio que v; €

gen{uy, Uy, ..., U,

concluimos que los espacios
generados son iguales.

2 -1 1
14, 30,12 (Hay
2 4 2

muchas opciones para el
tercer vector.)

Problemas 4.6

1.
3.
5.
7.

11.

15.

17.

no; no genera espacio
no; dépendiente
no; no genera espacio
si 9. si
0 1 2
11,10 13. 3
~1 2 4

Como dim R? = 2, un
subespacio propio H debe
tener dimensién 1. Sea
{(x0, yo)} una base para H.
Si (x, ¥) € H, entonces
(x, ¥) = ¢(xp, ) para
algin numero real ¢. Esto
significa que x = ¢x,, y =
cy, o bien

lo cual es la ecuacion de
una recta que pasa por el

. . Yo .
origen y con pendiente o si
A0
x, # 0. Si x, = 0, entonces
la recta es el eje y.

Sea {v,,¥v,,...,V,_ 4} una
base para H. Sea v, otro
vector en H. Entonces los
vectores Vi, Va,..., ¥y 1, ¥y
son linealmente
dependientes. Sea A la
matriz cuyos renglones son
Vi Vo, ees Voo, Ve
Entonces det 4 = 0, y la
ecuacion Aa = 0 tiene una

19.

23

27.

B

Respuestas a los problemas de niimero impar

solucion no trivial

ay

Lo anterior significa que
vica=0parai =1,2, ...,
n. En particular, si

Vo = (X1, X3, ..., X,), entonces
v,ra=10, obiena;x, + a,x,
+ o+ a,x, =0.

Dado que v, era un vector
arbitrario en H, esto prueba
el resultado.

-2
()} =4[
1 .
1
3 -2
141 O 25. n
0 1

V tiene una base
{u, uy, ..., u,} asi que
existen escalares tales que

Vy = a8y + Aty e
Vo = dp Uy + Ayl + -

Vin = Aily + Gppally + -+
+ a8,
+ a,,u,

+ amn un

Sea a; = (@1 Qizs - oo Ai).

Los elementos a; son m
vectores linealmente
independientes en R? (de

otro modo los elementos no
serian independientes).
Desarrolle los elementos a;
en una base a;, a,,...,a,,
A, 4,...,a, para R" sumando
simplemente al conjunto

n — m vectores linealmente
independientes. Entonces si
A = (A1, G2y -+ - s Gpr)

para m < k = n, defina
Vi = dyqlly + doly + -0+ gty

29.

31.

447
parak=m+ L,m+2,...,n
Puesto que
ayy 4y Ayn

det 21 22 7T )
dn1  On2 Apn

el conjunto {vy, v,,...,V,}

forma una base para V' ya

que consiste en 7 vectores
linealmente independientes
en ¥V condim V = n.

Si los vectores son
independientes, entonces
forman una base y dim V =
n. Si no es asi, entonces por
el Problema 4.4.49, por lo
menos uno de ellos se puede
expresar como una
combinacion lineal de los
que lo preceden. Descarte
este vector. Siga de este
modo hasta que queden m
vectores linealmente !
independientes. Estos atin
deben generar V por la
forma en que fueron
elegidos. Por lo tanto,

"dimV = m < n. En

cualquier caso dim V < n.

(a) Vea el Problema 4.3.27.

(b) Sea {vy, ..., v,} una base
para H, y {u,uy,...,u,}
una base para K.
Claramente B =

I 770 ZVUNI J | P PO |

genera H + K. Suponga que
Ay + GV + e+ oV, F
By + Byuy + - + Bu,=0
en donde no todos los
coeficientes son cero. Sean
h=oa,v +ov,

+oo oy, y k= pu +
fauy + -+ Bu,.

Entonces por independencia
lineal, ni h ni k son el
vector cero. Asimismo, h e
Hy k € K. Pero entonces
h+ k=0o0bien h =
—k € K. Consecuentemente
0# heHn K, locual
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contradice 31} hecho de que o\ /0 27. no 29, si 37. Puesto que p(4) = 5, los 2 posiciéon 1, 1 también tiene
HnK ={0}. Por oY /o ] 31. Si ¢, denota la i-ésima cinco renglones de A son g, — - % 6x—11y¢]()z 1 un cero en la posicion 1, 1.
consiguiente, son nulos ) o columna de D, entonces , linealmente independientes. 3
Iodos lgs elgmentos ay B, 0 | J M En consecuencia, los cinco -1 33. fcos & —sen0) (1 _ (o8 0.
0 que implica que los . 0 renglones de (A, b) son 2x +17Y 7z senf cos8/\0 senf)’
v'ectores en B son ‘ Existen muchisimas otras linealmente independientes, 4
linealmente independientes. opciones. y p(4,b) = 5. (cos ) o 0) <0)
Por ello B es una base para ¢ =df1 ’ senff  cosf/\1
H + Kydim(H + K) = Problemas 4.7 0 39. Por el Problema 35, p(4) = LIxt 13y 9z )
dim £+ dim K. 1 p=2.v=0 3. p=1 pn E p(AD) = p(C(AD)) = p(B). . _ (-scrfg),
(i) Si dim gen{v,. v,) = 1 5 :2’ _ p_ ’ - 2(')}, 41. (i) Si existe un x # 0 tal que cos
EEN 1V, V3 > =2, v=1 7.p=2,v=2 o o Ax = 0, entonces A(ax) = - A™! se obtiene girando un
entonces elijase una base {v} 9.p=2,v=0 1L p=2,v=2 i-esima posicion. En aAx = 0 para todo «e R -\’ i angulo de —6. Por tanto
para gen{v,, v,}. Entonces 13. p=3,v=1 15. p=2, v =1 consecuencia, los elementos de modo que W(A4) = Z -
Vi=avyv, = Bv.Sivy, = ’ ¢; son linealmente dimker A > 1, y p(4) = 11, @t ax+ax e cos(—0) Asen(—G))
0, entonces v, es un tnico _ -1 independientes cuando d, # n — vWA) <*n ’— 1<n =0(aoﬁl‘a1 +2az)1 " \sen(—0)  cos(—b)
punto que esta en v,. Si - base imagen = 1 0, y el numero de columnas (i) Si p(A_) < n ento.nccs +a,(x—1)+ax*>—1) 0 6
v, # 0, entonces « # 0 por -1 linealmente independientes v(A) = n— p(/i) > 0 asi 13. a4+ a.x+ax? = < cos 7 sen )
lo que v, = fv = —ﬁ(av) _ gv" éstas son las primeras dos es el rango. que existe un x # 0 tal que _O(amlha1+2(12) —send cos?
« [ columnas de A. R . p(A) = dimension del espacio Ax = 0. = @+D De manera alternativa, dado
En cualquier caso los columna de 4’ = di ue
vectores son colineales. base espacio nulo :{( 1)} del espacio rcnglo’x‘?lc?:zél(:l +(i1-——2—a—2)( -1 ! - (COS 0 —sen H\‘7
(ii) Si los vectores son 2 dimensién del espacio de Problemas 4.8 +a,(x*-1) senf oo H}
colineales, entonces v, = 19. base imagen = columnas de A4 (por el L1325273293 3, .2 2 -1 cos § sent
cv, para algin escalar ¢ de Iy /~1\ /3 Teorema 3) = p(A). 11. Sea | M| un subdeterminante | 15 3»()160+ x+)1~§(1x6(1r)x) 4= (—sen@ cos 9)'
modo que v, es una base {(()),( 1)) (3) ; éstas 35. (i) Sea H = imagen de 4 y de orden k + 1. (x )1
para gen{vy, v,} y 1 0 y sea {v{, v, ..., v,} una Desarrolle | M| en 17. (X)p, = <‘3> 35 A=
dimgen{v,, v;} = 1. son las tres primeras base para H. Ya que B es su primer renglon. Al hacer : 0 cos (m/4)  sen(m/4)
35. Si no son linealmente columnas (linealmente invertible, ker B = {0}, lo 3 esto obtenemos k + I 3 <‘S€n(’ﬂ'/4) cos (7T/4))
independientes, entonces, independientes) de A. que significa que determinantes de orden K. 19 (05, = |12
como en la réspuesta al {Bvi, Bv;, ... By es un | Como cada determinante es T = ( 12 Uﬁ)
Problema 29, dim V < n. -6 conjunto linealmente : cero por hipdtesis, [M] = 21. independiente -1N2 12
i = ' _ independiente en R™ y en ! . : ’
\(/::Cl::)(;e(:lg;;/en 56’1’ los base espacio nulo = ? consecuencia es una base Problemas 4.9 23. _depend‘er}m (del Problema 33)i51 que
independientes y, por 0 para Im@g BA. Por i 25. %ndepend%ente f 2\ _ "5/‘/2)
consiguiente, constituyen consiguiente p(BA) =k = | 1 x+y (1)+X;X( 1)_ (x> 27. independiente A <"7>~ (-9/\/5
una base para V. 1 Ff_(A)' ! 2\ 2 \-1) \y 29. Si fueran linealmente
-2 .(") D?do que Ces | independientes, generarian 37. Como C es invertible, las
I 0 21. base imagen= 5 invertible, Imag C = R"; | 3. Ax+3y (/5>+7x-5y( 3) P, .PeroleP,yl¢ columnas de C son
I 1 ;/ irelaxheeﬂ%f{;t elntonclzs C):S[e 4}1 7 41 —4 gen{ py, P2, ..., Pn+’1} . linealmente independientes.
37. B, = | ol bas ' 1 al que Ax h. :< ) puesto que es O el término Esto es, {¢;,¢€,,...,¢,} sON
0 ] ase espacio nulo = Yg que Imag Cn = R", ‘ y constante en cada n vectores linealmente
1 0 0 existe un y € R” tal que dx—by {a\ —cx+ay (b polinomio. independientes en V, los
1 | N 3 Cy = x. Consecuentemente S. ad — be (b> ad —be (d) cuales son, en consecuencia,
0 l i . ACy = h. f.’OI' ello H < | X 31. 51 fueran. linealmente una base para V puesto que
ol 0 0 1 0 In}ag AC. Sivelmag AC, =( ) independientes, gcnerarian dim V = n.
0 0 0 \1 exisie un u en R" tal que ¥ { 1 M,,,. Pero la matriz A =
J 0 Ap;“ = v. Pero entonces B 3 (a Jendonde a,; = 1y 39. Si CA = I, entonces
23, ( ) ( )1 v = A(Cu) de manera que 7. (x=yR 0 )+(y-2) 1 = 0 de otro modo no (X)p, = I(X)5, = CAX)g,.
B — () l [ v elmag A = H. Por lo 0 0 esté en el espacio generado Recilprocameinte, supon‘ga
S\ 25. {(1,0,0, 12 tanﬁo mag AC =M de N\ (* de Ay, Ay, - Ay ya aue (), = CAX)s,
0 5. (1,0, 0, ;?, ((). I, —1,5 modo que Imag AC = Hy +zZi 1=}y que una combinacion lineal Sea By = {v,, ¥,,...,V,}.
(0,0.0, Dy} p(4) = p(AC). 1 z de matrices con un 0 en la Entonces
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1

0 0
(vp)p, =} . |=C4 N

Sea
i1 Tz o P
Cd = r2.1 "2.2 ’”%n
Int Tnz Fon
I
0
Entonces CA| . |= la
0
primera columna de
Fiq 1
. ¥ 0
CA =1 2=
Fut 0,
Analogamente, la segunda
0

1
columna de C4 =f 0 { ya que

(21430, 5/+/30, 0, —1/v/30)
(—2/410, 1410, 21¥10,
1N10)}

11. {(aVa®+ b+ 2,
biNa’+b>+c?,
cNa®+b>+ %)

13. {(=7/V66, ~1/v/66, 4/v/66)}

21
- 3 3 3
15. Q‘:(% 2 §) y
2 2 1
t 3 _j 5
Q'Q=1=Q0"
17. PQ:—lA

NG
X(l—\/?f -1~\/§>
1+\/8 1—\/§’

1

(POY = —~

© 3.2
x( 1-/8 1+Vf8)
—1-/8 1-B)
<PQ><PQ>':118(1§ 12)”

19.1=07'0=00=00=0"
Perodet Q* = (det Q)% =

0

0
1

(v2)s, = § 0 {. Continuando
0

de esta forma, se ve que
CA = I

Problemas 4,10

. (1/6) (—1/«/5)
N2\ 3
3. ()Sia=b=0,
{(1,0), (0, 1)}

(i) Si a=0, b#0{(1, 0)}
(iii) Si a#0, b=0{(0, 1)}
(iv) Si a#0,

bE0{(BVa*+b?,
—a/Va*+b3)}
5. {13, 0, 2/¥/5), (2/4/30,
5/V/30, —1/v/30)}
7. {21729, 3//29, 4/V29)}
9. {(1/V5,0,0,2/V3).

det/ = 1, de modo que
detQ = +1.

21. Siv; = 0, entonces Ov, +
Ov, + - +0vioy + v, +
Ovipy + - +0v, =0,
lo que implica que los

elementos v; son linealmente
dependientes. Por ello v; #

Oparai = 1,2, ..., n.

23. (a) O

® i)

-2+

—~186
25. (a) i( 75) <b>%

/1
1{-3
27. (a) -
@3] 4
17
2
1 -1
(b) ——
Vis| 3
-1
1 2
1l -3) 2/ -1
(© < +2
] I st 3
17 -1

29, luy — > = (uy — uy) -

(w —w) =uy -y ~uy-u —
upcu, Fuycu,=1-0-—

0 + 1 = 2 en virtud de que
u;, u, son ortonormales.

31. a®+b°=1

33.05(" _1,>.
[a| |v]

(-3
fuf v|

aru 2u-v v-v

TTaf v TvE

Cufr 2wev P

T ul quliv) vP
_ 2u-v
ufly] T
asi que i <1y wuvg

fujlv]|

lu|{¥].&D De modo semejante,

1] ¥ u A\

0<|—+ —)of— 4=

i(iuﬁlvl) <1u1+1v{)
v

4+ >0 de forma
lallv|

u-v .
que 1 > — o bien

[ul]v]
fulfv| = —u-v®

Combinando (1) y (2) se
tiene que [u-v| < |ua}|v|.

35.

37.

Ju+ v = (Jlu] + v
Esto significa que
+v)@u+v)=

[ + 2u-v+ |v)? =

(li] + [v))?* = [u]* +
2lul{v] + |vi%. Por
consiguiente u-v = |u||v|
lo cual, del Problema 34,
puede ocurrir sélo si u =
Av; es decir, u y v son
linealmente dependientes.

Se prueba esto por
induccion matematica. Si
k = 2, éste es el resultado
del Problema 35.
Suponemos que se verifica
para k = ny lo
demostramos para k =
n + 1. Supongase que
[x; + X% + -
[+ 1%+ X+
[ X, 1) (*) Esto implica que
[X; + X4+ 4 x| =
x|+ X+ tx,,[”’,
debido a que si esto no se
verifica, entonces, por la
desigualdad del tridngulo,
Ix; + %o + 00 X,
< Ix+ x|+ -+ X0
Pero entonces
%) + %+ X Ky
<X+ Xy 4 o+ Xl

+ 1%, 1] < 1%y

+ 1]+ X

+ X 1l;
lo cual contradice (*).
Consecuentemente, por la
hipotesis de la induccion,
dim gen {x;, X5,...,X,} = L.
Seau =X, + X, + -+ X,.
Por (*) y (v){u+ x,04] =
la| + |x,.,] de modo que
por el Problema 35, X,4+; =
Au para algin nimero \.
Es decir, X, ;€ gen{X,, X,,
..., X,} por lo que dim gen
5. S7 ST Xy X, g5 = |
también. Por tanto, el
resultado es cierto para k =
n + 1, y la demostracion
queda completa.

Xyt Xyl =

39.

41.
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(HH = {veR,v-k=0
para todo ke H'}, Sea x €
H; entonces x*k =0

para todo ke H™ por lo
cual x € (HY)™, lo que
muestra que H < (HY)*".
Reciprocamente, si

ve (H")", entonces v-k = 0
para todo k € H* Pero
v=h+k endondeheHy
k'e H* Entonces 0 = v-k =
W k+k k=0+k"k
Porello k~k =10

para todo ke H,

lo que significa, en
particular, que k' - k' = 0.
En consecuencia, k' =0y

(HYH*" < H y, junto con
H < (HY*, demuestra que
(HH*=H.

Sea k € H,. Entonces
k-h=0paratodohe H,.
Como H, < H,,esto
demuestra que k-h =0
para todo he H,. Esto es,
ke Hy. Por lo tanto

Hy < HY.

Problemas 4.11

L) (A A) =al +ady+ -

+ az, = 0.

(ii) (4, A) = O implica que
at=0parai = 1,2, ...,n
porloque A = 0.Si 4 =
0, entonces (A4, 4) = 0.

(i) (4, B+ C)=ayy(byy +cyy)
+ ot (b + Cn) =

ay by +ager o+ Qb
+ O Cpp = (A1 1byy + -

+ Uy bun) + (@11C30 + -

+ A Con) = (A, B) + (A4, O)
(iv) De igual forma,

(A+ B, C)=(4,C)+ (B, O)
puesto que todos los
componentes son reales y
a;by = byay

(vi) (aA, B) = (aa; )by + -+
+ (ot )by, = ofag byy + o
+ bl = (A, B)

(vii) (4. aB) = (aB, 4) =

ii.

(aB, A) = o(B, A) = a(4, B) =
(A4, B)

. Sea E;lamatrizde n X n

con un 1 en la posicion i, i,
y 0 en todas las demads
posiciones. Es facil ver que
{E\, E,,...,E,} es una
base ortonormal para D,.

AQN2, iV2), (N2, 1N2)}
. {5, 372x, V578 3x7 — 1)}
. Primeramente noétese que si

A= y B" = (bj;;), entonces
(ABY; = Z aybj,

k=1
de manera que

tr(AB") = i i“ubir
i=1 j=1
(i) (4, A) = tr(44")

5 ($a3) 20

i=1 \j=1

il

(ii) (A, A) = 0 implica que
a} =0 para toda i y toda j
porloque A =0.Si4 =
0, entonces A’ = 0y AA4' =
0y asi tr(44") =0.

(iii) (4, B+ C) = tr[A(B + C)]
+tr[AB'+ C)] =

tr(AB' + AC") = tr(AB")

+ {AC") = (4, B) + (4, C)
(iv) De forma analoga
(A+B,CO)= (4,0 + (B, C)

2 2agby
i=1 j=1

tr(BA") = (B, A)
(i) (24, B) = tr(eAB") =
atr(ABY) = a(A, B)

(vii) (4, aB) = (@B, 4A) =
a(B, A) = oA, B)

(o oo ok o)
o

It

(™) (4, B)

i

- (@) () (p.p) = p@)* +

p(b)* + p(c)* =0

(ii) (p, p) = 0 implica que
pla) = p(b) = p(c) = 0.
Pero una cuadratica puede
tener a lo sumo dos raices.
Por ello p(x) = 0 para
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toda x. Reciprocamente si
p =0, entonces p(a) =
p(b) = p(c) = 0 por lo
cual (p, p) = 0.
(i) (p, ¢ + 1)
= pla)(g(a) + r(a))
+ p(b)a(b) + r(b)
+ ple)g(c) + r(c))
= [p(a)q(@) + p(b)q(b)
+ p(c)g(c)]
+ [p(@)r(a) + pbyr(b)
+ pleyr(c)]

=@ g+ (p,r)
(iv) Similarmente, (p + ¢, r) =
(p.71) + (g, %)
W) (p, @) = playg(a) + (p(h)q(b)
+ p(c)g(c)
= q(a)p(a) + q(b)p(b)
+ g(e)p(c)

= (g, p)
) (ap, ) = [ap(a)]g(a)
+ [ap(b)1q(b)
+ Lap(c)]q(c)

= o[ p(a)q(a)
+ p(b)q(b)
+ p(0)q()]

= op, q)
(vii) (p, 0g) = (ap, q) =
wp, q) = op, q)
(b) No, dado que se
infringe (ii). Por ejemplo,
seana = 1, b = 1y
plx)y =(x—Dx + 1) =
x? =1 # 0. Entonces p(a) =
p(b) = 0 de manera que
(p, p) = 0 aun cuando p #
0. De hecho, para cualquier
polinomio ¢, se tiene que
(pv g) = 0.

15. V31

u v u \
110S(&H’m)0@*ﬁﬂ)
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 Jul? [(u, v) + @)
ful? fu]]v| }
fv[?
v}
Ahora bien, si z = a + bi,
entonces z + 7 =
(a + bi) + (a — bi) =
20 =2Rez(yz~-3 =
2bi = 2ilmz). Por
consiguiente (u, v) +
(u, v) = 2 Re(u, v) y asi
2 Re(n, v)
[ul[v]
Re(y, v)
fullv|
real. Entonces 0 < ((Au +
@ VW), (u + (o, ) =
Aul + (@ )P v+
AMu, vy, v) + Au, vy, u) =
(pues X es real) A%|ul? +
24, v + [ vPvA Lo
altimo es una ecuacion
cuadratica en \. Si
aA* + bA + ¢ > 0, entonces
la ecuacion a\®> + b\ +
¢ = 0 puede tener como
maximo una raiz real y, por
lo tanto, b? — dac < 0.
En consecuencia

4w, 1P — 4ju)? x
[, V)*v]? <0

> 0 o bien

< 1. Sea \ un nimero

o bien [(u, v)I* < [u?|v]?

Yo )] < fullv].

19. H* = gen {(—15x*+16x —3),
(20x*—30x?+12x — 1)}

21. 1+2x+3x*—x°

_30x*+52x +19

20
. (=20x*+30x*—12x+ 1)
20
3 /= 8 ) /1
23, — + \/3 ;E - TIZ)\/ 3(2)( hd 1)

_ww @y v
lal>  lallv]  ullv]
(v, v)
E

x /5(6x> — 6x + 1)
~ —0.8346x% — 0.2091x -

+1.1585
1 1
— ey
/2 /2
25. 4% = v v
1 i 1 i
272 1213

Verifique que A*4 = .

Problemas 4.12

1. Sea L un conjunto
linealmente independiente
en V. Sea S la coleccién de
todos los subconjuntos de ¥
linealmente independientes,
ordenados parcialmente, por
inclusién tal que todo
conjunto en S contenga a
L. La demostracion
entonces se desarrolla como
en la del Teorema 2.

3. El resultado es cierto para
n = 2. Supdngase que se
verifica para n = k.
Considere los & + 1
conjuntos A,, 4,, ..., A,
A s en una cadena. Los
primeros k conjuntos
forman una cadena y, por
la hipoétesis de induccion,
uno de ellos contiene a los
otros kK — 1 conjuntos.
Llamese a este conjunto 4,.
Entonces A4; € 4, ,, o bien
Ay+1 € A4,. En uno u otro
casos hemos encontrado un
conjunto que contiene los
otros k conjuntos y el
resultado es valido para
n = k + 1. Esto completa
la demostracion por
induccion.

Ejercicios de repaso ¢ Capitulo 4.

1. si; dimension 2; base
{(1,0,1),(0,1,2)}

3. si; dimensién 3; base
{(1,0,0,-1), (0,1,0,-1),

(0,0,1, -1)}

. si; dimension [n(n+1)}/2;

base {(E;:j=1} en donde
E; es la matriz con un 1 en
la posicion i, j y 0 en las
démas.

. no; por ejemplo (x> —2x)+

(=x®+x%)=x*>—2x, lo cual
no es un polinomio de
grado 5, asi que el conjunto
no es cerrado ante la
adicion.

. no; por ejemplo,

11 2 1
(0 ZHA 2)
31 1 0
3 2
= (#1 4), lo cual no
4 1

satisface a;, = 1.

11. independiente

13. dependiente

15. independiente

17. independiente

19. independiente

21. dimension 2; base {(2,0,1),
(0,4, 3)}

23. dimensidn 3; base
{(1,0,3,0), (0,1,-1,0),
(0,0,1, 1)}

25, dimensién 4; base
{D,, D,, D3, D} en donde
D, es la matriz con un 1 en
la posicion 7, i y 0 en las
demas

1

27. Imag A = gen - ;

2
ker A = gen 1 ;
p(A)=v(A)=1

29. Imag A =R’;
ker A ={0};
p(A)=3, v(A)=0

31, Imag A

~[0)

Respuestas a los problemas de nimero impar

ker A ={0};
p(M=2, v(T)=0

53000

38, 1(1+x3)+0(1+x)+3(1) =
4+x2

37.2
L) ()]

- {V@ <3 V13 2)
1V3

41. (w?)
13

43. (a) (—V

-1/7/3
(b) ( 1/\/§)

13

Wi Wim Wi
p——

—_
g)
~

P
Wit u‘»— (SN

WIN W Wi

‘,
+
|

[N N N S

45, (a)(
182 0
0 1V2
(b) -1210 o
0 -1/V2
3 3
Of 1+ 2
2 2

2

7.5 F 30—+

2
(ge? —1P)x* —2x +3)
~ 1.6672 + 0.0821x +
1.459x?
Capitulo 5
Problemas 5.1
1. lineal 3. lineal

5, no lineal, puesto que

()60

11.
13.

15.

17.

19,
23.

25. lineal
29.

453

mientras que

)2

z

. lineal
. no lineal, ya que

() (%)
Za

X
en tanto que aT(y) = axy

lineal
no lineal, ya que

-]
2
E N e ®
il
R
S
-]
XSN%K

T N

sia # 10 bien 0

no lineal, pues

T(A+B)=(A+B)(A+B)
=(A'"+B")Y(A+B)
=A'A+A'B

+B'A+B'B.
Pero
T(A)+T(B)=A'A+B'B
#T(A +B)
a menos que A'B+B'A=0.

no lineal, pues T(aD)=
(aDY=a’D*#aT(D)=
oD?* a menos que o = 1
o bien 0.

lineal 21. lineal

no lineal, pues T(f+g)=
(f+er#f +¢'=
T(f)+T(g)

27. lineal

no lineal, pues
T(aA) = det (¢A)
=a" det A
#a det A
=aT(A)
a menos que « = 0 o bien
1. [detad = " det A por
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el Problema 3.2.28.]
También, en general,
det (A +B) # det A +det B.

—14 =31
. (a) ( 4) (b) ( -6)
26 26

33. Gira un vector en sentido
contrario al del reloj
alrededor del eje z un
angulo 6 en un plano
paralelo al plano xy.

3

faey

35, Supdngase que o < 0.
Entonces T{(x — o)x] =
T(0x) =0Tx = 0. Por tanto
T(a — o)x] = T(0x) =
0Tx =0 y T(ax)+ T(—
ox) = T((x — a)x) = 0.

Pero —«« > 0 de modo que
T(—ox)= —aTx. En
consecuencia T(ax) —

aTx = 0, o bien T(0x) = aTx
para o < 0 también.

37. Tx —y) = Tx + T(~y) =
Tx + T[(=y] = Tx +
(=DTy=Tx — Ty.

39. T(v; + vy) = (v; + vy, 1) =
(Vi mg) + (v3,1p) = Tv, +
Tvy; T(av) = (av, uy) =
v, ug) = aTv.

4. T(vi +v,) = (v; + v,, ugu,

=(v; + v, u)u,
+o A (Vi vy,
u)u,
= (v, uu,
+ (vla ul)ul
+ (v, wu,
+ (v2, ux)u,
+ o4 (v, u)u,
+ (uls un)“n
= (v, upn,
+ (vq, uy)u,
+ o+ (vlw un)un
+ (v, upu
+ (va, u)u,
+ o+ (v,, u)u,
=Tv,+ Tv,;
T(ov) = (av, uy)u,
+ (v, uy)uy + - -
+ (av, w,)u,

= o (v, uy)u,
+ (v, uu, + -
+ (v, uu,]

=aTv.

Problemas 5.2

1. kernel (o nucleo) =
{0, y):yeR}, es decir, el
€je y;imag= {(x,0): x eR},
es decir, el eje x;
e(T)=v(T)=1

3. kernel ={(x, —x): x e R}—
estoeslarectax + y = 0;
imag=R; p(T)=v(T)=1.

0
5. kernel = {(0 g)}, imagen =
M,,; P(T) =4, V(T) =0

7. kernel={A:A'=-A} =
{A : A es antisimétrica-
imagen A es simétrica};
imag ={A: A
es simétrica}; p(T) =
(n*+n)/2; v(T)=(n>~n)/2

9. kernel (o nucleo) =
{feCl0,1]:fG) = 0};
imagen =R; p(T)=1;
el kernel o nucleo es un
espacio de dimension
infinita, de modo que
v(T) = . Por ejemplo,
las funciones linealmente
independientes x —3, (x —2)?,

(=2 (x=2)*% ..., (x= D",
- satisfacen todas f()=0.

11. Siv € V, entonces v =
OV + vy + 0+ v, de
modo que Tv =
T(civy + oV + oo+ ¢, v) =
Tvi+c, Tvy + 4 ¢, Tv,) =
04+ c,0+ - +¢,0=0.
Asi Tv = O paratodo v e
V'y es, por lo tanto, la
transformacidn cero.

13. La imagen de T es un
subespacio de R* y, por el
Ejemplo 4.6.9, los
subespacios de R> son {0},
3, y rectas y planos que
pasan por el origen.

15. Tx= Ax en donde A =

(O a), a; b, ¢ son reales
b ¢/

17. Tx= Ax en donde A =

2 -1 1
(2 -1 1\)
2 -1 1

19. (i) Si A4 € ker T, entonces
A—A"=0,o0bien 4 =
Al
(ii) Si 4 € imagen de 7,
entonces hay una matriz B
tal que B— B = A.
Asimismo A4¢ =
(B _— Bf)t = Bt — (Bt)l —

B' — B = — 4 de modo que
A es antisimétrica.

21. Sea Ti(u) = w; v T(w) =
0 si k # i. Estas forman
una base para L(V, W), asi
dim L(V, W) = nm.

23. Falso. Sean Sy T: R? — R?
dados por S(x) = Axy
T(x) = Bx, en donde 4 =

0 1) 10
00/ B_(o 0)'

Entonces ST(x) = ABx =

0 0 )
<0 O>x = §. Sin embargo,

TS(x) no es una
transformacion cero porque

0 1
BA = (0 0) # la matriz
cero.

Problemas 5.3

1 -2
1. (_1 1), ker T ={0};

imag: T=R? »(T)=0,
p(T)=2

()0}

v(T)=2

1 -1 2
5. (3 1 4); imag T =
5 -1 8
‘ Iy /-1
gen {(3), ( 1)]; ker T=
5 -1
-3
gen{( 1)]; o(T)=2,
2

v(T)=1
1 -1 2 3
7. (0 1 4 3); imag T =
1 0 6 6

)

6\ /-6
-4 (-3 |

17y ot

0 1

p(T)=2, v(T)=2

5 1
4
9. (3

ker T={0}; p(T)=2, v(T)=
0

gen {
gen

®)

); imag T=R>

s #

0

5
ker T = gen {( 3) };
—6 o,

p(T)=2, v(T)=1

3 1 1¢
11. < Z 52); imag T=R>
5 3

0O 10
0 -1 0

13. 0 0 0 ; imag T=
1 00

gen{l—x, x’}; ker T =
gen {x*}; p(T)=2, v(T)=1

15. (0,0,1,0); imag T=R;
ker T= gen {1, x, x*};
p(M=1, »(T)=3

1 -1 2 3
17. (0 1 4 3); imag T=

1 06 6 5

Respuestas a los problemas de niimero impar

gen{l+x* —1+x,2+4x+
6x}=P,; kerT=

gen {x*—4x —6}; p(T)=3,
v(T)=1

1 11
1110
9, B =
1 1100k imag T
10 00

s ker 7={( o))
223 Ke€I £ = o o/)

p(T)=4, v(T)=0
01000

0
21.

>

OO O
o O QO
[l N

0
30
0 4
imag D =Ps; ker D =R;
p(D)= 4, v(D)=1

0100---0
0020---0
0003---0 f.

2.1 . K
0000-n
0000---0

imag D=P,_;; ker D =R;
p(D)=n, v(D)=1

2 02 0 O
0306 O
25,00 0 4 0 12¢;
0005 0
000 0 6

imag T=P,; ker T={0};
p(T)=5, v(T)=0

27. Ar=diag(bo, by, by, ..., b,)

j+1

j!
b = D ———
en donde b, ‘gl G101

imag T=P,; ker T={0};
p(M=n+1, »(T)=0

1 0 0 .
29. (0 1 O);imag T=P,;

0 0 1
ker T = {0}, p(T) = 3,

31. Por ejemplo, en M;,,

10 0 0

0 0 0 O

0 0 0 0

6100

00 0 0

0 0 0 0

A= 0010

00 00

0 0 00

00 0 1

6 0 0 O

00 0 0
En general, A; = (ai).)en

donde L
a; =

0,

ou(T)y=20

000000 060
10 06 006 0 0O
000010 0O
000 O0O0O0O00
01 0000 00
00000100
000 0 0 0 00
00100000
00000010
0 00 0O0O0O0CGO0
0 001 0O0O0O0
0 0 ¢ 0 00 01
si i=km+l,

y ji=(-Dn+k+1
para k=1,2,...,n—1
y =1,2,....,m

en cualquier otro caso.

455
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33

0 1 0

=:gen {senx, cos x};
ker D =R; p(D) =2,
v(D)=1

3 -2
35. (i/2 1 )

37. Sean B,y B, bases para V'y

W, respectivamente.
Tenemos (TV)y, = Ar(v)p, para
todo ve V. Entonces v €

ker T'siy solosi Tv = 0 si
y 5610 si A3 (V), = (0)p, si y
solo si (v)g, € ker Ay. Por
tanto, nulidad de 7 =
Napyasiv(T) = v(Ap).

Si w e imag T, entonces

Tv = wpara alginve VV

de manera que

Ar(v)g, = (TV)g, = (Wp,.

Esto significa que (), € Ry, .
Asi Ry = imag Ty asi

p(T) = p(Az).  Como

V(A1) + p(Ay) = n por el
Teorema 4.7.5, vimos que
v(T) + p(T) = n también.

Problemas 5.4

1.

Como (zA) = aAd' y

(A+ B)Y = A"+ B, T ¢s
lineal. A" = 0 siy s6lo si
A = 0, de modo que

ker T = {0}y T es 1-1.
Para cualquier matriz 4,
(A") = A, por lo que T es
sobre.

. (i) Si T es un isomorfismo,

entonces 7x = A;x = 0 si
y s6lo si x = 0. Por tanto,
por el Teorema Resumen,
det A, # 0.

(ii) Si det A, # 0, entonces
Amx = 0 tiene solamente
solucion trivial. Asi, T es
1-1y, puesto que V'y W
tienen dimension infinita, 7
es también sobre.

RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS DE NUMERO IMPAR

0O 0 o
. (0 0 —1); imag D

5. m=[n(n+1)]2 =
dim{A:A esnxn
y simétrica}.

7. Definase T: P, ~ W por
Tp =xp. Tp = 0 implica
p(x) = 0; esto es, pes el
polinomio cero.
Consecuentemente, 7 es 1-1
%, puesto que dim W = 35,
T es también sobre.

9. mn=pq

11. La demostracion del

Teorema 6 prueba la
afirmacion con la
consideracién de que los
escalares ¢, ¢;, ..., ¢, son
numeros complejos.

13. T(A, + 4,) = (4, + A,)B =

AB+ A4,B=TA, + Td,;
T(aA) = (@A)B = «(AB) =
«TA. Por tanto T es lineal.
Supodngase que T4 = 0.
Entonces AB = 0. Como B
es invertible, podemos
multiplicar por la izquierda
por B~! para obtener 4 =
ABB™!' = 0B~ ! =0 0 bien
A =0 Asi, Tes1 -1,y
como dim M,, = n? < =,
7T es un isomorfismo.

15. Elijase h € H. Entonces

Proy, h = h de modo que
T es sobre. Si H = V,
entonces 7 es también 1 a 1.

17. Puesto que T es un

isomorfismo, ker T =

ker A = {0} de manera que,
por el Teorema Resumen A4
es invertible. Si x = Ty,
entonces 7'x = Ax = y de
modo que x = A 'y pues
A~ existe. Por consiguiente
T—ly = A~y para todo
yeR"

19. Para z =a + ib e,

definase Tz = (a. b) € R%
Entonces

T(zy + zy) = T{ay + as) +
ity + b)) = (ay + a,.

by +by)=C(ay, b))+ (uy, by) =

21.

Tz, + Tz,.Sioe R, entonces
T(nz) = T(xla + ib)) =

T(aa + ioh) = (oa, ab) =

o(a, by = oTz. Por tanto T es
lineal. Finalmente, si

T(z) = (0, 0), entonces
claramente 7z = ¢ + ib =
0+ 70 =20 Asi, Teslal
y puesto que dim C (sobre
los reales) = dim R? = 2,
T es un isomorfismo.

Del Teorema 1.11.1°, el
mapeo 7x = A,x es sobre
siy solo si 4, tiene inversa
derecha.

Problemas 5.5

1.

i

Tx-Ty
(x1 sent + x, cos 0\

x; cos ) — x, senfl

. X3 /

yisen0 + y, cos ()\
A yacos0 — yysiis j

\ V3 /

= x,;yy(sen” 0 + cos*
+ X, yo(sen® 0 + cow
+ X3V
=XgVy FXp Vs f X
=Xy
(se suprimen todos los o:
términos del producto
escalar).

. Utilizando el Teorema 1,

Tx- Ty = (4Bx) - (ABy) —
X (AB)(ABy) =

X (B'AYAB)y =

X (B'AT'AB)Y = x .

X4y =E+y)(x+y) =
XX 42Xy +yry = (x]?+
2xy 4 |y

de modo que x-y =

Al 4yl = 1x [P — |y P
Tx-Ty =4(|Tx + Ty]* —
[T — [Ty = X T(x + p)|?
— | Tx* = | TyP)

Hix+ vyl = Ix 1y
(puesto que | Tx| - |x|)=x-¥

. Tx = ax en donde o es un

escalar y « # 0 o bien 1.

i
{
i

9, Tx-Ty=x-"y=Ax-Ay Yy

13

i7.

i9.

21.

st

A'= A~ ! de modo que

A = (A" 'Y. Entonces

Xy =x-(ly) =

X (A YA 'y =A" x4y
= Sx - Sy

de manera que Sx = A4~ 'y
es una isometria.

T(ao+a,x + arx>+asx)
=(ao/N2—=(5/2v2)a,,
Via,~(3v7/2v2)a.,
(3V5/2v2)as, (5V7122)as)

a b =, =3
T( >_ (a2~ (51242)c,
c d

V3b - (3V7/23/2)d,
(3v5/2v2)c, (57122)d)

A*A_( 1—i 3 )
’ T\—4-2i 6+3i

Si 4 es hermitiana, entonces
A* = A. En particular, las
componentes diagonales de
A no se mueven cuando se
toma la transpuesta, de
modo que a; = a;, lo cual
significa que a; es real.

Sea A* = B = (h;;) vy sea ¢
la columna i/ de A.
Entonces AB = I = (6;;) en
donde 6;; =

1’5}1 :J Pero o;; =
O,s1i # j

; "
z ayhy; = Y gy =
k=1 k=1

Como la componente i de
n
Ax es Y a;x;, se tiene que
j=1
n n
(A%, ¥) = > > a;x;1.
i=1 j=1

Analogamente, si
A* = B = (b)), (x, A%y) =

n n

1 n e
Yoy b= ) Yoxbuy
i =1

=1 j=1 j=1

t n n

Respuestas a los problemas de nimero impar

Ejercicios cle repaso ¢ Capitulo 5

i. lineal

3. no lineal, pues )
T(alx, y) = T(ax, 2y) =
axfay =xy =

a=1.

5. no lineal, ya que
T(pi+p)=1+p,+po,

- (0}
ot ()

p(Ty=v(T)=1

. (1 0 -2 0),
“\o 2 0 3/
imag T=R?%;
ker T
2 0
0 -3
= gen s S
& 1 0
[ 0 2
p(A)=v(A)=2
-1 1 0 0
Wl 0z ooy
’ 00 -1 1)
0 0 0 2
imag T = My;;
ker T ={0};

p(Ty=4, v(T)=0
0
13. T(ao+a1x+a2x2): a])

a;

Capitulo 6
Problemas 6.1

e s ()
gm e {(5))

T(x,y)#aT(x,y)a menos que

pero
Tp,+Tp.=(1+p)+(1+p,)
=2+ py+po.
0 0
7. / ); imag T
o -1 &

457

]

5. —3,-3;

e ()

la mult. geom. es 1

1
7. 0,1,3; E;= gen {(l)],
1

()

la mult. geom. de 1 es 2

1
11. 1,1, 1; E, = gen {(1)‘,
1

la mult. geom. es 1 (la
mult. alg. es 3)

13, —1,4,—i;

15. 1,2,2;

()
(1)

la mult. geom. de 2 es |

>
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17. a, a, a, a; E, =R%;
la mult. geom. de ¢ = la
mult. alg. de ¢ = 4.

19. aq, a, a, a;

N /0
ol [o

E, = gen s ;
& ol'lo
o/ \1

la mult. alg. de ¢ = 4; la
mult. geom. de ¢ = 2.

21. Los valores caracteristicos
son a + ib. Entonces

[A—(a + ib)I](i_) =

L 0-60)

Analogamente,
1
[4—(a -~ ib)l](,,) = (g)

23. Sean 8, 3, ..., B, los
valores caracteristicos de
aA. Entonces, para cada i,
existe un vector v; # 0 tal
que (aA)y; = Byv,. Por
consiguiente (x4 — B;I)v = 0,

o
lo cual implica que

det(A - E 1) =0
o

b

En consecuencia Zf es un
o

3
0 bien oc(A _b I)v =0,

valor caracteristico de 4 y
P J; para alguna j y

B; = od;. Asi que cada
valor caracteristico de o4
es de la forma od;.
Reciprocamente, si u; = ad,,
elijase un vector v,

tal que Av; = A,v;,. Entonces
(ad)v; = adyv; = v, de
modo que y; es un valor
caracteristico de « 4.

25. det(4 — 4, ) =0y
det 471 # 0 porque
(A1 = A existe. Por lo

tanto
=det(4 — A, D)det 4~! =
det[(4 — 4, DA™ 1] =

det(I — 4,41

111
=det—;"-1~A‘l‘

Ai A
= : det 11 A7 En el
—;/1'," e % .Ene

ultimo paso aplicamos el
hecho de que det w4 = o
det 4 si 4 es una matriz de
n X n (vea el Problema
2.2.28), y A; # 0 por el
Teorema 6, partes (i) y (x).
Consecuentemente

1
det{4™* — —J) =
e( ;)

1
(—1y det@-z - A") =0,

1
y — es un valor

i
caracteristico de 47 1.
Reciprocamente, si y; es un
valor caracteristico de 471,
entonces, puesto que

1
(A™H™' =1,— es un valor

caracteristico de 4 de modo

1
que —=A; para alguna j, o
H;
. 1
bien y; = —. Por ello
4
todos los valores

caracteristicos de 4~ ! son

1
de la forma --. De manera
i
alternativa, si Av = 1y,
entonces v= A" 1y de

1
forma que 47 v = vy
Zes un valor caracteristico
de A7 1L
Como det(4 — A1) = 0,
vemos que det(4? — A2]) =
det(4 — LIYA + AT) =
det(4 — A Ddet(4 + A,1) = 0.
Por consiguiente, si A? es un
valor caracteristico de 42,

29.

31.

33.

Reciprocamente, si p,; es un -

valor caracteristico de 42,
entonces

0 = det(4? — 1) =

det[(4 — /u:D)(4 + /1]

de manera que det(4 — \//7[1)

0 bien det(4 + .\/EI) =0.
En cualquier caso + \/;, es
un valor caracteristico de A
de modo que 4, =
(£/R)? = (1) = 2
para alguna j,

Del Problema 28, a,4'v =
a;A'v por lo que p(4)v =

2 (@A = Y (aq,4'v) =
i=1 i=0

> adv = (Y alw = p(i.

i=0

Si A4 es triangular superior,
entonces también lo es 4 —
Al de forma que, por el
Teorema 2.1.1, det(4 — Al) =
(@i — Nazy = A) - (@p — A)
= 0 cuando A = g; para
alguna i = 1,2, ..., n.

Av = Av en donde v # 0.
Entonces Av = v, lo que
implica que 4V = AV. Pero
si A es real, entonces

A = A. Por lo tanto

AV =¥ y v # 0 de manera
que 4 es un valor
caracteristico de 4 con
vector caracteristico v. Aqui
hemos utilizado el hecho
facilmente verificable de que
Ay = AV,

Problemas 6.2
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L. no| P Pan To  |PintDan| T T
0 0 12 12 0 —
1 36 7 43 5.14 3.58
2 21 19 40 1.11 0.930
5 104 45 149 2.31 —
10| 600 291 801 2.06 -
19| 16,090 | 7737 23827 | 2.08 —_
201 23,1701 11140 134310 | 2.08 1.44

Notese que los valores caracteristicos son 1.44 y —0.836.

. 2.08 —3.57
Los vectores caracteristicos correspondientes son ( 1 > y L)
3.
n pj.n pa,n Tn pj.n/pa,n Tn/Tn71
0 0 20 20 0 —
1 80 16 96 5 4.8
2 64 69 133 0.928 1.39
5 1092 498 1590 2.19 —
10 3114 1970 5084 1.58 —
19 | 3.69x107 | 1.95%x107 | 5.64x10” | 1.89 —
20 | 7.82x107 | 4.14x107 | 11.96x107 | 1.89 212
Los valores caracteristicos son 2.12 y —1.32 con los
. 1.89 -3.03
vectores caracteristicos correspondientes ( 1 ) y 1)
5. De la Ecuacion (9), p, x a,A1v;
de. Siv C'AC (i 0 )
nde. = s =
para n gra 1 v 0 i
: Ax x
entonces " ~ 21 o= 5. si;
Pan @Ay Y 2 2 )
pero [ MK )(X) - (O) €= (41+3t —1-3i)
L CVAS VY — ~<2+3i 0 )
de forma que —A;x + ky =0 CTAC= 0 93
y fa ~k . Por lo tanto 311
! 7. si; C={2 3 0);
Pim X K para n grande. 111
Pan ¥V A 10 0
cac=l0 2 O)
Problemas 6.3 0 0 -1
, 1 2 0 0 1
Loosis C_<1 —5)’ 9. si; c:(1 1 0);
-4 0 020
. _
¢ AC"(O 3) 0 0 0
1 1 C'AC={0 2 O
3. si; C= ( . )
2—i 2+i 0 0 3

1 0 2

11.C:(3 -2 1);
0 1 2

1 00

C"AC:(O 1 0)
0 0 2

13. No, dado que 1 es un valor
caracteristico de mult. alg. 3
y mult. geom. 1.

15. si;
0 -1 1 1
o 1 1 1}
€=t o0 1 af
0 1 -1 1
20 0 0
|02 00
00 40
00 0 6

17. B = C~'AC de modo que B"=
(CTACKC ™1 AC) - (CT1AC)
— c-tacchace -
x AC = C™YAIA--- JAC =
C 'AA---AC = CT*AC.

10 (1 0)
"\ 1

21. SiD = C™'AC, entonces,
como en ¢l Problema 17,
D" = (C YAC) x
(CT1AC)---(CTTAC) =
C 14"C de modo que
A" = CD"C™ %

23. Claramente A tiene a ¢
como un valor caracteristico
de mult. alg. n.
Consecuentemente si 4 es
diagonalizable, debe haber
una matriz invertible E tal
que E~'AE = diag(c,c,...,c)
= ¢l de manera que A =
E(cDE™' = ¢EIE"! = cl.

25. Si A y B tienen valores
caracteristicos distintos,
entonces ambos tienen 7
vectores caracteristicos
linealmente independientes,
y se tiene que
D, =Ci'AC, y D, =

C;'BC,.
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(i) Si 4 y B tienen los
mismos vectores
caracteristicos, entonces
C,=Cy,=C vy

= (CD,C™Y) x
(CDZC") =CD,D,C™ ' =
CD,D,C™" = (CD,C™ ) x
(CD C Y= B4 (ya que
las matrices diagonales del
mismo orden siempre
conmutany).
(ii) Si BA = AB, sea x un
vector caracteristico de B
que corresponde a A.
Entonces BAx = ABx =
A(Ax) = A4x por lo que
Yy = AxX es un vector
caracteristico de B
correspondiente a A.
Por ello Ax y x son
linealmente dependientes
de modo que
existe un escalar u con
Ax = px. Pero esto
demuestra que x es
también un veccor
caracteristico de A4.
Consecuentemente todo
vector caracteristico de
B es un vector
caracteristico de
A. Un razonamiento
semejante muestra que todo
vector caracteristico de A4 es
un vector caracteristico de B.

Problemas 6.4
Lo~ (2/«f 15 )
]/\/5 —2/f
S
p=(y s
3 0o (1 5 1/&)
\/5 —]/\/5’
(5 2)
D_
02

11.

RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS DE NUMERO IMPAR

-3 0 0
D=( 0 1+2v2 0 )
0 0 1-2v2

Wim WIN Wi
DI WIN W

Q

i
/-\!\
RN W= Ll
\‘.-/

0 0 0
= (O 3 O)
0 0 6

. Sea u un vector

caracteristico que
corresponde a A con |u| =
1. Entonces Qu = Auy
I=] UI [0 'Qu| =

(20" 'u| = 14Q"| = | 1Qu| =

(puesto que Q es simétrica)
iﬂzul = Plu| = J2 Asf que
=1 y A= +1.

I'=det]l =det(Q 'Q) =

det(Q'Q) = (det Q)(det Q) =
(det Q)? — pues det 4' =

det A para cualquier matriz
A. Por consiguiente

detQ=+1y Gd) 0

I

d b
. det Q det Q
e = ¢
detQ det ¢

SidetQ = 1, entonces ¢ =
=b.SidetQ = —1,
entonces ¢ = b.

. Sila matriz 4 de 2 x 2

tiene vectores caracteristicos
ortogonales, entonces 4 es
ortogonalmente
diagonalizable, lo que
significa que A4 es simétrica
por el Teorema 4.

. Sea 4 un valor caracteristico

de A con vector
caracteristico v y suponga
que 4* = 4. Entonces

Ay, v) =
(Av,v) = (4v,v) = (¥, A*v) =
(v, Av) = (v, v) = A(v, v).

17.

Como v-# 0, esto significa '
que 1 =1 de manera que A
es real.

Utilice el Problema 16
después de mostrar que a
todo valor caracteristico de
mult. alg. k corresponden &
vectores caracteristicos
ortonormales. Sea Q
obtenida exactamente como
en la demostracién del
Teorema 3. Recuérdese que
v =u v +.
+u,°V,.0'= 0" 1yA es
semejante a Q'AQ o 0'AQ.

QA0 ~ 1] =4 - I,
0'4Q = (Q'4)Q

A4

m A
= :2 (“1s“2,~-':“n)

i,

)

[ ) )
=l . [Ad*a, A*u,,. 4%,

Ahora bien

(W, A*uy) = (8}, Au)) = P

(“1* :“1)”/1(“1’ ) =4 =
Ay {por el Problema 15) y

dado gue

@, u) =88 =1=uu,

Entonces @,A40 =

Ay B Au, .. ) Au,
0 @) Au, i Au,
o -
0 l]nAllz uflA“ﬂ
W Au; = AT - u; = Au1 =0

J
sij# 1. Ahora (Q‘AQ)’ =
QAQY = Q'AQ = 0'A'Q =
0'40, ya que 4' = 4% = A.
En consecuencia ' 4Q es
hermitiana, lo que significa
que los ceros que estdan en
el primer renglén de 0'4Q
deben corresponder a los
ceros en la primera
columna. El resto de la
demostracién se sigue, como
en la del Teorema 3,

Problemas 6.5

con Q' reemplazada por

Respuestas a los problemas de nimero impar

y? = 0,locualesla

g ecuacion de una recta que 1
- 1 pasa por el origen; 6 =
(=i : w/4 = 45°
19 U:ﬁ( 1 1+i>’
-Lo 3 -3\/x x
vrau=("y ) 2N (7)-3e
0 8 s 5)G)

1

5. (~1
-1

—1
1
-1

1/v’3

:( 143
143

—x? 42y 422"

1, ,/x X

)-0)

12
—1\2
0

176

461

176 \ ;

216/

(3G G)-s

2 2
1”2 12
V26-6v13 V26+6V13 7( 0.9571 0.2898)_ Xy 1
Q= 13 1 \-0.2898 0.9571) ( 10 ) ( 10
- +13 : _
- \/ﬁé — = V13+3/ \W13-3/
\V26-6V13 ~26+6V13
hipérbola; 6 =5.989 = 343°
4 2\/(x\ {x .
s (0 2o
2 —1/\y \y /
s+/41 V41 i i
82+ 10V41 +/82-10V41 | (0.9436 —0.3310): XY 4
n B 4 T\0.3310  0.9436 ( 18 ) (\/1.8 )
a1 41 41-3
J821 1041 /82— 10v41 J41+3
hipérbola; 6 ~0.3374~19.33°
L al) ()
. =a>0; ) — /
N (1 0Ry/ Ay 1+¥10  1-v10 3 i (2) Xy X
/> ] 17. 12 y bR B
(1/\/5 1/~/2)‘ V20+2Y10  v20-2v10 (2 . 4) AW
AN R TNCY 3 3 AR
X7yt V2042410 ~20-2v10 Q_Kﬁ 2 ;);
2a 20 . 0.8112 —0.5847 § 22
hipérbola; 6 =7x/4 =315°. = (0.5847 0.8112 3y 4627
7, Igual que en el Problema 5 ) ) { 1 2 7
excepto que ahora tenemos x"? . y ~1 . L3 4
una hipérbola con los 36 > < 36 ) 19, ) s a0
papeles de x' y ¥ ( e 110/ > )
invertidos; como a < 0, se 4 3 i 5 -1 ,0 ‘ .
tiene que elipse; 6~0.6245~=35.78 31 1 2
” 3 R L
e T BN SRR
(‘2(1) (—2a) 5 —6/\y y 21, % -1 3 -2 =3
(5/\/—_— —1/\/_> -1 12 6 4
9 (—-1 '])(x>.(x>:(); 1/\/— 5/726 3 0 _% % 1
o 1 —1 y \y y x ‘ \
N2 —1N2y (14/13) (14/13) - <cos6 —Sen())(x):
:<1/\/§ 182/ hipérbola; 6~1.377~78.91° senf  cosO/\y
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xcos  —ysenf) X’
xsenf +ycos 9) B (y’)
Entonces la ecuacion
cuadratica
ax'? + bx'y + ¢y'?
se convierte en
a(x cos 8 — ysenf)? +
b(x cos 6 — ysenf) x
(x senf + ycos 0) +
c(xsenf + y cos 6)?;
el término producto de cruz
es —2axy(send cos 6 + bxy x
[cos? 6 —sen? 0] + 2cxy x
senf cos 6 = xy[ —a sen20 +
bcos 20 + csen26] = 0
de manera que
(c—aysen20+bcos20=0
a—c cos20
o == cot 26.

Y Teni

25. Supéngase que ax® + bxy +

27.

cy? se convierte en
a!xll + b!x/yl+ C!}"!Z
por rotacion. Sean

a b
a 3 / a 7
A= y A=
b , b
5 C E C

Existe una matriz ortogonal
QO tal que 4 = QA'Q"
y Q es también una matriz
de rotacién. Por lo tanto
det 4 = det Q det 4’ det Q" =
det QQ' det A" = det A’ ya que
b2
QQ' = 1. Perodet 4 = ac — T
er
y detd =dac ——.
4

Finalmente, dado que A4 y
A’ son semejantes, tienen
los mismos valores
caracteristicos. Pero la suma
de los valores caracteristicos
de 4 es @ + c, en tanto
que la suma

delosde 4" es a' + ¢
Asiquea+c=d + ¢.

Sean Ay, 4,,..., 4, los
valores caracteristicos de A.
Entonces, quitando los
términos de producto de

RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS DE NUMERO IMPAR

MXE + oXE 4+ A x?
en donde x' = Q'x.
Si A >0 parai = 1,2,
.., n, entonces F'(x') > 0.
SiF'(x) > 0 entonces A, > 0
dado que, si no, hay un A;
con 4; < 0. Sea x* el
vector con ceros en todas las
posiciones excepto en la j-
ésima posicién, con un 1 en
ésta. Entonces H(x*) =
2; <0, lo cual es una
contradiccidn.

29. negativa definida

31. positiva definida
33. indefinida

35. negativa definida

37. (i) Si det A # 0, entonces ni
Ay ni 4, son cero.
Consecuentemente, con d =
0, 1a Ecuacion (22) se
transforma en A,x'% +
A2y% =0. Siahora A,y A,
son positivos o bien
negativos, entonces la
ecuacidn se satisface sélo
cuando x" = 0y y = 0.
Estas son las ecuaciones de
dos rectas. Si A, y 1, tienen
signos opuestos, enfonces
las ecuaciones se convierten

PR

en x' = + [=
* —/lly’

las cuales son de nuevo las
ecuaciones de dos rectas. Si
det 4 = 0, entonces una de
Ay 0de 1, es cero, y la
ecuacién se transforma en
x" = 0obieny = 0, cada
una de las cuales es la
ecuacion de una sola recta.

Problemas 6.6

1. no 3. no 8. si 7. no

9, si 11. no 13. si
15. 1

cruz, tenemos F(x) = F'(x)=

1 0 31
.17, ( ); J= ( )
-1 = 03

19. (a) Seax e C3un vector fijo’
lo que no es un vector
caracteristico. Dado que la
mult. geom. del valor
caracteristico A es 1, x no es
un multiplo de v,, en donde
v, €s un vector
caracteristico. Entonces x y
¥, son linealmente
independientes. Sea w =
€¥; + ¢X. Supdngase que
w = (A — ADx. Entonces
Ax = AX = ¢V, + ¢,x. Sea
B=A- (¢, + M)Ide
modo que Bx = ¢v,,
Considere que ¢, # 0.
Entonces 4 + ¢, no es un
valor caracteristico pues A

¢s el unico valor
caracteristico. Tenemos

det B = det[d— (4 +c,)I]+ 0.

Entonces B! existe, x =

By, yAx =B 1y, =

¢;B71A4v,. Puesto que

A =B+ (c; + VI,

Ax=c,[B"'B+(c, + HhB~ vy,

=V +cile, + By, =
cvy + (¢, + A)B™'Bx =
CiVy + X + X,

Por consiguiente c;v, + X

=0yc = ¢ = 0 porque
¥, ¥ x son linealmente
independientes. Esto
contradice la hipdtesis
previa de que ¢, # 0 y

W= (4 —ADx = cv,.

Sea ¢;x = v,; entonces

(A — Ay, = v,.

(b) Seay € C? con y un
vector caracteristico no
perteneciente a 4. y se
puede elegir linealmente
independiente de v, (va

es independiente de v,) de
forma que z = d,v, + dyy
no es un vector
caracteristico. Escribase z
como z = (4 — Al)y.
Entonces Ay — ly = div, +
dyy. Sea D = 4 — (dy + I
de manera que Dy =d,v,
puesto que Ay — (A)y —
dyy = dyv,. Supdngase que

d, # 0; entonces d, + A no
es. un valor caracteristico.
Claramente det D # 0, D™
existe, y =d,D v, y Ay =
d,D~'1v,. Entonces iv, =
v, — Av,; Ay =d D! x
(vy — Av;) = d, D7 v, —
d; D" 'Av,. A =D+ (d, + Al
Ay =d D7 v, — dyv, —
did, D" v, —d D" v, =
d,D" v, —d, D" Av, —
d,v; —dd, D7y, =
d, DAy, — di(v, +d,D7MYy)
=y —d,(I +dy D™ Vv,
Asi que 0 =d,
I+ d, D"y dy #0,
de otro modo 4 + d, seria
un valor caracteristico y y
un vector caracteristico.
Entonces (d,DD ™!
+ D)y, = D0 =0.d,v, +
[4 —(d, + A]v, = 0.
dyvy, + (A — Ay, — dyv, =0,
o bien (4 — Ay, = 0,
contrario al resultado de la
parte (a). En consecuencia
dy = 0y (4 — Iy =dv,.
Sea 'y = d,vy; entonces
(A~ IAW3=v,.
(c) Sea C = (v, V5, V3) en
donde v;, v,, v; son como
antes y linealmente
independientes; entonces
C ! existe.
AC = A(vy, vp,v3) =
(Avy, Av,, Avs) = (Avy, vy +
Ay, Avy + A¥3);
A1 0
CJ = (v, v, V310 4 1 1=
0 0 4
AV, ¥y + Av,, v, + Avy) = AC;

asi que J = C71AC.

1 1 0

.C:( 0 -1 ~2);
-1 0 -3

010
J= (0 0 1)

0 0 0
Si m = n, entonces A" = 0
por la definicién de indice

de nulipotencia. Si m > n,
entonces A™ = A" "4A" =

25.

27.

29.

Respuestas a los problemas de nimero impar

A™ = 0.
AL 0 0 0
0 A 0 0
0 0 A 0F)
0 0 0 A,
A 1 0 0
0 A, 0 0O
0 0 A OF)
N0 0 0 A,
A, 10 O
0 A 10
0 0 2 O
0 0 0 A
A, 1 0 0
0 A, 0 O
0 0 A 17T
0 0 0 A,
A, 1 0 0
6 A, 1 0
0 0 A, 1
0 0 0 &

Aqui los elementos A; no
son necesariamente
distintos. Asimismo, los
grupos pueden permutarse
sobre la diagonal.

300 0
030 0
003 0
00 0 -4
310 0
0 3 0 0
003 0
000 -4
310 0
031 0
003 0

0

Los grupos de Jordan
pueden permutarse a lo
largo de la diagonal.

4 00 0 O

|
IS

040 0 0
0064 0 O
000 -3 o0
0 0 0 0 -3

31.

4
0
0
0
0
A
0
0
0
0
4
0
0
0
0
4
0
0
0
0

o o o K

o)

oo B

OO0 0 -

B

cocobrho OO0 R~

oS OO

DO R, O OO R =0

oo brROO OO0 KOO

-3
0

1
]

0
0

<

o)

-3

0
0
1
-3

0
0
0
1
-3

)
/
\

0
0
0
1
-3
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|

Los grupos de Jordan
pueden permutarse a lo
largo de la diagonal.

7
0
0

0/
-7
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-7 1 0
0 -7 1 8 3 t=1 1n(351(O)H+"%@ ) 1 ¢t £#2 0 0 O 0 0 0 dominante. Por consiguiente
0 0 -7 1 o x3(0) — 2x,(0)) 01 ={0 0 0 =0 0 0 A #Oparai=1,2,...,n
0 -7 0 13. ( 1) = . (¢) A7 no existe
0 0 0 0 -7 X2 1000 1 10 1 -27 18 -9
- Ejercicios de repaso * Capitulo 6
71 0 0 0 ( " 10)():1); L2 1) 5. (@) p(A)=—A"+3\" (© A ’=~( -6 3 o) ! p P
0 =7 1 0 o 30( ~30/\x, 01 0 —3A+1=0 19 11 6/ | 1.4 -2
X 500 (e +e*
0 0 -7 1 0 ( ‘)=( o ) ) L+t 214872 1 (b) p(A) 9. (a p(A)=(a—A)* E,= gen {(1)}
0 0 0 -7 1 2l 50V0.003 (e - e =el o 0 0 =-A’+3A%-3A+] (0) p(A)=(al-A)" | !
0 0 0 0 -7 en donde a=___ — 5 0O -b 0 O 2
=0.03+v0.0003 ~-0.0127 “t=rz et 1 -3 3 0 E_,= gen ( )
Los grupos de Jordan Y B=-0.03-v0.0003 ~ , s s -5 & _ 0 0 -c 1
pueden permutarse a lo —0.0473 ’ O v 2 12 - 00 0 -d 3. 1,7,-5;
largo de la diagonal. 25 0 1t 02 6 -15 10 oo 0 0 s
15. (a) (xl) - ( 0 1)(&) 00 1 0 0 3 000 0 E,= gen {( )]
X3 -b — ! = 398
Problemas 6.7 ’ R O\ ' 00 0o 1 , +(3 -9 9) o000 4
1 (5e™* +2e* e 3 ® det( b —a /1) e e (2)e™ 0 ] 9 -24 18 “to o000 0
e > - 3 N e —4t —4t
1. 5(5(‘“«56-" 2e~4r 2e3‘> =2+ al + bl 2 | O et e 0 0 30 000 of E,= gen {(3 };
€ e +3e de forma que 0 0 e 0 i Y 3) (&) AT 1
3 (2 sent+cos t —sent ) pA)=A +ak+b=0. 0 0 0 e a 3 -9 9 1/a —bja® cbja® —bcda® 0
Ssent —2sent+cost/ | 17. (1+50e™ 19, £e5 4 3,2 100 _{ 0 Va ~da® cdla’ B {1)
: 0 0 i/a —d/a®
Lf1-Tt - +{o 1 0
5. ¢ 3( 7t ) 21. Por el Problema 20, N% = ¢ Problemas 6.8 ( ) \ o 0 0 1a 5. 1,3,3+v2i, 3 -2i:
7t 1+7t para k = 3. Por tanto > 0 01 s 1
M=+ Nyt + 1. (@ pA)=A"+r~12=0; 11. A|=7 y Rea=?¥
” efsr(l—w 7t b) p(A)=A’+A-121 ! 000 13. A|=105 y —105= E,=gend| 2 0.
~7t 1+7:> 2 100 =(14 2) | ={o o 0) Re A <5.75 ' o[
det —3e2 2 Ni==[0 1 0 5 11 | 0 0 0 15. Dado que A es simétrica los 0
e +6tz 0 0 1 -2 2\ /-12 0 ! 3 23 4 valores caracteristicos de A4 1
9 e —e” +2fe 1 + , son reales. Entonces, por el 1
t 2 2 5 1 1] —-12 (C) A7 =11 0 0 E.,= gen M
—3e' +3e* —4te* 0 ¢t 0 0 0 ¢ Teorema de Gershgorin 3 ol
~12¢' +12¢* — 616> e +1o0 0 ¢]+lo 0 o :<0 0) i o 10 A=ReAz= \o
—3e' +4e™ —26® e 000 000 00 | 7. (@) pD)=—A>+6A> 4-(2+1+9 =2 0
¢ —0e™ +dge? _dpt 1 o ; +18A+9=0 17. @) F(A)=BoCo+BoCiA
e’ —dteTte 1t d © AL (—1 ~2) (b) p(A)=—A%+6A> +B,Co) Eos=gend| O L.
1. x(r) = =lo 1 ol 1215 2 ~18A +9I +B,C,A2 3 -1
—e' — Dot ot at . ~ - . R
(o e e 00 1 3. (2) pN)= A" +4A7— 37, 63 54 108 (b) P(4)0(4) = (By + B, 4) x J2i
—2¢' + 2e*  —2¢' —* (b) p(A)=—A>3 27 ] =—§ 180 189 324 (Co + C14) = BoCo +
p( AP+4A7-34 0
x1(0) 23. De 6.6.20, C = 168 204 315 BoCyd + B, ACo + B, AC A
x , 1o cual conduce a 1 5 -9 4 - F(A) = BoCo + BoCi4 + E. = 0
*20), to ={-9 18 -9 18 72 54 BiCod + B,C, 4> . AT ERA
x3(t) = 3[(x1(0) + x,(0)e" 12 1)y 7= 4 g s 62 216 F(A) = P(A)Q(4) si y solo si V3
+(2x5(0) — x,(0))e*] 01 0 ; | 108 Cod = ACq (en el tercer 2i
) PR g \150 114 252 término) y AC, A4 = C, 42 31y
= 30(x1(0) + x,(0) 0 —12 4 en el cuarto término 7. C :< );
- — : 4 -1
+ (2x4(0) — x,(0))e* e* 0 =1 1} de manera 12 24 -12) 36 18 54 2 0
. 0 - - |72 18 108 19. det A = A4y 4. Si “ac=(
Si 2x,(0) < x,(0), entonces Al() 11 N 4 -12 8 ) 54 j 0 ;11/12 ,AAC St det 4 cac \0 —3)
la primera poblacion se que e =C"e"C 3 -3 o 18 90 71 > en ogces /‘:{_ 0 para
extinguird cuando Lo -1 _ ;3 9 0 0 aogru?j " ego i —aul <7, 0 —1-i —1+i
x,(0) + );2(0) = [x,(0) — ={ 0 0 e 6 -3 Ao 9 o fi) !quye} 10— ‘.liil =lay| <, e c={ 1 1 1 :
2x,(0)]e®, o bien 11— 0 -3 3 o cual es imposible pues A
0 0 9 es en rigor diagonalmente -1 1 1
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-1 0 0
C“’AC=( 0 i 0)
0 0 —i

11. es no diagonalizable

W2 0 142
13. Q=(1N§ 0 -1/@)

s

0 1 0
4 0 0
Q‘AQ——-(O -3 0)
0 0 0O
1 1 1 -1
15. C= -1 0O 0 o0 :
0 1 0 0
-1 -1 -1 2
-1 0 0 0
C'AC= -Loo
0 0 3 0
0 0 0 3
”2 ”?2
x y
17. + =1:
8/3+v2) 8/(3-v2)
elipse
1”2 2
19, — > y

10/(13+3) 10/(V13—3)

=1: hipérbola

21, 4x”*—3y”
s o2 1)
1 0
C’lAC=(_2 1)
0 -2
— ‘+ -t L —t
25. ( et 28_ 2e'—2e )
—e'+e”  2e'—e
27.
eﬂ(cos2t——sen2t —2sen2t )
sen2t cos 2t +sen2t
29. \=5 y —5=Rei<i

Capitulo 7
Problemas 7.1

1. 0.33333333 x 10°
3. -0.35x10™*

RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS DE NUMERO IMPAR

5. 0.77777777 % 10°

7. 0.77272727 x 10!

9. —0.18833333x10?
11. 0.23705963 x 10°
13. 0.83742x107%°
15. &, =0.1, & =0.0002
17. €,=0.005, & =0.04
19. ¢,=0.00333. . .,

g, ~0.57143x107°

21. e, =1,

£, ~0.1419144x10™*

Problemas 7.2

1. x=1.5, x,=-0.800002

(el valor real es —0.8), x; =
-3.7.

. x;=-0.000001, x, =

2.61001, x; = 4.3. La
solucién exacta es
0, —2.6.1, 4.3).

. (a) con pivoteo: x; = 5.99,

X, = =2, x; = 3.99

(b) sin pivoteo: x; = 6, X, =
=2yx; =4(i,a
veces es mejor seguir la
ruta mas simple. En el
Problema 6, con el
pivoteo se obtienen
respuestas mucho mas
exactas.) Los errores
relativos con pivoteo son
so= 0.0017,0,y 4=
0.0025.

. Una solucién con

redondeo a 3 cifras
significativas es x, =

1050 y x, = —1000. La
solucién exacta es x, =
B0~ 1204 y x, = 1300
~1154 Los errores relativos
son 0.1465 = 15% y
0.1333 = 13%.

Problemas 7.3

1. si 3. no 5, si

7. Jacobi: x; = 2.9757, x, =

—0.9919 (8 iteraciones)
Gauss-Seidel: x; = 3.0041,
x, = —1.0025, (5

iteraciones). La solucién
exacta es (3, —1).

9. Jacobi: x; = 1,9999, x, =

—2.988, x; = 7.0146 (7
iteraciones). Gauss-Seidel:
X = =1.9975, x, =
—2.9993, x; = 6.999 (6
iteraciones). La solucion
exacta es (—2, —3, 7).

11. Jacobi: x; = —8.2863, x, =

13.

14.386, x; = —0.10281 (13
iteraciones) Gauss-Seidel:

X = —8.2989, x, = 14.399,
X3 = —0.10025 (7 iteraciones).

La solucidon exacta es
(=8.3, 14.4, —0.1).

(a) |aii|=1 y
Ja12‘+’(113;: |21+ |ass]
= || +|as,]

3
por lo tanto |a;|= Z la;]
o
3

de modo que a; % ) |ay]

i=1

j#Ei
(b) Jacobi
n x{ln) x(zn) [ x(3n)
0 |08 | 08 | 08
1112 | 12 | 12
2 |08 | 08 | 08
3012 | 12 | 12
4 |08 ] 08 | 08
5 112 12 1 1.2
(¢) Gauss—Seidel
nl x(]n) ’ x(;) ’ xgn)
010.8 0.8 0.8
1112 1 0.9
2105 11.025 |0.9625
3| 1.0063 |1.0156 | 0.98905
4 0.99768;1.0066 0.99786
510.99777 1 1.0022 | 1
6 | 0.99890 | 1.0006 | 1.0003
71 0.99955 | 1.0001 | 1.0002
8 1 0.99985 1 0.99998| 1.0001

(d () D(L+U)

7
%) , la cual
0

1l
—
Ni= N O
Nim O e

Bt

15.

17.

tiene el valor
caracteristico 1; asi
por el Teorema 2(i),
las iteraciones de

Jacobi no
convergen.
(i) (D+LY'U
8),
0
cuyo polinomio
caracteristico es
“AAZ+IA+D =0
con raices 0, (5 =

V7i)/16.

|

WI= B 00w
N

i
|

|(5+7i)/16]
=|(5-7i)/16]
=JE&)+WT7/16)
~(.3536.

En consecuencia,
ri(D + LYy"'Ul=
0.35 < 1y, por el
Teorema 2(ii), las
iteraciones de Gauss-
Seidel convergen.

Si A es diagonal, entonces
L = U = 0. Entonces

D™ YL+ U)]

=r0)=0, vy r[(D+L) U]
= r(D0) = r(0) = 0.

a 0 0 b
Dz(o d)’L_<0 0>’~y

g) de modo que

b

0 —

a
D YL+ U)= y

o

a

be
-0

ad

D+ L)y 'U = ,
S

d

Los valores caracteristicos

lbe
de D~ (L + U) son i\/ai’

Respuestas a los problemas de niimero impar

ylosde (D + LY 'Uson 0

be
y — —. Estos son todos
ad

menores que uno en valor

c
absoluto si y sélo si |—| < 1.
ad
19. D"YL + U)
/1 |
[~ 0 ... 0
dry
1
=1 0 — 0
a2z
1
L0 0 —|
a’l"/
0 ay a3 ... ag
ay; 0 dz3 dap
X :
dyy Gpz Gnz --- O
[ dy; dy3 Ain
o 2 b=
dyy Ay ayi
a (%) Aon
12t 0 22 A
Qa2 (53] [25%)
G G2 Gn3

[ Gnn An

Como A es en forma
estricta diagonalmente
dominante, |a;;| > |a;2] +
laysl + -+ lag,| Asi,
Gua) | Gis) ’ﬂ <1
iy dyy

a11‘

Un hecho similar se verifica
en todo renglén de

D~Y(L + U). Por tanto, por
el Teorema de Gershgorin,
todos los valores
caracteristicos de

D™ YL + U) estan situados
en circulos centrados en el
origen con radios menores
que 1. Esto significa que si
A es un valor caracteristico
de D™ Y(L + U), entonces

1.

5.

7.

1

11.

13.

3.

467

[A] < 1, lo cual significa
que r[D™HL + U)] < L

Problemas 7.4

) s (L

1
8, (0.5)
1

(a) A =8.5559 (sin
normalizacion);
e, ~=0.00051427

(b) A =2++43=8.5574.
El error relativo real
es 0.00017979.

1
. Comenzando con x,= (1> y

sin normalizacion, obtenemos

(o 6 G- (- 0)

@), ... Esto es, el método

no converge. Nétese que los
valores caracteristicos de A4
son +i, ambos con un valor
absoluto de 1. Esto es, A
no tiene un valor
caracteristico dominante.

El segundo valor
caracteristico es A, = 3.

Los otros valores
caracteristicos son —2 y 1.

Ejercicios de repaso ¢ Capitulo 7

. £,=0.02, g, =0.002857

€. =3555=0.003333.. ., & =
0.25

1 -2 3
. (O 1 —-2)
o 0 1

. X, =7.11004, x,=
—2.39005, x;=-5.92009
La solucién exacta es
(7.11,-2.39, 5.92).

9. no
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11. Jacobi: x; =—0.34008, x, =
0.260018, x5 =0.509983
(12 iteraciones) Gauss-Seidel:
x;=—-0.340001, x,=0.26,
x3=0.51 (7 iteraciones). La
solucién exacta es
(-0.34,0.26,0.51).

1
13. -8, < 2) 15. A,=3
-3

Apéndice 1

1%(1+1)2
1. Sin=1, 12=dFD"_
4
1.4

T=1 de modo que el

resultado es valido para
n = 1. Supdngase que se
verifica para n = k.
Entonces 1° + 2% + 3% +
S+ kR (k413
kAk+1)?
4

=(k+1)2[§;+(k+1)]

=(~k~31—) [k*+4(k+1)]

+(k+1)°

_(k+1)2(k*+4k +4)

- 4

(k+ Dk +2)
=

lo que constituye el
resultado para n = k£ + 1.

1-(1+Da" +14>
(1-a)y
~1*2a+a2_(1wa)2*
S -af (-a
asi que el resultado se
cumple para n = 1.
Supdngase que es valido
para n = k. Entonces
1+2a+3a%+ - -
+ka* "+ (k + 1Da*
_1—(k+1a*+ka**
B (1-a)y
1-(k+1)a" + kg™
+(k+Da"(1- g)?
(1-a)

3. Para n=1,

+(k+1)a"*

1= (k+2)d"" + (k+1)a**2

1-(k+Da"+kg**?
+(k+ l)ak(l “2a+a2)

(1-¢)?
I=(k+1)a" + ka*"' + (k + 1)a"

20k +1)a (k4 1)at

(1-ay

I

(1-ay
lo que es el resultado para
n=rk+ 1.

- Un polinomio de primer

grado tiene la forma
p(x)=ax + bcona#0y
X = —b/a es la solucién
tnica de p(x) = 0. Por
consiguiente, un polinomio
de primer grado tiene
exactamente una raiz, y se
demuestra el resultado
general utilizando induccidn
matemadtica sobre el grado
del polinomio. El resultado
es cierto paran = 1,y lo
suponemos verdadero para
n = k. Sea p(x) un
polinomio de grado k& + 1.
Por hipdtesis, p(x) = 0
tiene por lo menos una
solucién x,. Entonces p(x) =
(¥ = X)g(x) en donde g(x)
es un polinomio de grado

k. Por la hipotesis

de induccién g(x) tiene k
raices xy, Xy, ..., X;.

Es decir, g(x) =

(= x)x=x) - (x—x,).
Pero entonces,
evidentemente, x,, x,, X5,

S Xeson k o+
soluciones de la ecuacién
p(x) = 0. En consecuencia,
p(x) tiene k + 1 raices y el
resultado se demuestra para
n=k+ 1.

- Yaque (A+B) =A'+B",

el resultado es cierto para

n = 2. Suponemos que se
cumple para n = k.
Entonces

(At A+ +A +AL)

=(A+Art - +A)

+ALL (usando el caso
n=2) )
=(AJ+AL+ - +A)
+ALn

(utr.zando el caso n = k)

=Al+AL+ -+ AL
+ALn

lo que es el resultado para

n=kK+ 1.

Apéndice 2

1.

7.

9.
11.
13.
15.
17.
21.
23.
25.

27.
31.
35,

37.

39,

41.

9-7i 3.2 5. -27+5i
52 gitm®
3«/§ei(7“/4) — 3\/§e—<i<w/4)

6ei(-rr/6)

8ei(l im/6) _ Se‘i('n/s)

zei(4ﬂ/3) — 264(277/3)

=2 19. —V2/4~i(v2/4)
-2V3+2i

—3-33i

cos1+isenl
~(.5403+0.8415i

4-6i 29, 7i

ze-i(m'/7) 33. 3ei(41-r/‘11)

Siz = z, entonces o + i8
= o — i, o bien i = —igB,
lo cual es posible si y sélo
si # = 0 de manera que z
es real. Si z es real,
entonces 7 = o = Z.

22 = (o + i)~ if) = o —
@) =o? + f = |22

El lugar geométrico de los
puntos que estan sobre una
circunferencia en el plano
complejo, con centro en z,
y radio a. Si zy = x, + Yo,
entonces, en las
coordenadas x y y, se trata
de una circunferencia cuya
ecuacion es (x — x,)* +

(¥ = 3y = a*

Supdngase que p(z) =

Fa, 2 a4
a, = 0. Entonces

"+a, 2"+ baz+a,

=0=O:;’T+a,l_1z"“1

ot aztayg=12"

Ya, 2N+ o+ aZzta,
(puesto que los elementos a;
son reales) =

"+ a, 2" a2+ ag
= p(z) = 0. Aqui hemos
empleado el hecho de que
para cualquier entero k,

z¢ = 7% Esto se deduce
facilmente si expresamos z

: 6
en forma polar. Si z = re®,

43.
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ino A _
entonces z" = r"e™, " =

Como (cos 6 + isenf)! =
cosl:0+isenl-0,

la férmula de De Moivre se
verifica para n = 1.
Considere que es valida
para n = k. Esto es,

(cos 6 + isen ) = cos k§ +
isen kf. Entonces

(cos 6 + sen )+ = (cos 0 +
isenB)(cos 6 + isend) =
(cos kO + isenkf) x

(cos 0 + isenf) =

[cos kB cos 6 — senkf senf] +
i[senkd cos 8 + cos k6 senf] =
cos(kf + 0) + isen (k6 + 6) =
cos(k + 1)0 + isen(k + 1)6,
lo cual es la férmula de De
Moivre para n = k + 1.
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escalar, 180
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desarrollo por, 99
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de una matriz, 14
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y sgtes.
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Complejo, (continuacion)
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parte imaginaria, 420
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147, 157, 158
de un vector, 8, 137
de una matriz, 15
Conica degradada
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Conjugado de un nimero
complejo, 421
Conjunto
ordenado, 7
potencia, 265
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para adicién de vectores,
13, 180
para producto escalar, 20
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directo, matriz de, 23
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sistema, 151
Coordenados, planos, 151
Coplanares, vectores, 174, 175
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Cosenos, ley de los, 132, 144
Cota superior, 265
Cramer, Gabriel, 129
Cramer, regla de, 129
Cuadrada, matriz, 15
Cuadrdtica,

ecuacion, 345

forma, 345

indefinida, 353
Cuadricas, superficies, 351
Cuaterniones (o cuaternios), 6

De Moivre, Abraham, 425
De Moivre, férmula de, 425
Deflacién, 408
Depredador-presa, modelo,
368, 369
Desarrollo por cofactor, 117
Descomposicién de un vector,
251
Determinante(s), 95 y sgtes.
de un sistema 2 x 2, 4
de una matriz 2 x 2, 59
de una matriz 3 x 3, 95, 96
de una matriz n x n, 99
de una matriz triangular,
100, 101
de Vandermonde, 116
“Diagonal
estrictamente dominante, 398
principal, 54
Digitos significativos, 383
Dimensién, 210
Direccion de un vector, 137, 153
Directores,
angulos, 154
cosenos, 154
numeros, 154
Distancia de un punto a una
recta, 5
Distributiva, ley
para multiplicacién de
matrices, 25
para multiplicacién por
escalar, 17
para producto escalar, 21
para producto vectorial, 61

e4, 364
Ecuacion(es) diferencial(es)
185, 362
de segundo orden, 372
solucion principal, 365
matricial, 365
lineales de primer orden,
sistema de, 363

3

Ecuacién(es) diferencial(es),
(continuacion)
sistema de, 363
Ecuaciones candnicas o normales
de una conica, 348
Eje x, 150, 170
Eje y, 150, 170
Eje z, 150, 170
Ejes principales, teorema de los,
« 347
Eleccion, axioma de, 268
Elipse, 348
Elipsoide, 351
Equilibrio, 371
Error,
absoluto, 384, 385
acumulado, 384
de area, 261
méximo, 261
relativo, 385
cuadrético medio, 261
Escalar, 11
Espacio,
caracteristico, 313
de columnas de una
matriz, 217
de renglones de una
matriz, 217
Espacio generado
de un espacio vectorial, 201
por un conjunto de
vectores, 203
Espacio solucién, 212
Espacio vectorial, 179 y sgres.
axiomas, 180
base para un, 141, 207
complejo, 180
con producto interior, 257
dimension de un, 210
finito-dimensional, 210
infinito-dimensional, 210
real, 180
subespacio de un, 186
trivial, 180
Estabilidad (numérica), 385
Estrictamente dominante en la
diagonal, matriz, 380, 397
Euler, Leonhard, 423
Euler, férmula de, 423
Exponente, 383

Fermat, Pierre de, 415
Fourier, series de, 259
Funcidén vectorial, 363

Gauss, Carl Friedrick (resefa
biografica), 34, 35

Gauss-Jordan, eliminacién de,

3’

34, 40
Gauss-Seidel, método iterativo
de, 393, 395

Gaussiana, eliminacién, 40
con pivoteo completo, 388
con pivoteo parcial, 387

Gershgorin, S., 377
circulos de, 377
teorema del circulo de,

377, 378

Grafo, 19 i

Gram, Jorgen Pederson, 244

Gram-Schmidt, proceso de

ortonormalizacién de, 244

Hamilton, sir William Rowan
(resefia biografica), 6, 7
Hermitiana, matriz, 310, 341
Hipérbola, 348
Hiperplano, 189
Homogéneo, sistema de
ecuaciones, 48
asociado, 51
espacio de soluciones, 212
Homogéneo asociado, sistema,
51, 52

Idempotente, 116
Identidad. Ver también neutro
aditiva, 180
matriz, 54
multiplicativa, 180
operador, 276
transformacion, 276
Imagen
de un vector, 283, 284
de una matriz, 217
de una transformacién lineal
283
Imaginario, nimero, 34, 419
puro, 344, 421
Inconsistente, sistema de
ecuaciones, 42
Induccién matematica, 393 y
sgtes.
Inversa de una matriz, 55
derecha, 85
izquierda, 85
Inversa
derecha, 85
izquierda, 85
Invertible, matriz, 55
Isometria, 306, 207
Isomorfismos, 301

>

Isomorfos, espacios
vectoriales, 301
isométricamente, 307
Iteracion, 393

Jacobi, Carl Gustav Jacob
(resefia biogréfica), 394

Jacobi

método de, 412

método iterativo de, 394
Jordan

forma canoénica de, 357

matriz de, 356

matriz de bloques de, 355
Jordan, Camille, 32

Kelvin, Lord William
Thomson, 7
Kernel. Ver también nicleo
de una matriz o espacio nulo,
212, 216
de una transformacion lineal,
283

Legendre, polinomio
normalizado de, 263
Leontief
matriz de, 64
modelo de insumo-producto,
42
Leontief, Wassily, 42
Lineal
combinacion, 141, 200, 267
dependencia, 190
funcién, 275
independencia, 190, 266, 267
operador, 275
transformacion, 273 y sgtes.,
275
nulidad, 285
imagen, 284
kernel (o nucleo), 283
sobre (o suprayectiva), 300
uno a uno (o biyectiva),
299
representacién matricial,
287
rango, 285
Longitud de un vector, 137, 243

MacLaurin, Colin, 129
Magnitud
de un ntimero complejo, 422
de un vector, 136

Mal condicionadas, matrices, 391
Mantisa, 383
Matrices

adicion de, 16

equivalentes por renglones (o

filas), 63

equivalentes, 328

iguales, 15

multiplicacién por un escalar,
16

ortogonalmente equivalentes,
344

producto de dos, 21
Matrices equivalentes por
renglones, 163
Matriz
adjunta de una, 123
antisimétrica, 74, 115
aumentada, 33
cofactor de una, 98
columna de una, 14
componente de una, 15
cuadrada, 15
de Jordan, 355
de Leontief, 64
de bloques de Jordan, 355
de coeficientes, 33, 39
de contactos directos, 23, 24
de probabilidad, 29
de tecnologia, 64
de transformacién, 288, 295
de transicién, 234
de una rotacion, 280
diagonal de una, 54
diagonal, 70, 99, 100
diagonalizable, 330
ortogonalmente, 338
e, 364
elemental, 75
espacio de columnas, 217
espacio de renglones, 217
estrictamente dominante en la
diagonal, 380, 397
forma escalonada, 38
hermitiana, 310, 341
idempotente, 116
identidad, 54
imagen de una, 217
inversa de una, 55
invertible, 55
mal condicionada, 391
norma de una, 364
nula o cero, 15
nulidad de una, 216
nulipotente, 361
ortogonal, 115, 247, 306
ortogonalmente
diagonalizable, 338

indice 473

Matriz (continuacion)
rango de una, 217
reducida, 38
renglén de una, 14
simétrica, 73
transpuesta de una, 72
traza de una, 263
triangular inferior, 70, 99
triangular superior, 70, 99
triangular, 70, 99, 100
unitaria, 264, 310, 341
valor caracteristico de una,
311
vector caracteristico de una,
311
Maximal, elemento, 265
Menor, 97
de segundo orden, 118
M,, ., 182
Multiplicacién por un escalar,
de matrices, 16
de vectores, 11
Multiplicidad,
algebraica, 315
geométrica, 320

Negativa,
definida, 353
semidefinida, 353
Neutro
aditivo, 180
multiplicativo, 180
Newton, método de, 393
No triviales, soluciones, 48
Norma
de un vector, 243, 257
de una matriz, 364
teorema de aproximacion en,
252, 260
Nucleo (o kernel), 212, 216, 283
Nulidad, 216
de una matriz, 216
de una transformacidn lineal,
285
Nulipotencia, indice de, 361

Operaciones elementales sobre
renglones, 35
Operador
diferencial, 278
integral, 278
transpuesto, 278
Ordenacion
parcial, 264
total, 265
Origen, 150
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Ortogonal(es),
complemento, 199, 250, 260
conjunto de vectores, 243
matriz, 115, 247, 306
planos, 173
proyeccion, 248, 259
transformacién de
proyeccion, 277
vectores, 28, 146, 156, 257, 258
Ortonormal, conjunto, de
vectores, 243, 258

PO, 1], 211
P[0, 1], 188
P, 182
Paralelos vectores, 145, 156
Parseval, igualdad de, 255
Pendiente de una recta, 1
Pivote (o apoyo), 387
columna, 387
Plano(s), 169
angulo entre dos, 174
coordenados, 151
ortogonales, 173
paralelos, 171
perpendiculares, 173
representacion paramétrica de
un, 174
xy, 150, 170
xz, 150, 170
¥z, 150, 170
Positiva
definida, 353
semidefinida, 353
Potencia, método de la, 404
con normalizacion, 407
Probabilidad,
matriz de, 29
Producto
cruz, 159
magnitud del, 154
de matrices, 21
escalar de dos vectores, 19, 143
escalar triple, 161
interior, 257
espacio de, 257
punto, 20, 144
vectorial, 159
Propio,
subespacio, 186
valor, 311
vector, 311
Proyeccion, 147
de un vector, 147
en R? 14
en R3, 15
teorema de la, 251, 260

Punto
flotante
aritmética en, 383
numero en, 383
inicial, 136
terminal, 136

R2, 19, 135
R, 10, 150
R 171
Rango
de una matriz, 217
de una transformacién
lineal, 285
Realimentacion
(retroaliment'acién), 315
Recta
ecuacion paramétrica
de una, 166
ecuacion vectorial
de una, 166
ecuaciones simétricas
de una, 166
en el espacio
(tridimensional), 165
linea, 2
pendiente de una, 1
Rectangular, sistema
coordenado, 151
Rectas
paralelas, 2
perpendiculares, 1
y planos en el espacio, 165
» sgtes.
Redondeo, 384
error de, 384
Reflexiva, ley, 264
Renglén de una matriz, 14
Renglones
notacién para, 35
reduccion por, 35
Representacion matricial de una
transformacion lineal, 287
Rotacion, transformacion
de, 277

Schmidt, Erhardt, 244
Segmento dirigido, 135, 152
equivalente, 136, 152

Seidel, P.L.V., 393
Simbiosis, modelo de, 370
Simétrica, matriz, 73
Sistema
de mano derecha, 150
de mano izquierda, 150

Sistema de ecuaciones
lineales, 31
consistente, 42
equivalente, 4
homogéneo, 48
inconsistente, 42
Solucién de un sistema de
ecuaciones, 2
Subdeterminante de
orden £, 229
Subespacio,
propio, 186
trivial, 186
Submatriz, 229
cuadrada k, 229
Sustitucion hacia atrds, 40
Sylvester, James Joseph, 14

Tasa relativa de crecimiento, 362
Teorema Resumen, 4, 67, 79,
127, 195, 225, 301
Transformacion
cero, 276, 284
de equivalencia, 328
de rotacién, 277
identidad, 276, 284
proyeccién ortogonal, 277
inversa, 304 .
sobre, 300
uno a uno, 299
matriz de, 288
con respecto a la
base B, 295
Transicién, matriz de, 234
Transitiva, ley, 264
Transpuesta
conjugada, 264
de una matriz, 72
conjugada de una matriz,
264, 341
Triada ordenada, 150
Triangular inferior
matriz, 69, 99
parte de una matriz, 399
Tridngulo, desigualdad del, 140
Triple
producto escalar, 161
producto vectorial, 165
Trivial,
espacio vectorial, 180
solucion, 48
subespacio, 186
Truncamiento, 384

Unitaria, matriz, 264
Unitario, vector, 141, 153

Valor caracteristico, 11
dominante, 404
multiplicidad algebraica,

315, 318
rhultiplicidad geométrica, 320

Valor inicial, 362

Vandermonde, A.T., 116

Vandermonde, determinante

de, 116

Vector caracteristico, 311
dominante, 404
generalizado, 358

Vector, 6 y sgtes.
caracteristico, 311
cero, 7, 137
columna, 7
componentes de un, 7, 8, 137
de demanda, 20
de materias primas, 274
de precios, 20
de producciodn, 274
direccion de un, 137

ecuacion vectorial de una

Vector, 6 y sgtes. (continuacion)
recta, 166

funciéon vectorial, 363
longitud de un, 137, 243
magnitud de un, 137
norma de un, 243
normal, 168
producto vectorial, 159
propio, 312
proyeccion de un, 147, 157
punto inicial de un, 136
punto terminal de un, 136
renglén, 7
representacion de un, 136
unitario, 141, 153
vector-n, 7

Vectores
adicion de, 10
angulo entre dos, 144
coplanares, 175
en el espacio, 150 y sgtes.
en el plano, 135 y sgtes.
igualdad de, 10
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linealmente
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paralelos, 145, 156
perpendiculares, 146
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